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Antiferromagnetismus 
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I. Allgemeine Übersicht 


Die ferromagnetischen Stoffe verdanken ihre physikalisch wichtigste Eigen- 
chaft, die spontane Magnetisierung, der Tatsache, dass zwischen benachbarten 
lementarmagneten ihres Kristallgitters Austauschkräfte wirken, welche diese 
Jipole parallel zu stellen suchen. Infolge dieser Kräfte bildet sich unterhalb 
iner gewissen kritischen Temperatur, der Curie-Temperatur, ein durch eine 
aagnetische Polarisation charakterisierter Ordnungszustand aus. 

In der Natur treten jedoch ausser den die Parallelstellung benachbarter 
)ipole begünstigenden Austauschkräften mindestens ebensohäufig solche auf, 
relche die Antiparallelstellung benachbarter Dipole bevorzugen. Genau wie im 
‘alle des Ferromagnetismus bildet sich daher unterhalb einer bestimmten kriti- 
chen Temperatur (aus Analogiegründen ebenfalls Curie-Temperatur genannt) 
pontan ein Ordnungszustand in bezug auf die Richtungsverteilung derDipole aus. 

Wenn dieser Ordnungszustand durch eine resultierende Magnetisierung 
ekennzeichnet ist, spricht man von Ferrimagnetismus, bei verschwindender 
ssultierender Magnetisierung dagegen von Antiferromagnetismus?). 


1) AFIF, Eidgenössische Technische Hochschule. 
2) Diese Bezeichnungen stammen von Née, der diese Erscheinungskomplexe als erster 


arbeitet hat. 
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Ferrimagnetismus tritt häufig bei komplizierteren Verbindungen auf, BI] 
welchen die wechselwirkenden Dipole auf verschiedenartigen Gitterplätzef 
sitzen. Die Eigenschaften dieser Substanzen sind ähnlich denen der Ferr 
magnetika. | 

Antiferromagnetismus tritt dagegen vor allem bei einfachen anorganischef 
Verbindungen, eventuell auch bei Elementen auf. Die magnetische Suszeptih ( 
lität dieser Stoffe liegt mit derjenigen gewöhnlicher Paramagnetika in a 
gleichen Grössenordnung, zeigt jedoch unterhalb des Curie-Punktes eine 
anderen Temperaturverlauf sowie ausgesprochene Feldabhängigkeit. Am Curiff 
Punkt findet man eine durch eine Gitterverzerrung bedingte Anomalie dd 
thermischen Ausdehnung wie auch die beim Übergang von Order zu Disord 
zu erwartende Anomalie der spezifischen Wärme. | | | 

Um einen Überblick über die bis heute gewonnenen Erkenntnisse auf dejf 
Gebiete des Antiferromagnetismus zu vermitteln, sollen im folgenden die Fri 
gen besprochen werden, die mit der Wechselwirkung zwischen benachbarta 
Dipolen, mit der Art des Ordnungszustandes, mit den magnetischen Eige 
schaften und mit den Erscheinungen beim Übergang von Order zu Disordd 


zusammenhängen. 


II. Die Wechselwirkung der Elementarmagnete 


| 
Im Falle der ferromagnetischen Stoffe steht fest, dass fiir die Wechselwi | 
kung der Elementarmagnete quantenmechanische Austauschkrafte verantwor 
lich gemacht werden miissen. Alle andern Méglichkeiten, zum Beispiel al 
magnetostatische Dipol-Dipol-Wechselwirkung, liefern viel zu kleine Energien 
Man muss daher im Falle elementarer Antiferromagnetika, deren Curie-Punkt 
in vielen Fällen wesentlich über Zimmertemperatur liegen, einen ähnlichel] 
Wechselwirkungsmechanismus erwarten. 
Die meisten der bekannten Antiferromagnetika sind jedoch Verbindungen 
in deren Kristallgitter die Dipole durch unmagnetische Ionen separiert sind 
Diese experimentelle Tatsache beweist, dass auch indirekte Austauschkraft# 
bestehen müssen (Superexchange). | 


u 


1. Direkte Wechselwirkung 


Die Energie zweier benachbarter Elementarmagnete beträgt nach HEISEN 
BERG [27]}) | 


ye (1 


wo S und Ss die Spinvektoren der beiden Dipole in Einheiten h/(2z) und A da 


) Die Ziffern in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis auf Seite 23 


| 
! 
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Austauschintegral 


À = | Wa(%, V1, 24) Wo(%e, Ya, 22) H walXa, Va, 2%) Wo(%1, Vz, 21) Ady dv, (2) 


bedeuten. y, und y, sind die Eigenfunktionen, die den beiden beteiligten Elek- 
tronen zur Verfügung stehen, deren Koordinaten die Indizes 1 bzw. 2 tragen. 
H bedeutet den Hamilton-Operator. 


S 


6 7 
Alomabskanmdg 
Ichalenradius 


Fig. 1 


Abhängigkeit des Austauschintegrals vom Verhältnis Atomabstand : Schalenradius. 


Aus Gleichung (1) geht hervor, dass für positives Austauschintegral Parallel- 
stellung der magnetischen Momente, für negatives Austauschintegral dagegen 
Antiparallelstellung die energetisch günstigere Lage bildet. 

Das Vorzeichen von A wurde von SLATER [59] diskutiert. In Figur 1 ist die 
zu erwartende Abhängigkeit des Austauschintegrals vom Verhältnis zwischen 
Atomabstand und Radius der d-Schale dargestellt. Antiferromagnetismus wäre 
demnach für Elemente mit grosser d-Schale oder kleinem Atomabstand zu er- 
warten. Darunter fallen Mn, Cr, V, Ti, Sc in der ersten Übergangsreihe, Ru, 
Rh, Pd in der zweiten und Os, Ir und Pt in der dritten Übergangsreihe. NEEL 
[49] berechnete die Grösse des Austauschintegrals aus dem paramagnetischen 
Verhalten dieser Metalle sowie ihrer binären Legierungen. Die Slatersche 
Kurve fand sich weitgehend bestätigt. Pd, Mn, Cr, Rh, Pt, V, Ru, Ti, Ir, Os 
zeigen in dieser Reihenfolge zunehmend negative Austauschwechselwirkung. 

ZENER [84] bis [87] vertritt die Auffassung, dass das Austauschintegral 
zwischen den d-Elektronen immer negativ sei und dass die starke, zum Ferro- 
magnetismus führende positive Wechselwirkung zwischen den Dipolen durch 
Vermittlung der Leitungselektronen zustande komme. Auf dieser Basis gelingt 

die Erklärung einer Reihe von Erfahrungstatsachen, zum Beispiel der raum- 
“ zentrierten Kristallstruktur der Ubergangsmetalle. 
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2. Indirekte Wechselwirkung 


Das Problem der indirekten Wechselwirkung fand seine erste quanteni| 
theoretische Bearbeitung durch KRAMERS [35]. ANDERSON [1] legte einer spate} 
ren Behandlung des Effektes das folgende Modell zugrunde: Man betrachtef 
von zwei Metallionen Me++ mit magnetischem Moment je ein Elektron it] 
Zustand d, bzw. dg. 

Zwischen diesen Metallionen sitzt ein unmagnetisches Kopplungsion, zur] 
Beispiel O-~, von welchem zwei p-Elektronen in den Austauschmechanismug) 
einbezogen werden. Schematisch: 


di p> di 
Me++ O-- Me++ 


Aus diesem Grundzustand lässt sich ein angeregter Zustand ableiten durc} 
Übergang eines p-Elektrons des O-~ zu einem der Me*+. 


did, p dy 
Met O- Met+ 


| 
| 
Zu diesem Vorgang werde die Energie Ey bzw. Ey benötigt, je nachdem à 
Spin der d,- und d;-Elektronen in Me+ parallel oder antiparallel stehen. | 
Die quantenmechanische Berechnung zeigt bei störungstheoretischer Bd 
rücksichtigung des angeregten Zustandes, dass die Energie des Grundzustandeg 
tatsächlich von der gegenseitigen Orientierung der Spin der d,- und d,-Ele 
tronen abhängt, sofern die #- und d,- bzw. p- De; d, ee sich gq 
nügend überlappen und EF), verschieden von Ey 
Die Winkelabhängigkeit der ee a wie im Falle der direkte 
Wechselwirkung durch ein Kosinusgesetz gegeben: 


W — 7, Aya (S, 5 ( | 
mit 


1 Lipa 
Aina = (2: = =r) 0}, ( 


worin 

o= | Ya, y, 2) H px, y, 2) dv (3 
mit dem Hamilton-Operator H das 1-Elektron-Resonanzintegral bedeutet une 
fiir J das 2-Elektronen-Austauschintegral 


fi =i Ya, (X, Vas 21) Wo(%e, Va, 2) H Ya,(%2» Ya, 22) Wo(%r, Vi, 21) dd, dv, (6 


zu setzen ist. | 
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Der Ausdruck (4) lasst einige physikalisch direkt kontrollierbare Schliisse zu. 


a) Das Vorzeichen von A ing 


Da J einer normalen chemischen Bindung entspricht, bei welcher die Spin 
sich absättigen, ist es negativ. Damit A,,q negativ wird, wodurch Antiferro- 
magnetismus bedingt ist, muss daher | E,|<|E,| gelten, das heisst, die 
antiparallele Anlagerung eines weiteren Elektrons im Me++ muss energetisch 
günstiger sein. Wie aus magnetischen und spektroskopischen Untersuchungen 
bekannt ist, trifft dies bei den zweiwertigen Ionen der ersten Übergangsreihe 
Sct+, Tit+, V++, Crt+, Mn++, Fett, Co*+, Nit+ nur für die Ionen zwischen 
Mn** und Ni** zu, weshalb zum Beispiel MnTe antiferromagnetisch, CrTe 
dagegen ferromagnetisch gefunden wird. 


b) Die absolute Grösse von A nq 


Sie hängt besonders stark von der Grösse o ab. Es ist daher verständlich, 
dass stark elektronegative Kopplungsionen, bei denen die Überlappung der 
y-Funktion gering und damit o klein ist, zu kleinerer Wechselwirkung Anlass 
geben als weniger stark elektronegative. Man erwartet daher, dass zum Beispiel 
in der Reihe MnO, MnS, MnSe, in welcher die Elektronegativität des Kopplungs- 
ions abnimmt, die Wechselwirkung zunimmt, was durch die Reihe der entspre- 
chenden Curie-Punkte (122° K für MnO, 165° K für MnS und 247° K für MnSe) 
experimentell bestätigt wird. 


c) Winkelabhängigkeit 


Die den p-Elektronen im Kopplungsion entsprechende Ladungsverteilung 
ist hantelförmig, was bedingt, dass o am grössten und damit die Wechselwirkung 
am stärksten wird, wenn die drei betrachteten Ionen in einer Geraden liegen. 


III. Curie-Temperatur und Ordnungszustand 


Die Frage nach dem sich unterhalb der Curie-Temperatur infolge der Wech- 
selwirkung zwischen den Dipolen einstellenden Ordnungszustand lässt sich bei 
den Antiferromagneten im wesentlichen nach denselben Methoden behandeln 
wie bei den Ferromagneten. 

Im Vordergrund steht die bei grosser Einfachheit durch ihre erstaunliche 
Leistungsfähigkeit sich auszeichnende Molekularfeldtheorie, welche sich aus 
der alten Langevin-Weiss-Theorie des Ferromagnetismus ableitet. Die Schwäche 
dieser Methode besteht vor allem in der Vernachlässigung der Rückwirkung 
der Dipole auf ihre Umgebung. 

Das Problem ist deshalb auch mit verschiedenen exakteren Methoden an- 
gegriffen worden, die sich aber häufig bei tragbarem mathematischem Aufwand 
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nur auf die lineare Kette anwenden lassen. Eine Aufzählung dieser Arbeité] 
folgt im zweiten Abschnitt dieses Kapitels. | 

Für die theoretisch abgeleiteten Ordnungszustände besteht eine exper} 
mentelle Prüfungsmöglichkeit durch Interferenz von Neutronen am Gitteif 
über welche wir im dritten Abschnitt berichten. 1 


1. Molekularfeldtheorien | 


rende Magnetisierung besitzen soll, müssen wir annehmen, dass sich die Elemerf 
tarmagnete innerhalb sehr kleiner Bereiche absättigen. Aus Energiegründ 
werden hiebei zum Beispiel nach links gerichtete Dipole im Gitter periodisch 
mit nach rechts gerichteten Dipolen abwechseln. Diese Überlegung führt zwangsf 
läufig dazu, ein Antiferromagnetikum als aus zwei oder mehreren ineinandeif 
geschachtelten Untergittern bestehend zu behandeln, deren jedes ein dur 
die Magnetisierung des andern beeinflusstes Ferromagnetikum oder Antifer 
magnetikum darstellt. 

Diese auf NEEL [49], [50], [51] zurückgehende Behandlungsweise wur 
später durch ANDERSON [2] und VAN VLECK [75], [76] weiter ausgebaut. I 
bezug auf die magnetischen Ionen einfach kubische und kubisch raumzentrierti 
Gitter lassen sich, wie die Figuren 2 und 3 zeigen, ohne weiteres so in zwei Unteaf 
gitter A und B aufteilen, dass jeder Elementarmagnet von A lauter solche vo 
B als nächste Nachbarn hat und umgekehrt. Bei kubisch flächenzentriertelf 
Gittern sind, wie man sich an Hand von Figur 4 überzeugt, die nächsten Nachfl 
barn eines herausgegriffenen Dipols zum Teil unter sich wieder nächste Nach 
barn. Der Idealfall, in dem alle nächsten Nachbarn eines beliebigen Dipols z | 


im) 


Fig. 2 


Aufteilung des einfach kubischen Gitters in zwei antiparallele Untergitter. 
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Fig. 3 


Ordnung erster Art im kubisch raumzentrierten Gitter. 


Fig. 3a 


Ordnung zweiter Art im kubisch raumzentrierten Gitter. 


Fig. 4 


Aufteilung des kubisch flachenzentrierten Gitters in vier Untergitter A, B, C und D. 
Ordnung erster Art. 
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Fig. 4a 


Ordnung zweiter Art im kubisch flächenzentrierten Gitter. 


Gitter nicht realisieren. Zur Behandlung dieses Gittertyps ist eine Aufteilu 


diesem antiparallel orientiert sind, lässt sich daher beim + | 
in vier einfach kubische Gitter A, B, C und D notwendig. 


a) Einfach kubische und kubisch raumzentrierte Gitter 


Das innere Feld H; 4 am Ort eines Dipols A wird einerseits der Magnetisi 
rung M, des Untergitters A und anderseits derjenigen des Untergitters B pr 
portional gesetzt: 

H,,= -aM,-yM;z (7 
und entsprechend | 
Ha My =o y: (UF 


Da gemäss der Unterteilung in Untergitter keine zwei Dipole desselben Unten 
gitters nächste Nachbarn sind, entsprechen die Glieder —x M, und —« M 
der Mitberücksichtigung der zweitnächsten Nachbarn. 

Die Wechselwirkungskonstanten y und « hängen folgendermassen von def 
Zahlen Z,z und Z,, der nächsten bzw. übernächsten Nachbarn sowie von del 
entsprechenden Austauschintegralen A,z und A,, ab: 


_ —2Zp4 Ass vu Z'aa Aga 
NE ep De Nig Ban 


N, und N, bedeuten die Zahlen der Atome der Untergitter A und B in d 

Volumeneinheit, g den Landé-Faktor und 8 das Bohrsche Magneton. Die Vor 
zeichen in (7) sind so gewählt, dass bei antiferromagnetischer Wechselwirkun4 
x und y positiv werden. Die Ausdrücke (8) können sich je nach der Berechf 
nungsweise um kleine Faktoren ändern. | 
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Für hohe Temperaturen kann man Sättigungserscheinungen vernachlässi- 


gen und bei einem äussern Feld H für die Magnetisierung der beiden Untergitter 
entsprechend der Langevin-Theorie des Paramagnetismus das Gleichungs- 
system 


-&M,-yM,) (9) 


anschreiben, worin 
N fg? S(S+1) 
3R 


(= 


(N = Zahl der Dipole je Kubikzentimeter, S = Spinquantenzahl der Elemen- 
tarmagnete, À = Boltzmann-Konstante) und die Klammerausdrücke das in den 
Gitterpunkten A bzw. B wirkende totale Feld bedeuten. Berücksichtigt man, 
dass die totale Magnetisierung M = M, - Mp, so erhält man hieraus sofort 
fiir hohe Temperaturen eine Suszeptibilitat 


C 
276 (10) 
mit einer sogenannten asymptotischen Curie-Temperatur 
1 
= -Zla+y)C. (10a) 


Lässt man andererseits das äussere Feld 7 verschwinden, so berechnet man aus 
der Forderung, dass das nunmehr homogene Gleichungssystem (9) eine nicht- 
triviale Lösung besitze (Determinante = 0), die eigentliche Curie-Temperatur 
T,, unterhalb der sich ein Ordnungszustand im Kristall aufbaut, zu 


ee (11) 


2 


Es ist nun interessant, zu bemerken, dass dem Verhältnis der beiden 


Curie-Temperaturen 
©] Var & 
y— @ 


gewisse Grenzen gesetzt sind, indem sich zeigen lässt, dass für « > y/2 beim 
raumzentrierten Gitter eine Ordnung zweiter Art (Figur 3a) energetisch gün- 
stiger wird, bei welcher die Untergitter A und B in sich selbst antiferromagne- 
tisch werden. In Funktion von «/y wird deshalb O/T, den in Figur 5a gezeigten 
Verlauf nehmen, das heisst, wenn © bekannt ist, kann man für 7, bestimmte 


Grenzen angeben. 
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a) BODY-CENTERED LATTICE 


Mn, Fe,0, 


b) FACE -CENTERED LATTI 


Fig. 5 
(Nach VAN VLECK [76].) 


b) Flächenzentrierte Gitter 


Wenn M,, Mp, Mc und M, die Magnetisierungen der vier einzuführenddf 
Untergitter bedeuten, so wird für das innere Feld H; 4 am Ort eines Dipols 
in analoger Weise zu setzen sein: 


Hi = ~«M, — y (M3 + Me + Mo) | 
und 


f= ~«M,—»(M, +M.+M,) usw. | 


Die entsprechende Durchführung der Rechnung ergibt für eine Ordnung gemä i 
Figur 4, welche ANDERSON [2] als die bei kleinen positiven Werten von « ene I 
getisch günstigste erkannte || 
À & 3 y N & RR 3y+a | 

St ee me me ‘| 
Diese Ordnung geht bei « > 3 y/4 wieder in eine solche zweiter Art über, bi | 


der die Untergitter gemäss Figur 4a in sich antiferromagnetisch werden, s | 
dass O/T, den in Figur 55 aufgetragenen Verlauf nimmt. 
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Eine auf derselben Grundlage beruhende, etwas allgemeiner gefasste Theorie 
wurde jüngst von Smart [60] veröffentlicht. Die verschiedenen möglichen 
Arten von Ordnungen können auf Grund einer Arbeit von LÜTTINGER [44] 
auch streng rechnerisch bestimmt werden. GORTER und HAANT]ES [23] modi- 
fizieren die Néelsche Theorie zur Anwendung auf rhombische Kristalle am 
absoluten Nullpunkt. | 

Lı [41] betont, dass die Lage des Curie-Punktes von der Grösse des ange- 
legten Magnetfeldes abhängt. In diesem Zusammenhang zeigt GARRETT [20], 
dass Antiferromagnetismus auch beim absoluten Nullpunkt nur möglich ist, 
solange das Magnetfeld kleiner ist als 


He = u : (14) 
(wu = magnetisches Moment der Ionen). Dieser Effekt wird besonders deutlich 
bei tiefen Umwandlungstemperaturen, weil es dann mit den laboratoriums- 
mässig herstellbaren Feldern möglich ist, H, zu erreichen. Experimentell ist die 
Erscheinung von SQUIRE [63] an Mn-Verbindungen, vor allem MnSe, von 
SHALYT [55] an FeCl,, CoCl, und NiCl,, von PouLis, HANDEL, UBBINK, POULIS 
und GORTER [53] an CuCl,, 2 H,O und von GorTER [22] und GARRETT [21] an 
Alaunen festgestellt worden. 
_ So leistungsfähig die Molekularfeldmethode auch scheint, so haften ihr, 
wie KRAMERS [36] zu bedenken gibt, doch wesentliche Schwächen an. Zum 
Beispiel wird nach den strengeren Berechnungen von BETHE [4] und HULTHEN 
[31] die lineare Kette nie antiferromagnetisch, während die Molekularfeld- 
methode auch in diesem Falle einen Curie-Punkt liefert. 


2. Strengere Methoden 


Die Berücksichtigung der Rückwirkung eines Dipols auf seine Umgebung 
gibt zu einer starken Komplizierung der mathematischen Behandlungsweise 
‚Anlass, so dass es in vielen Fällen nur möglich ist, den eindimensionalen Fall 
(lineare Kette) zu meistern. 

- Nachdem BETHE [4] als erster eine strenge quantenmechanische Berechnung 
der Eigenfunktionen der linearen Atomkette versucht hatte, modifizierte HuL- 
THEN [31] diese Methode und wandte sie speziell auf den Fall der antiferroma- 
gnetischen Kette an. Er fand, dass dieses Modell keinen Curie-Punkt besitzt 
und somit auch bei tiefen Temperaturen in keinen ausgedehnten Ordnungszu- 
stand übergeht. Später verallgemeinerte KASTELEIJN [33] HULTHENS Rech- 
nungen unter Einbeziehung eines Kristall-Anisotropiegliedes. Er konnte zeigen, 
dass dieses einen Minimalwert besitzen muss, wenn sich ein Ordnungszustand 
einstellen soll. 

_ WANNIER [79] bewies, dass ein ebenes Dreiecknetz bei noch so tiefen Tem- 
peraturen nicht antiferromagnetisch wird. 
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Hingegen erhalten WAKEFIELD [77] mit statistischen Methoden und A 
DERSON [3] auf Grund einer halbklassischen Modifikation der Blochsch} 
Spin-Wave-Methode [9] durch HELLER und KRAMERS [28] im räumlichen Mod] | 
schon für das einfach kubische Gitter bei genügend tiefen Temperaturen ein | 
Ordnungszustand, dessen Energie innerhalb gewisser Grenzen aoe || 
werden kann. 

Die auf BETHE [5] zurückgehende statistische Methode zur Behandlung cf 
Ferromagnetismus ist neuerdings von Li [42], in der durch WEtIss [80] aus} 
arbeiteten Form, auf Antiferromagnetika mit einfach kubischem und rau: 
zentriert kubischem Gitter angewendet worden. Obschon die Wechselwirkuf 
mit den übernächsten Nachbarn vernachlässigt wurde, was bei der Molekulif 
feldtheorie auf —O = T, führt, erhält Li -O =1,5 T, bzw -9=125 |À 
Diese Faktoren reichen aber nicht aus, um die grossen beobachteten Quotient 
O/T, bis 5 zu erklären, so dass vorläufig die Betrachtung der übernächstif 
Nachbarn nicht entbehrlich scheint. 

ZIMAN [88] leitet ebenfalls die Hilfe des Bethe-Verfahrens im wesentlich 
die gleichen Resultate ab wie GARRETT [20] mit der Molekularfeldtheorie. E | 
weitere Bearbeitung mit den statistischen Methoden der Theorie der Üb4 
struktur in Metallen hat Sato [54] publiziert. 

Brooks und Doms [10] berechnen das zweidimensionale antiferromagnf 
tische Ising-Modell auf Grund einer von KRAMERS und WANNIER [37] vorlff 
reiteten strengen Anwendung der Boltzmann-Statistik. 

Tsuya [71] gelang die Darstellung der Temperaturabhängigkeit der Suszdf! 
tibilität von MnSe durch Anwendung der Energiebandtheorie des Ferromagr 
tismus von MIYAHARA [47] auf den Fall negativer Austauschintegrale. 

STREET [65] soll die theoretischen Arbeiten bis 1951 resümieren. 


3. Neutronenbeugungsexperimente 


Die experimentelle Bestätigung der schon 1936 von NEEL [49] vorausg| 
sagten Aufteilung der Dipole eines Antiferromagnetikums in zwei (oder mehre] 
antiparallel magnetisierte Untergitter liess mangels passender Methoden la 
auf sich warten. Die Röntgenmethoden mussten für einen direkten Nachw 
des Ordnungszustandes versagen, weil der Röntgen-Streuquerschnitt von d 


Orientierung der magnetischen Dipole gegen die Einfallsrichtung der Rontgef 
quanten unabhängig ist. | 

1949 fanden SHULL und Smart [56] in der Neutronenstreuung eine Metho 
zum direkten Nachweis magnetischer Ordnungszustande. Für kleine Strel 
winkel liegt der Neutronen-Streuquerschnitt der Hiille in der gleichen Grössel 
ordnung wie derjenige des Atomkerns und hat die Eigenschaft, von der Orie | 


tierung des Hüllenmomentes gegen die Streuebene abhängig zu sein. | 
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Neutronenbeugungsdiagramm durch Auftreten von Uberstrukturlinien äussern 
muss. 

Dieser Effekt ist tatsächlich bei den untersuchten Antiferromagneten ge- 
funden worden. Aus den Intensitätsverhältnissen lässt sich schliessen, dass in 
MnO, MnS, MnSe, FeO, NiO und CoO, welche alle im NaCl-Typ kristallisieren 
und daher in bezug auf die Metallionen flächenzentriert sind, unterhalb der 
Curie-Temperatur eine Ordnung zweiter Art (vgl. Figur 4a) sich einstellt. SHULL, 
STRAUSER und WOLLAN [57] konnten ebenfalls zeigen, dass die Dipole wie bei 
den Ferromagneten im Kristall an gewisse Vorzugslagen gebunden sind, in 
diesen Fällen die 100- und äquivalenten Richtungen. 

Die Tatsache, dass eine Ordnung zweiter Art vorliegt, besagt gemäss Ab- 
schnitt III/1, dass die Wechselwirkung zwischen übernächsten Nachbarn be- 
sonders stark sein muss. Nach den in II/2 dargestellten theoretischen Überle- 
gungen ist dies auch zu erwarten, da ja in den in Frage stehenden Stoffen die 
übernächsten Nachbarn mit dem die indirekte Wechselwirkung vermittelnden 
Kopplungsion auf einer Geraden liegen, während zwischen nächsten Nachbarn 
sowohl die direkte Wechselwirkung infolge des grossen Abstands der Ionen als 
auch die indirekte Wechselwirkung infolge des gewinkelten Kopplungsweges 
klein sind. 

Ebenfalls eine Ordnung zweiter Art fand Erıkson [13], [14] bei dem in 
bezug auf die Mn-Ionen tetragonal raumzentrierten MnO,. Hingegen zeigen 
MnF, und FeF, bei gleichem Kristallgitter eine Ordnung erster Art. Die Vor- 
zugsrichtung der Spin steht senkrecht zur c-Achse. 

Bei dem in der NiAs-Struktur kristallisierenden CrSb fand Snow [62], dass 
alle Dipole in einer Netzebene senkrecht zur c-Achse unter sich parallel, jedoch 
antiparallel zu den Dipolen der benachbarten Netzebenen stehen, wodurch 
eine Schichtstruktur resultiert. Die magnetische Vorzugslage ist die c-Achse. 

Von den Übergangsmetallen (vgl. II/1), welche nach NEEL [49] antiferro- 
magnetisch sein sollten, haben SHULL und WILKINSON [58] V, Cr, Mn, Cb, Mo 
und W nach der Methode der Neutroneninterferenzen untersucht. Sie konnten 
aber nur bei Cr mit Sicherheit einen antiferromagnetischen Ordnungszustand 
feststellen. Der Curie-Punkt scheint im Widerspruch zu den später zu be- 
sprechenden Suszeptibilitätsmessungen von MCGUIRE und KRIESSMAN [46] bei 
zirka 150° C zu liegen. Die Resultate bezüglich Mn sind noch nicht veröffentlicht. 


IV. Magnetische Eigenschaften 


1. Domänenstruktur, Bloch-Wände, H ystereseerscheinungen 


Man kann sich mit NÉEL [50] fragen, ob der Ordnungszustand unterhalb 
ler Curie-Temperatur sich gleichmässig über den ganzen Kristall ausdehnt 
der ob in Analogie zu den Ferromagneten Weiss-Bezirke vorliegen. An sich 
stellen diese ja im ferromagnetischen Fall das Mittel dar, das die Natur benutzt, 
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um die magnetostatische Energie der spontanen Magnetisierung möglichst t}} 
zu halten. Beim Antiferromagnetismus ware wegen der verschwindenden spa | 
tanen Magnetisierung aus diesem Grunde eine Aufteilung in Weiss-Bezir} 
nicht nétig. Wir wissen aber vom Ferromagnetismus her, dass infolge von il 
neren mechanischen Spannungen einzelne, im spannungsfreien Zustand nf 
andern gleichberechtigte Magnetisierungsrichtungen energetisch bevorzu i 
werden. Andert der Spannungszustand in einem antiferromagnetischen Krist; it 
räumlich, so lässt sich vermuten, dass damit auch antiferromagnetische Weis 
Bezirke auftreten. Ihre Form und Grösse sind aber im Gegensatz zum ferrf 
magnetischen Fall nicht wesentlich durch die Gestalt des Körpers, sonde} 
vielmehr durch seinen Spannungszustand, Reinheit usw. bestimmt. 
Wenn Weiss-Bezirke vorhanden sind, müssen auch Grenzen zwischen vef 
schiedenen Bezirken auftreten. Man kann wiederum durch Vergleich zuk 
Ferromagnetismus auf die Struktur dieser Bloch-Wände schliessen. Die Gi} 
liche Änderung der Spinrichtung in diesen Ubergangsgebieten erfolgt so, dal 
die Energie, die sich aus Austauschenergie und Kristallenergie zusammenset 
über die Wanddicke integriert, minimal wird. Bei den Antiferromagneten sh 
diese Beiträge von der gleichen Grössenordnung wie bei den Ferromagnetaf 
Man kann daher für die Dicke der Wände ebenfalls zirka 100 Atomabstänff 
und für ihre Energie ungefähr 1 erg/cm? einsetzen. | 
Da die Bloch-Wande der Antiferromagnete gleiche Struktur wie diejenigff 
der Ferromagnete besitzen, wird ihre Beweglichkeit im Kristallgitter auch v IM 
der gleichen Grössenordnung sein, das heisst, man braucht für eine Wandvalt 
schiebung denselben «magnetischen Druck», welcher durch den Energiegewilf 
bei der Verschiebung eines Quadratzentimeters Wand um 1 cm dargestellt wis} | 
Die kritische Feldstärke A,,;, bei welcher im Antiferromagnetikum wanif | 
verschiebungen vor sich gehen, lässt sich daher aus der folgenden Gleichuif 
abschatzen 


HShe: ( 


Setzt man hierin für die spontane Magnetisierung J, des Ferromagnetiku 
1700 Gs, für seine Koerzitivkraft H, 1 Oe und für die Suszeptibilität des Ani 
ferromagnetikums y = 3 - 10-4, so wird H,,;, von der Grössenordnung 3000 C i 
das heisst die Wandverschiebungen gehen erst bei wesentlich höheren Fellf) 
starken als in Ferromagneten vor sich. Entsprechend erwartet man die Dr 


oberhalb 100 Oe abspielt, erst bei Feldstärken über 30000 Oe. | 
Der Hysteresis der Magnetisierung bei den ferromagnetischen Stoffen er | 
spricht in unserem Falle eine Hysteresis der Suszeptibilität. 

| Eine solche ist bis heute allerdings noch nicht beobachtet worden. Wo 
aber stellten GORTER [22] an CrK(SO,).12H,O und Kurri [38] an ammoniakf 
lischem Eisenalaun bei 0,03° K deutliche Hysterese der Magnetisierung fest. | 
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2. Die Suszeptibilität 


| Die Berechnung der Suszeptibilität oberhalb des Curie-Punktes ist in Ab- 
schnitt III/1 beschrieben. Im Anschluss an Arbeiten von NÉEL 9.150], 

, BITTER [7] und VAN VLECK [75], [76] lässt sich die Behandlung des Suszepti- 

‚ bilität und Magnetisierung der Untergitter unterhalb T, folgendermassen skiz- 

_ zieren: 

Die Magnetisierung der Untergitter ergibt sich aus der Lösung des folgenden 
‚ Gleichungssystems: 


Eee 
My = M,,. By (“37 "|, mtr), (6 


'M,; und M,. sind die Sättigungsmagnetisierungen der Untergitter A und B 
Lam absoluten Nullpunkt, u das magnetische Moment der Dipole und B;,(z) die 
) Brillouin-Funktion für den Spin 7 

i 

| a Del 


| B,(z) = I etgh(—4 


| | 27 


z) = ctgh (37): (17) 
Er H; 4 und H,, müssen die Ausdrücke (7) bzw. (12) eingesetzt werden. 
| Es ist klar, dass eine geschlossene Lösung von (16) für beliebige Tempera- 
turen nicht möglich ist. Die Berechnung der Suszeptibilität y = (M, + M,)| IH 
‚ist daher unter der Annahme durchgeführt, dass nur die Richtung, nicht aber 
‘der Absolutbetrag der Magnetisierung der Untergitter durch das äussere Feld 
‚verändert werde. Gleichzeitig wird angenommen, dass sich die Kristallaniso- 
‘tropie durch die gegenüber der Kopplungsenergie der Untergitter kleine Energie 
W,, = —K,cos2 # darstellen lasse, wo # den Winkel zwischen der magneti- 


schen Vorzugsrichtung A und der Magnetisierungsrichtung bedeutet. Das 
‚Magnetfeld H schliesse den Winkel ß mit A ein. 

Unter der Wirkung des Feldes drehen sich die Magnetisierungen der Unter- 
gitter, wie aus Figur 6 ersichtlich, aus der Vorzugsrichtung A heraus und sind 
nicht mehr genau antiparallel, was zu einer resultierenden Magnetisierung M 
führt. Da wegen der starken Wechselwirkung zwischen M, und M; der Winkel 
zwischen diesen Magnetisierungen noch nahezu ein gestreckter ist, kann man 
nach wie vor von einer Richtung der antiparallelen Magnetisierung sprechen. 
Thr Winkel mit dem äusseren Feld H sei y. 

Aus der Bedingung fiir das Momentengleichgewicht erhalt man 


sin 2 ß 
1S Pls eke hy EC) 


(18) 


Man berechnet hieraus unter der Annahme, dass sich im Mittel die Komponente 
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der resultierenden Magnetisierung senkrecht zu H aufhebt, die Suszeptibilität | 


x = — sin?y. (i 


1 
‘ 


Die Ausdriicke (18) und (19) enthalten die folgenden Aussagen: 


a) Für Felder H < Ay it = —\V/2y K, bleibt die Magnetisierung in der V« 
zugslage liegen. Oberhalb der kritischen Feldstärke H,,,,, richtet sie sich CH 


Fig. 6 ß Fig. 7 
Zur Berechnung der Theoretische Kurven der 
Suszeptibilität unterhalb 7... Temperaturabhängigkeit der Suszeptibilität. 


gegen in zunehmendem Mass senkrecht zum äusseren Feld. 7,,,, hat bei den 


sten Antiferromagneten die Grössenordnung 104 Oe (K, = 105 erg/cm3y = 501 


b) Die Suszeptibilität ist bei schwachen Feldern abhängig vom Wink 
zwischen H und A. Sie verschwindet für 6 = 0 und hat ihr Maximum y mqy, = 1 


wenn H | A. 


c) In der Nähe der kritischen Feldstärke wird sie feldabhängig, weil danrıf 
eine Funktion des Feldes ist. Die Suszeptibilität steigt mit zunehmendef 


Felde. 
d) Da bei H | A die temperaturabhängige Kristallenergie und Magne 
sierung der Untergitter keine Rolle spielen (die Magnetisierung bleibt bei all 
Feldstarken in A liegen), ist unter den getroffenen Annahmen eine temperatt 
unabhängige Suszeptibilitat y = 1/y zu erwarten. Dieser Wert schliesst, 
aus (10) und (11) ersichtlich, an den paramagnetischen Suszeptibilitatswe 
bei 7, ohne Sprung an. Der hieraus zu erwartende Temperaturverlauf | 
Suszeptibilität ist in Figur 7 aufgetragen. Die Temperaturabhängigkeit von: 


folgt aus der Lösung des Gleichungssystems (16) für diese spezielle Orientierurf 
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Für einen Polykristall wird 


Loy = EE Eu, (20) 


2 
D 


was erwarten lässt, dass die Suszeptibilität am absoluten Nullpunkt auf zwei 
| Drittel des Wertes beim Curie-Punkt T, gefallen ist. 

Diese theoretischen Resultate können mit experimentellen. Daten verglichen 
"werden. Als Einkristalle sind vor allem FeCO,, MnF,, MnO, und MnO durch 
LBIZETTE [8] untersucht. Bei der ersten, rhomboedrisch kristallisierenden Sub- 
stanz sowie beim tetragonalen MnF, besteht eine Vorzugslage A für die Magne- 
tisierung. In Übereinstimmung mit der Theorie ist die Suszeptibilität unterhalb 
T, praktisch temperaturunabhängig, wenn H | A. Ebenso strebt sie erwar- 
tungsgemäss mit abnehmender Temperatur gegen Null, wenn H || A. 

Beim ebenfalls tetragonalen MnO, bilden die a- und b-Achsen die Vorzugs- 
richtungen. Man findet daher bei Magnetisierung in c-Richtung temperatur- 
unabhängige Suszeptibilität, während in a- und b-Richtung immer eine Kom- 
ponente parallel 7 zeigt und deshalb gegen den absoluten Nullpunkt hin ein Ab- 
fall des Suszeptibilität beobachtet wird. Das kubische MnO verhält sich isotrop. 

Bei allen diesen Substanzen konnte unterhalb T, die theoretisch verständ- 
liche Zunahme der Suszeptibilität mit steigender Feldstärke festgestellt werden. 

Figur 8 demonstriert an Hand von Messungen an polykristallinen Proben 
von MnF, und MnO, dass die theoretisch erwartete Temperaturabhängigkeit 
der Suszeptibilität von Figur 7 gut bestätigt wird. Die Bedingung y(0) = 2 x(T,)/3 
wird allerdings nur innerhalb sehr weiter Grenzen erfüllt. Hierüber berichtet 
VAN VLECK [76] Näheres. 

Linpsay [43] stellte bei MnSe eine sehr starke Temperaturhysterese der 
Suszeptibilität fest, welche durch Annahme einer langen Einstellzeit für das 
thermodynamische Gleichgewicht zwischen verschiedenen Kistallmodifikatio- 
nen des MnSe erklärt wird. 

Der charakteristische Temperaturverlauf der Suszeptibilität von Figur 7 
und 8 kann als eines der hauptsächlichsten Kennzeichen für das Auftreten von 
Antiferromagnetismus gewertet werden. In diesem Sinne interessant sind die 
erwähnten Messungen von MCGUIRE und KRIESSMAN [46] an Cr, welche eine 
bis 1400° C stetig ansteigende Suszeptibilität ergeben, was sich durch Antiferro- 
magnetismus mit sehr hohem 7, deuten liesse. Eigenartigerweise wird oberhalb 
150°C mit Neutroneninterferenzen keine Überstruktur mehr gefunden. Ähn- 
liche Schlüsse lassen die Suszeptibilitätsmessungen von HOARE und MATTHEWS 
[29] an Pt, Rh und Pd zu. Während Pt bis zu 20° K hinunter einen negativen 
Temperaturkoeffizienten von x zeigt, ist derjenige von Rh im untersuchten 
Temperaturgebiet, das heisst hinauf bis zu 300° K, positiv, was wiederum auf 
Antiferromagnetismus mit relativ hohem 7, hindeutet. Infolge seines typischen 
Suszeptibilitätsmaximums bei 80° K könnte Pd unterhalb dieser Temperatur 


ebenfalls antiferromagnetisch sein. 


ZAMP 1V/2 
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Fig. 8 


Experimentelle Kurven der Temperaturabhangigkeit der Suszeptibilitat von MnF, und Mn | 
Feldabhängigkeit von x (nach BIZETTE [8]). 


3. Antiferromagnetische Resonanz 


Ein magnetischer Dipol besitzt in einem Magnetfeld A,, eine Resona 
frequenz 


N Hise, ( 


welche experimentell durch ein Absorptionsmaximum fiir elektromagnetis 
Wellen entsprechender Frequenz erkannt wird. Eine gewisse Schwierigkeit lief 
in der Berechnung von H,,,, welches mit dem von aussen an einen Probekörg 
angelegten Feld durchaus nicht identisch ist, sondern wesentlich durch das et 
magnetisierende Feld Hp, durch das Austauschfeld 7, und durch das die 
stallanisotropie darstellende Feld H, mitbestimmt ist. Bei den Ferromagnet 
liegt H,,, immer in der Richtung der Magnetisierung M und spielt, wie aus d 


Bewegungsgleichung (D — Drall des Elementarmagneten) 


en [m x Hs] (4 


ersichtlich ist, keine Rolle. Aus Abschnitt IV/2, Figur 6, geht jedoch herve 
= | 
dass in Antiferromagneten die Richtung von M im allgemeinen nicht mit Cf 


Richtung von H,,, zusammenfällt, was bedeutet, dass unterhalb des Cur 
Punktes 7, nicht mehr vernachlässigt werden darf. Die Resonanzfrequenz' 
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verschiebt sich deshalb beim Abkiihlen unter den Curie-Punkt plôtzlich stark. 
Da bei 7, = 100° K A, in der Grössenordnung 108 Oe liegt und im allgemeinen 
bei äusseren Feldern von einigen 103 Oe und Frequenzen um 1010 Hz gearbeitet 
wird, verlagert sich die Resonanzstelle gewöhnlich ausserhalb des Messbereiches 
der verwendeten Anordnungen. Hingegen konnten UBBINK, POULIS, GERRIT- 
SEN und GORTER [74] im Falle der tiefen Curie-Temperatur von 4,3° K bei 
CuCl,, 2H,0 die Absorptionsfrequenzen infolge des entsprechenden kleinen A, 
weiter beobachten. 

Die oben skizzierte Theorie des Effektes wurde in grosser Allgemeinheit 
durch KEFFER und KITTEL [34] und WanGsness [78] entwickelt. Eine frühere 
Bearbeitung stammt von NAGAMIvA [48]. UBBINK [73] behandelt den Fall 
eines rhombischen Kristalls im Hinblick auf die eben erwähnten Messungen an 
CuCl,, 2H,0. Messungen von OKAMURA, TORIZUKA und Kojrma [52] an MnO, 

-MnS und MnSe, von Trounson, BLEIL, WANGSNESS und MAXWELL [70] an 
Cr,0,, von HUTCHISON [32] an MnF, und von BickForp [6] an Fe,O, bei der 
Umwandlungstemperatur von 118° K zeigen alle teils schlagartiges, teils all- 
mahliches Verschwinden der Absorptionsmaxima unterhalb der Curie-Tempe- 

‚ratur. Bei Fe,O, ist das Auftreten von zwei neuen Absorptionsmaxima bei 

kleiner äusserer Feldstärke beobachtet worden. 

Tsuya und IcHIKAWA [72] wie auch KEFFER und KITTEL [34] diskutieren 
die Breite der Absorptionslinien. 

MAXWELL [45] gibt einen kurzen Uberblick über die experimentellen Ar- 

beiten auf dem Gebiete der antiferromagnetischen Resonanz. 


V. Erscheinungen beim Übergang vom paramagnetischen zum 
| antiferromagnetischen Zustand 


| ze } : ; 
Wenn der Übergang vom paramagnetischen zum antiferromagnetischen 


Zustand wie beim Ferromagnetismus einem Übergang von Disorder zu Order 
‘entspricht, so müssen beim Antiferromagnetismus die typischen, beim Ferro- 
‘magnetismus mit gerader Potenz von der Magnetisierung abhängigen Über- 
gangserscheinungen auftreten, also Anomalie der spezifischen Wärme, Gitter- 
verzerrung und Anomalie der thermischen Ausdehnung sowie Beeinflussung 
des Elastizitätsmoduls. 

Über die Anomalie der spezifischen Wärme liegen nur wenige Messungen vor. 
Zu erwähnen sind diejenigen von SHALYT [55] an NiCl,, CoCl,, FeCl, und CrCl,. 
Die erwarteten Maxima bei der Curie-Temperatur sind beobachtet, jedoch sind 
keine Angaben über ihre Höhe und ihre Fläche publiziert. 

Gitterverzerrungen unterhalb des Curie-Punktes wurden in den Arbeiten von 
Tomes und Rooxssy [67], [68] sowie von GREENWALD und SMART [24], [25] 
nachgewiesen. Die oberhalb der Curie-Temperatur exakt kubischen Gitter von 
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| 
MnS, MnO, FeO und NiO deformieren sich unterhalb 7, zu rhomboedrischf 
Strukturen. Das kubische CoO wird tetragonal, wobei die c-Achse um 0,5 
kürzer als die a-Achse wird. Dieses unterschiedliche Verhalten ist erstaunlié | 
da nach den Shullschen Neutroneninterferenzversuchen der Ordnungszustaj 
in CoO derselbe ist wie bei MnO, FeO und NiO. Cr,O,, das Korundstrukt 
besitzt, zieht sich, wenn es antiferromagnetisch wird, langs der 111-Richtu 
zusammen. | 


» x106 


220 00 0 +100 +20 +300 +400 Dec 


Fig. 9 


Anomalie der thermischen Ausdehnung beim Curie-Punkt (nach FoEx [16]). 


Solche Strukturänderungen müssen sich auch im Verlauf des thermisch 
Ausdehnungskoeffizienten äussern, was FOEX [16] (vgl. Figur 9) bei MnO, FM 
CoO und NiO tatsächlich beobachtete. 

Eine weitere Folge der Strukturänderung ist der von STREET und Lewis [4 
bei NiO und CoO bei steigender Temperatur beobachtete Anstieg des Elastif 
tätsmoduls um 75 bzw. 150% am Curie-Punkt. Interessant ist auch die Bedk 
achtung einer wesentlich vergrösserten mechanischen inneren Dämpfung 
antiferromagnetischen Zustand, welche in ähnlicher Weise wie die grosse inn 
Dämpfung der Ferromagnetika durch hysteresebehaftete Veränderung | 
Domänenstruktur zu erklären versucht wird. 

Obschon nur lose in diesen Zusammenhang gehörend, sei noch auf die Bed} 
achtung von FOEX und WUCHER [19] hingewiesen, wonach Cr,O, im amorphi 
Zustand erwartungsgemäss nicht antiferromagnetisch wird. Hervorzuheben || 
die gefundene Abnahme des magnetischen Momentes der Elementarmagne i 
im amorphen Zustand, welche möglicherweise durch eine Kompensation ¢ 
Spinmomente durch die frei werdenden Bahnmomente verursacht wird. | 

Endlich führen wir noch die Arbeit von CoRLISs, DELABARRE und ELL) 
[12] an, welche sich auf Mischkristalle von MnF, mit ZnF, bezieht, bei welch | 
sich der Curie-Punkt linear mit dem ZnF,-Gehalt gegen ‘Null verschiebt, wi | 
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einen Anhaltspunkt dafür liefert, dass man in der Molekularfeldtheorie die 
Wechselwirkungskonstanten gemäss Gleichung (8) proportional der mittleren 
Zahl der nächsten magnetischen Nachbarn setzen darf. 


VI. Zusammenstellung der bis heute bekannten Antiferromagnetika 


In der folgenden Tabelle sind diejenigen Substanzen zusammengestellt, 
welche heute mit einiger Sicherheit als Antiferromagnetika gelten dürfen. Es 
ist aber sehr wahrscheinlich, dass diese Liste im Laufe der Zeit noch wesentlich 
erweitert werden muss. Einerseits ist nämlich die Untersuchung vieler Sub- 
stanzgruppen, zum Beispiel der intermetallischen Verbindungen, von denen das 
antiferromagnetische CrSb ein Vertreter ist, noch lange nicht abgeschlossen, 
andererseits ist sicher, dass sehr viele der bis heute als normal paramagnetisch 
bekannten Stoffe sich bei sehr tiefen Temperaturen antiferromagnetisch erwei- 
sen, wie zum Beispiel die Alaune. 


Zusammenstellung antiferromagnetischer Substanzen 


P lee) ee Je 
Substanz TEN —O°K Xmot zugs- Literatur 
max. struktur Ta 
age 

er 420 1,8 [46], [58] 
MnO 122 610 6 NaCl 100 | [8], [63] 
FeO 198 570 8 NaCl 100 | [8] 
CoO 291 280 553 NaCl 100 | [8], [40], [69] 
NiO. 647 2470 NaCl 100 | [8], [40], [69] 
MnS. 165 528 6,0 NaCl [8], [63] 
MnSe . 247 740 19 NaCl [43], [63] 
MnTe . 307 4,6 NiAs [63] 
CrSb 700 1,9 NiAs [62] 
MnO, 92 2,8 Rutil c [8] 
WHOS 173 1,0 [17] : 
CAGE 320 hexagonal [18], [19], [30] 
Fe,O, — a 950 2000 hexagonal 11) 
FeCO, . 51 14 48 hexagonal GC [8] 
MnF, 12 113 22 Rutil a,b | [8], [26] 
FeF, 79 (Hey 22 Rutil a,b |[8]'1 
CrCl, 70 [55 
FeCl, 24 [55 
CoCl, 25 Pe 
NiCl, 50 En 
WC. . 30 [64] 
Cui Ole: 4,3 rhomb. 100 [53] 
(SO,),CrK,12H,0. 0,004 2-108 | kubisch 22], [38] 
(SO,),FeNH,, 12H,0. 0,043 108 [22], [38] 
(SO,)2Mn(NH,)s, 6 H,O 0,12 PAP) 
(SO,),CuK,,6H,O . 0,05 [22], [38] 


bo 
bo 
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Diese sehr tiefen Curie-Temperaturen rühren möglicherweise von magnet? el 
statischer Dipol-Dipol-Wechselwirkung her. | 

Neben den reinen Antiferromagneten scheinen auch Ubergangssubstanze 
zum Ferrimagnetismus bekannt zu sein, bei denen sich die Magnetisierungé 
der Untergitter im feldlosen Zustand nicht exakt kompensieren. Solche Ve} 
hältnisse glaubt YosipA [81], [82], [83] in den Systemen FeS,, CrS, und b | 
Pr,O,, anzutreffen. 


Den Fall ausgepragten Ferrimagnetismus findet man vor allem bei den if 


ine als Ferromagnetika mit sehr ru elektrischem Leitvermogen bi 
sonders eingehend untersucht sind. Zusammenfassende Darstellungen hierübedl 
publizierten FAIRWETHER et al. [15], SNOEK [61] und LABHART [39]. 


Zusammenfassend lässt sich feststellen, dass das Studium des Antiferre 
magnetismus in den letzten Jahren einen wesentlichen Beitrag zum Verständf 
nis der magnetischen Eigenschaften fester Körper geliefert und darüber hina 
wertvolle Gesichtspunkte und Anregungen zur Behandlung kooperativer Phi 
nomene im allgemeinen beigesteuert hat. | 

Die Entwicklung befindet sich aber noch in vollem Gange, und die Trag 
weite der neuen Erkenntnisse für die Physik des festen Körpers oder gar für dif 
Technik ist noch keineswegs abgegrenzt. 
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Energiebedarf zur Verhütung von Vereisungen 
an Freileitungen’) 


Von THOMAS BRUNNER?), Weissfluhjoch, Davos 


1. Das Problem 


Nachdem MELCHER [1] ae in seiner Arbeit über Vereisungserscheinungen dl 


abgeklärt werden, wie gross der er ist, um Vereisungen bet def 
verschiedensten meteorologischen Bedingungen zu verhiiten. 

Es gibt grundsätzlich zwei Möglichkeiten, eine Freileitung durch War 
vor gefährlichen Vereisungen zu schützen: Entweder wird die Leitung, soba} 
sich eine gewisse Eismenge gebildet hat, mit einem starken Stromstoss belastall 
so dass das Eis an der Leiteroberfläche schmilzt und abfällt, oder es wird dif) 
Leitung dauernd etwas überbelastet, so dass die erzeugte Wärme ausreicht, 
Eisbildung zu verhüten. 

Die erste nn lässt sich nur anwenden, wenn die Leitung nicht unte | 


Leitungen zu nan (galloping conductors [2]), was bei ee Bd 

rührung zu einem Kurzschluss führt. Auch besteht die Gefahr, dass eine ganal| 
Reihe von Masten umgelegt wird. Das Problem schwingender Leitungen ist b4 
2] eingehend behandelt. 


1) Ausgeführt am Eidgenössischen Institut für Schnee- und Lawinenforschung im Auftrag d@ 
Schweizerischen Kommission für Vereisungsfragen. 

?) Siehe Bemerkung ZAMP 3, 460 (1952), Fussnote 1. 

3) Die Ziffern in eckigen en verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite 34. 
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Günstiger scheint es deshalb, eine Leitung dauernd eisfrei zu halten. Eisfrei 
bedeutet in diesem Zusammenhang nicht völliges Fehlen von Eis; Spuren von 
Eis schaden ja nichts, falls die Menge im Laufe der Zeit nicht zunimmt. 


2. Erzeugung des Eises 


Die Versuche wurden in einem offenen Windkanal, der in einem Kältelabor 
von — 10°C aufgestellt ist, durchgeführt. Die Temperatur liess sich in einem 
Bereich von —15° bis —5°, die Windgeschwindigkeit zwischen 0 und 20 m/s 
regulieren. 

Erzeugung von Eis durch Kondensation von Dampf kam für diese Versuche 
nicht in Frage, da diese Methode keine schweren Vereisungen zu erzeugen ge- 
stattet. Die Zerstäubung von Wasser nach dem Prinzip der Spritzpistole schien 
uns nicht geeignet, weil eine genaue Justierung der Düsen und somit die Ein- 
haltung einer einheitlichen Tröpfchengrösse unmöglich ist. Das Hindurchpres- 
sen von Wasser durch enge Bohrungen ergibt zwar feine Wasserstrahlen, aber 
viel zu grosse Tröpfchen. Die für die folgenden Untersuchungen benutzte Düse 
arbeitet nach dem Prinzip der Selbstzerstäubung (Herrn Prof. Dr. EICHELBERG 
von der ETH. danke ich für die Überlassung einer solchen Düse). Auf einer 
Düsennadel, welche die Form eines Zylinders mit aufgesetztem Kegelstumpf 
hat (Figur 1), sind vier zirka 0,05 mm tiefe Rillen eingeritzt. Setzt man auf 
die Düsennadel einen konischen Ring (Figur 2), so sind Ring und Nadel längs 


= 


Fig. 1 Fig. 2 
Diisennadel mit wasserführenden Rillen. Diise zur Wasserzerstaubung im Aufriss. 


ot 


Fig. 3 
Anordnung der mit Reguliervorrichtung (R), Heizwicklung (7) und Wattefilter (F) versehenen 
Düsen. 
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des ganzen Umfanges, mit Ausnahme der vier Rillen, dicht. Presst man Wassf 
zwischen Ring und Nadel, so entstehen vier feine Strahlen, die sich etwas ausse 
halb der Diise treffen. Durch das Aufeinanderprallen der vier Wasserstrahlé i 
entstehen feine Wassertröpfchen, die gleichmässig in einen kegelförmigen Rauf N 
ausgestrahlt werden. | | 
Um eine gleichmässige Verteilung der Tröpfchen über den Kanalquerschni | 
zu erreichen, wurden zwei Düsen nebeneinander angeordnet (Figur 3). En 
Einrichtung gestattet, Nadel und Ring in einer bestimmten gegenseitigen La; 
zu fixieren. Auf diese Weise wird erreicht, dass die Düsen bei allen Versuche 
gleich arbeiten. Ein Wattefilter F hält Verunreinigungen des Wassers, die d 
Rillen verstopfen könnten, zurück. Eine Heizwicklung H (30-60 W) verhindef 
das Einfrieren der Düsen. Die Wicklung wurde in eine Talk-Wasserglas-Pas 
eingebettet, die zum Schutze gegen Tropfwasser mit Zaponlack lackiert wur 


3. Versuchskörper und Apparatur 


Als Versuchskorper für die Anreifung dient ein 27 cm langes Aluminiu 
rohr von 10 mm Aussendurchmesser, in dessen innere Bohrung von 6,8 mm 
Heizelement gebracht wurde. Dieses besteht aus einem Pyrostearohr, auf di 
0,2 mm dicker, oxydisch isolierter Konstantandraht eng aufgewickelt wurd 
Der geringe Zwischenraum zwischen Drahtwicklung und Wand des Aluminiu 


in Glas gefasst und zur Vermeidung der Konvektion mit Glaswolle verstopfif 
Der Stab wird mit Wechselspannung, die mittels eines Variac (Regulief) 
transformer) von 20-150 V reguliert wird, geheizt. Die Netzspannung, mit diff) 


Glas a Rohr 
Glaswolle _ Const.- Draht 


Fig. 4 


Detail des zylindrischen Versuchskörpers (d = 10 mm). 


der Variac betrieben wird, ist stabilisiert; die benötigte Heizenergie wird a | 
einem Wattmeter abgelesen. 

Auf den Versuchsstab sind zwei Thermoelemente aufgeklemmt, eines in de | 
Mitte, eines 4 cm von einem Stabende entfernt. 

Die Windgeschwindigkeit wird mit einem Handanemometer bestimmt, dif 
Lufttemperatur mittels eines Quecksilberthermometers, das in den Windkan; | 
ragt, ohne von den Tröpfchen getroffen zu werden. 


EE 
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4. Bestimmung der Tröpfchensrösse, des Gehaltes an flüssigem Wasser 
und der Reifrate 


Eine direkte Bestimmung der Tvdpfchengrésse unter dem Mikroskop ist einer 
indirekten Methode vorzuziehen. MELCHER hat die Tröpfchen auf einer Gela- 
tineschicht, die er blau einfärbte, aufgefangen und unter dem Mikroskop be- 
trachtet. Diese Methode liefert keine Absolutwerte. Die Schwierigkeit der Er- 
zeugung einer gleichmässigen Gelatineschicht und einer günstigen Einfärbung 
fällt weg, wenn man Photoplatten verwendet, auf die ein leichter Schleier ent- 
wickelt wird. 

Die Bestimmung des Gehaltes an flüssigem Wasser wurde nicht wie von 
MELCHER einfach aus dem Verbrauch des Wassers berechnet. Tropfwasser an 
den Düsen sowie Reifbildung an den Wänden des Windkanals würden Fehler 
verursachen. Es wurden deshalb 5 bzw. 10 cm oberhalb des heizbaren Probe- 
stabes zwei weitere, aber ungeheizte Aluminiumstäbe in den Windkanal ge- 
bracht. Die während der Versuchsdauer auf ihnen abgelagerte Eismenge ist ein 
Mass für den Gehalt an flüssigem Wasser G1. Dabei nimmt man an, dass alle 
Tröpfchen, die im angeblasenen Querschnitt vorhanden sind, sich auf dem 
Stab ablagern. Diese Annahme ist gemäss der Theorie von LANGMUIR [3] unter 
den herrschenden Bedingungen erfüllt. 

Als Reifrate bezeichnen wir die pro Quadratzentimeter und Stunde abge- 
lagerte Eismenge in Gramm. R, ist dabei die Reifrate, wie sie an einem Stab 
ermittelt wird, dessen Querschnitt sich während der Eisablagerung nicht ver- 
grössert hat, À diejenige eines Stabes, dessen Querschnitt im Laufe der Zeit 
zugenommen hat. 

Der Zusammenhang zwischen R, und R hängt stark von den Versuchsbe- 
dingungen ab. 

Bei der Bestimmung der Reifrate ist noch zu berücksichtigen, dass die Ver- 
teilung der Wassertröpfchen über den Querschnitt des Windkanals nicht immer 
gleichmässig ist. Die grösseren Tröpfchen haben nämlich bei kleinen Wind- 
geschwindigkeiten Zeit, einen gewissen Teil der Höhe des Kanales zu durch- 
fallen, wodurch dann die Tröpfchendichte oben klein und unten gross wird. 
Durch Vorversuche kann diese Verteilung für verschiedene Windgeschwindig- 
keiten gemessen und als Korrektur bei den eigentlichen Versuchen angebracht 
werden. 

Der Gehalt an flüssigem Wasser pro Kubikmeter nimmt — bei konstanter 
Leistung der Düsen — mit zunehmender Windgeschwindigkeit ab. Wenn der 
Wassergehalt für verschiedene Windgeschwindigkeiten konstant gehalten wer- 
len musste, wurden bei kleinen Windgeschwindigkeiten die Düsen während 
<iirzerer oder längerer Zeit periodisch mittels eines Schiebers zugedeckt. Der 
Wassergehalt schwankt daher. Da aber das ganze Heizsystem eine gewisse 
[ragheit hat, werden dadurch die Resultate nicht verfälscht. Eine andere Re- 
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sofort auch eine Veränderung der Tröpfchengrösse und -verteilung zur Fol}! 


5. Der Wärmeübergang an einem trockenen, zylindrischen Stab | 


Die Heizleistung wird bestimmt, um den Stab bei verschiedenen Windgf. 
ne auf einer bestimmten Temperatur zu halten (zum a | 


W,=aFAT, 


wo W, die pro Zeiteinheit abgeführte Wärmemenge, F die Oberfläche des zyl i 
drischen Stabes und AT die Temperaturdifferenz bedeutet. 

NUSSELT [4] bekommt für die Warmetibergangszahl eines trockenen, zyl 
drischen Stabes, der senkrecht angeblasen wird, folgenden Ausdruck: 


x 100674941273 Ree allem? Grades 
Am bedeutet die mittlere Leitfähigkeit der Grenzschicht, für Luft: 
5,210 cals em Grad. 


Re bedeutet die Reynoldssche Zahl. 


wobei V = Windgeschwindigkeit, d = Durchmesser des Stabes, 9 = Luftdichiff 
n = Zahigkeit der Luft bedeuten. | 

Tabelle 1 gibt die nach NUSSELT berechneten Werte der Wärmeübergan4f® 
zahl, berechnet für oe = 0,97 kg/m’, 7 = 166 - 10-6g cm-1s-1 sowie die nôtill 
Heizleistung W,, um einen zylindrischen Stab von 1cm Durchmesser u 
100 cm Länge auf einer Temperatur von 10°C über der Lufttemperatur 
halten. 

Tabelle 1 


Wärmeübergangszahl und Wärmeverlust 
berechnet für zylindrischen Stab (1 cm Durchmesser, 100 cm Länge, AT = 10°) 


V [m/s] 1,0 2,0 5,0 10,0 15,0 20,0 | | 


Poe a a hs 585 1170 2925 5850 8800 11 700 
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Die graphische Darstellung (Figur 5) zeigt die berechneten und die ge- 
| messenen Werte der Warmeiibergangszahl «. 
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- Wärmeübergangszahl x eines zylindrischen Stabes von 1 cm Durchmesser in Funktion der Wind- 
geschwindigkeit v. 


Die Abweichung zwischen gemessenen und berechneten Werten mag von 
der Schwierigkeit herrühren, die Oberflächentemperatur zu bestimmen. 
Die Wärmeübergangszahl bei der Windstärke 0 m/s (Windstille) enthält den 
Einfluss der freien Konvektion, der Strahlung und der Ableitung. 


6. Eisfreihaltung eines Stabes 


Zuerst wird der Stab so stark geheizt, dass sich auf ihm nur Tropfen und keine 
Spuren von Eis zeigen; die aufgewendete Heizleistung bedeutet eine obere 
Grenze der zur Eisfreihaltung benötigten Energie. Dann wird die Heizung gedros- 
selt, bis alles Wasser gefriert, wodurch sich eine untere Grenzenergie ergibt. 
Dann wird die Heizleistung innerhalb dieser Grenzen so lange variiert, bis sich 
ein Gleichgewicht zwischen Wasser und Eis auf dem Stab bildet, wobei nur eine 
geringe Eismenge, die sich nicht vermehren darf, zugelassen wird. Die Feststel- 
lung, wann dieses Gleichgewicht erreicht ist, ist natürlich in gewissem Masse 
eine Ermessensfrage. Immerhin scheint eine Genauigkeit von + 10% möglich. 

Im folgenden sollen nun die Einflüsse der verschiedenen meteorologischen 
Faktoren auf den Energiebedarf untersucht werden. 


a) Verdunstung 


Der zusätzliche Wärmebedarf, den ein feuchter Stab gegenüber einem 
trockenen benötigt, rührt in der Hauptsache von der Verdunstung her. Diese 
wiederum ist abhängig von der Dampfdruckdifferenz zwischen Stab und um- 
gebender Luft sowie von der Windgeschwindigkeit. Man kann analog zum 
Wärmeübergang einen Massenübergang definieren. Die für die Verdunstung 
aufzuwendende Leistung W, ist proportional der Dampfdruckdifferenz Ae und 
der Fläche F, an der Verdunstung stattfindet: 


Wi=ßehde: (4) 
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keines feuchten Stabes in Abhängigkeit von T und Ac mit Gleichung (5) berech- 
en. Dabei soll die relative Feuchtigkeit zu 100%, angenommen werden. Für 


| en Fall eines Stabes von 100 cm Länge, 1 cm Durchmesser und 0? 
ve e peratur sei die Leistung mit W, bezeichnet. 


Fig. 7 
Werte von z Az, berechnet gemäss Energieverlust W, eines ringsum feuchten 
né Stabes von 1 cm Durchmesser und 0° C Tem- 
it. peratur, der von einer seitlichen Strömung 
= aan der benetzten Fläche. gesättigter Luft verschiedener Temperatur 
= Sattigungsdciizit der austıö- und Windstärke angeblasen wird. 

menden Luft, bezogen auf die Linke Ordinatenskala: bezogen auf eine Stab- 
Temperatur des Versuchsstabes länge von 100 cm; rechte Ordinatenskala: 

(°C. bezogen auf 1 cm? projizierter Fläche. 


Tabelle 2 


Energiebedarf W, (W) eines feuchten, auf 0° C gehaltenen Stabes 
Luftfeuchtigkeit 100%,; Stablänge 100 cm, Durchmesser 1 cm, £ = 1,0) 


Windzeschwindigkeit in Meter pro Sekunde 


| 2 | 5 10 | 15 20 


rc 
Ae=334mmHg | 266 | 326 6,3 | 894 | 1081 
P= 2 C. 
Ae = 3,51 mm Hg 1126 | 136,3 
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b) Rerfrate 


Da die Nebeltröpfchen unterkühlt sind, ist ein gewisser Energiebetrag nöti I 
um sie auf 0°C zu erwärmen. Die benötigte Leistung beträgt bei einer extre}) 
grossen Reifrate von 4 g cm? h-1 und einer Unterkühlung von —10°C 0,046 I lf 
pro Quadratzentimeter projizierter Fläche oder 4,6 W für einen Stab vd 
einem Meter Länge. Dieser Betrag fällt mit zunehmender Windgeschwindigkef} 
immer weniger ins Gewicht, da der Betrag W, im allgemeinen bedeuter}| 
grösser ist. | 

Die gleiche Überlegung gilt natürlich auch in bezug auf den in der Lu 
enthaltenen Niederschlag (Schnee). Ein extrem starker Schneefall mag en} 
Wassermenge von 10 mm/h ergeben, entsprechend 1 g/cm? je Stunde. Die N 
Wassermenge beträgt also nur einen Viertel der oben angenommenen Reifra) 


und hat deshalb ebenfalls keinen grossen Einfluss. 


c) Gehalt an flüssigem Wasser 


Viele Messungen haben ergeben, dass der Gehalt an flüssigem Wasser G N 
keinen oder höchstens einen ganz geringen Einfluss auf den Energiebeda 
hat. Sicher ist der Einfluss einer Windgeschwindigkeitsänderung um + 1 
grösser als derjenige, der durch eine Veränderung von G2°° um + 0,5 g mil | 
bedingt ist (der in der Natur maximal vorkommende Wassergehalt dürfif 
1 g m”? nur unwesentlich übersteigen). 


d) Tröpfchengrösse 


Die Abhängigkeit des Energiebedarfes in Funktion der Tropfengrösse wurd‘ 
nicht untersucht. Aus den Untersuchungen von SCHÄFER auf Mount Washinjf 
ton [6] weiss man aber, dass die Tröpfchengrösse einen beträchtlichen Einfluj 
auf den Energiebedarf hat. Bei einem Tröpfchendurchmesser von 12 u ist — b 
sonst ähnlichen Bedingungen — der Energiebedarf etwa doppelt so gross wif 
bei Tröpfchen von 6 « Durchmesser. 


e) Anblasrichtung 


bedarf und Anblasrichtung 9. 
Die Abhängigkeit wird wie folgt ausgedrückt: 


We) = Wis 
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wo f folgende Werte hat: 


À Î 
90° (senkrecht) . 1,00 
| 60° ee EN 0,90 
| SU S Mead catty AUS 0,68 
0° (parallel) . . 0,52 


Der Wärmeverlust eines parallel angeströmten Drahtes ist also nur rund 
1balb so gross wie derjenige eines senkrecht angeströmten. 


7. Vergleich mit den Resultaten von Schäfer 


SCHÄFER hat im Jahre 1946 Vereisungserscheinungen während der Stürme 
auf Mount Washington untersucht. Der vertikal aufgestellte, heizbare Probe- 
stab war 40 cm lang und hatte einen Durchmesser von 8 mm. SCHAFER kommt 
zum Schluss, dass 10 W/cm? projizierter Fläche genügen, um diesen Stab bei 
‚extremen Bedingungen trocken, 3 W/cm? projizierter Fläche, um ihn eisfrei 
zu halten. 

Berechnet man den Wärmebedarf an Hand unserer Resultate für die von 
SCHAFER beobachteten meteorologischen Bedingungen, so findet man nur 
etwa die Hälfte der von SCHÄFER angegebenen 3 W/cm?. 

Die Erklärung dieser Diskrepanz fällt schwer. Es ist möglich, dass SCHÄFER 
sozusagen kein Eis auf dem Probestab zugelassen hat, was den Wärmebedarf 
etwas vergrössern würde. 

Wie bereits erwähnt, wird auch die Tröpfchengrösse eine Rolle spielen. Bei 
unseren Untersuchungen betrug sie 0,1 bis 0,01 mm, während sie bei SCHÄFER 
rund eine Zehnerpotenz tiefer war und eigentlich noch viel kleinere Energie- 
verluste hätte bewirken sollen. Es wäre nun denkbar, dass sich die von SCHÄ- 
FER festgestellte Zunahme des Energiebedarfes mit der Tröpfchengrösse nicht 
monoton fortsetzt, sondern von einer gewissen Grösse an durch eine Abnahme 
abgelöst wird, und dass die von ihm untersuchten Tröpfchen gerade im Grössen- 
bereich des Maximums lagen. Der Entscheid muss vorderhand offengelassen 


werden. 
8. Schlussfolgerung 
Die Untersuchungen haben ergeben, dass auch bei extremen meteorologi- 
schen Bedingungen 
T = —20°C; v= 20 m/s; 10 mm Niederschlag pro Stunde 


und einer Reifrate von 4 g cm~? h-1 


ZAMP IV/3 


| 

| 
| 
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mit einer Heizleistung von 1,5 W/cm? projizierter Flache ein zylindrischer Dre 
von 1 cm Durchmesser eisfrei gehalten werden kann. Dieses Resultat lässt S 
nicht ohne weiteres auf Drähte anderer Dicken oder andere meteorologisé | 
Bedingungen übertragen, da sich die Reynoldssche Zahl ändert und die VJ 
dunstung nicht linear in den Ausdruck fiir die Heizleistung eingeht. 


L 
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Summary 


Ice was produced in a wind tunnel at a laboratory temperature of —10° C # 
spraying water through a nozzle. An electrically heated cylindrical rod, 30 a 
long, 1cm in diameter, is exposed to various meteorological conditions. T 
amount of energy needed to keep the rod free of ice is investigated. At a tempe 
ture of —15°C and a wind velocity of 20 m/s, 1,1 W/cm? of projected area a 
sufficient to keep the rod clear. The result agrees with the theory of NUSSELT. 


(Eingegangen: 3. August 1952.) 
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Beiträge zur Kenntnis 
des Biorthogonalisierungs-Algorithmus von Lanczos 


Von HEINZ RUTISHAUSER, Zürich!) 


§ 1. Problemstellung 


Unter einer Kodiagonalmatrix verstehen wir eine Matrix A mit der Eigen- 
schaft a,, = 0 für |{— j| >1. Eine solche Matrix hat also nur in der Haupt- 
 diagonalen und in den beiden anliegenden «Kodiagonalen» nichtverschwindende 
Elemente: 


Vy wy 
Uy Va Lo 
Us 7 W's 
(1) 
Vinee oe ON oN et 
Un UN 


Es wird sich zeigen, dass man jede Matrix auf Kodiagonalform transfor- 
mieren kann, sogar auf unendlich viele Arten. Die praktische Durchführung 
einer solchen Kodiagonaltransformation, welche insbesondere für die Eigen- 
wertbestimmung in letzter Zeit eine grosse Bedeutung erlangt hat, erfolgt 
zweckmässig nach einem von Lanczos [1]?) angegebenen Verfahren oder mit 
dem #-Schritt-Verfahren von E. STIEFEL und M.R. HESTENES [2], [3]. Im 
Prinzip beruhen beide Verfahren auf der Orthogonalisation einer Vektorfolge 
x, Ax, A®x,..., bzw. bei nichtsymmetrischen Matrizen auf der Biorthogonali- 
Sation von zwei Vektorfolgen x, Ax, A*x,... und y, A*y, A*?y, ..., wobei 
A* die Transponierte von A bedeutet. 

Die Kodiagonalform einer Matrix ist nicht eindeutig bestimmt, sondern 
hängt bei gegebener Matrix A noch weitgehend von den bis zu einem gewissen 
Grade willkürlich wählbaren Vektoren x und y ab. 


1) Institut für angewandte Mathematik an der ETH. 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite 56. 
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Diese Arbeit befasst sich nun mit der Abhängigkeit der Kodiagonalform val 
den Anfangsvektoren x, y, worüber zur Zeit wenig bekannt ist (vgl. jedoch [4 
für symmetrische Matrizen). Insbesondere wird auch untersucht, wieweit ¢ 
môglich ist, die Anfangsvektoren x und y so zu wählen, dass die Kodiagona 
elemente, das sind die #, und w, in (1), klein werden, denn diese Eigenschaft 13} 
fiir viele Anwendungen one erwiinscht. Fiir symmetrische Matrizen ist dies be | 
[4] bereits untersucht. Die vorliegende Arbeit befasst sich aber auch mit nich J) 
symmetrischen Matrizen und ergibt folgende Resultate: | 


a) Für Matrizen mit ausschliesslich reellen Eigenwerten (auch bei nichtlinearef 
Elementarteilern) kann man die Anfangsvektoren x, y tatsächlich immer sf} 
wählen, dass sämtliche Kodiagonalelemente beliebig klein werden. I | 

b) Dies gilt nicht mehr fiir eine Matrix mit komplexen Eigenwerten. Man kan} 
aber in diesem Fall erreichen, dass fiir jedes Paar komplex konjugiert 
Eigenwerte À + 7 u zwei Kodiagonalelemente #,.,, w, auftreten, so dass d 
diagonale Untermatrix 


Wey Unry 


von (1) ungefähr die Eigenwerte + iu hat und ferner alle Kodiagonalel 
mente, die nicht in einer dieser Untermatrizen enthalten sind, beliebig kleilı 
werden. 
Die theoretischen Untersuchungen des Verfassers erstrecken sich im Fa} | 
komplexer Eigenwerte nur auf lineare Elementarteiler, doch lassen numer 
sche Versuche vermuten, dass dieselbe Aussage auch für Matrizen mit nich 
linearen komplexen Elementarteilern richtig ist, sofern man die Eigenwer 
mit Vielfachheit zählt. 
Die in dieser Arbeit nur für endliche Matrizen durchgeführten Untersuchurif 
gen lassen sich sinngemäss auch auf unendliche Matrizen sowie Differential- un 
Integraloperatoren übertragen (vgl. die Originalarbeit von C. Lanczos [1]] 
Allerdings erfahren dann einige der hier erhaltenen Aussagen eine Abschwaif 
chung; beispielsweise wird man im allgemeinen nicht alle unendlich viele} h 
Kodiagonalelemente , gleichmässig klein machen können. 


§ 2. Der Biorthogonalisierungs-Algorithmus!) | 


Sei A die gegebene N-reihige Matrix und seien x und y zwei Vektoren, dij 
zunächst der einzigen Bedingung (x, y) + 0 unterliegen sollen. Dann bestimm 
man, von x, = x und y, = y ausgehend, mit nachstehender Vorschrift die Vel] 


1) Fortan Er mit «der Algorithmus» bezeichnet. 


— 
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toren X, X, ..., Ay und Vy, Ya .--, Vy! 


Hg = Am - un, VYo—= AY —-uYy mit «= 


Dann für k= 2, 3 N: 


„ee. 


Ha A Xp — Oy Xe Prı%eıs Vas = AY - x Ye — Braver (2) 
mit 
N (Ar Va) (A Xp, Yr-ı) 
Hie = > A » Bra = = ) = (4) 
(Ag Vx) (Ar Yr-ı) 
Dieser Algorithmus liefert nach der allgemeinen Theorie!) zwei biorthogo- 
nale Vektorsysteme x,, y,, das heisst zwei Vektorsysteme mit der Eigenschaft 


(x;, yx) =0 (für 7+ 2), (5) 


die, falls für alle k (x,, vx) + 0 ist, je eine Basis des Raumes bilden. Der Algo- 
rithmus kann auf Grund der Formeln (4) genau so lange durchgeführt werden, 
als noch (x4, v,) + 0 ist, und kommt spätestens für k = N zu einem Abschluss, 
da ja mehr als N Vektorpaare nicht biorthogonal sein können; die Formeln (3) 
müssen dann Xy.ı = Vy.; = 0 liefern. Das vorzeitige Versagen der Formeln 
(3), (4) wird in $4 behandelt. 

Zwischen den Vektoren x,, y, und den Skalaren «,, ß, bestehen noch eine 
Reihe weiterer Beziehungen, die man durch elementare Umformungen aus 
(2), (3) und (4) erhält und von denen wir hier ohne Beweis einige angeben: 


(Yu, A 82-1) = (&r, Yu) = (A & Vea) » (6) 
0. Am Ir) 
Br =e (App Yr-ı) : (7) 
(A %,,4,) = (&, AP) = 0e V4 1. (8) 


§ 3. Vereinfachungen 


Wenn die Matrix A symmetrisch ist, ist es zweckmässig, die beiden Anfangs- 
vektoren einander gleichzusetzen, es ist dann. immer x, = y;, so dass man über- 
haupt nur mit einem Vektorsystem arbeiten muss, welches dann ein Orthogo- 
nalsystem ist. 

Aber auch wenn A nicht symmetrisch ist, gelingt es oft, gewisse Eigen- 
schaften auszunützen, so dass man ebenfalls mit einem Vektorsystem aus- 


1) Vergleiche die Originalarbeit von C. Lanczos [1]. 
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kommt. Dies ist beispielsweise der Fall, wenn eine Matrix À mit der Eigenschal | 
A*— RA R-11) gefunden werden kann; man unterwirft dann die Anfangi) 
vektoren der Bedingung y = Rx. Es wird dann | 


yo = Ay - 0,9, = RAR Ty - sm 9, = RAM-—QRY 
= R AS yy) = 2, 
und ebenso zeigt man 
En = (I 


Man kann also auch in diesem Fall mit den Vektoren x, allein arbeiten. 


§ 4. Vorzeitiges Abbrechen des Algorithmus 


Wie bereits erwähnt, muss der Algorithmus nach spätestens N Schritte 
zum Abschluss kommen. Unter gewissen Umständen kann er aber schon frühg 
abbrechen, indem für ein gewisses k < N einer der drei nachstehenden Fall 
eintritt: 

a) Man erhält mit Formel (3) 4... = Vn = 0, 
b) Es verschwindet genau einer der Vektoren Xy:4, Vi 
c) Es ist Au #0, You 0, aber (py, Yura) = 0. 

Im Fall a) sind die von den Vektoren %,, ..., X, bzw. y, ..., y, aufgespan 
ten Unterräume invariant in bezug auf die Matrizen A bzw. A*. Diese Erscheilf 
nung kann auf unglückliche Wahl der Anfangsvektoren zurückzuführen sein | | 
es gibt aber auch Matrizen A, für die bei jeder Wahl von x, y schon für À < 1 
einer der drei Fälle a), b), c) eintreten muss. Wenn nämlich der Grad m de 
Minimalpolynoms der Matrix A nicht den Wert N erreicht, so sind die Vek/f 
toren x,A x,..., A” x linear abhängig und ebenso die y, A* y, A**y, ..., A*™@ 
so dass der Algorithmus notwendigerweise X ,41 = YM:1 = 0 ergeben muss, wenı 
nicht schon vorher eine Störung eintritt. 

Fall b) ist auf unglückliche Wahl der Anfangsvektoren x, y zurückzuführen || 
würde man nämlich x, y der Bedingung y = Rx unterwerfen, wobei R die in 
$3 erwähnte nichtsinguläre Matrix bedeutet, so könnte Fall b) wegen (9 | 
niemals eintreten. Aber auch Fall c) kann durch geeignete Wahl der Anfangs- 
vektoren x, y vermieden werden, es gilt nämlich: 

Satz 1: Hat das Minimalpolynom der Matrix A den Grad m, so ist es immer 
möglich, die Anfangsvektoren x, y so zu wählen, dass der Algorithmus bis zul 
seinem natürlichen Ende (k = m) durchgeführt werden kann und auch nochf 
Gen Van) + 0 ist. 


Ria EME ee Pe ; ; se F : ea 
1) Es existiert immer eine solche nichtsinguläre (sogar symmetrische) Matrix R (vgl. etwa [5], 


S. 44). Sind alle Eigenwerte reell und die Elementarteiler linear, so ist R sogar positiv definit. 


| 5 
er et ee SAR FRE 5 
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Beweis: Auf Grund elementarer Sätze über Determinanten und der For- 
tk meln (2), (3), (5) ergibt sich 


(x, y) (2, A 4) ka an) 
(A x, y) (Aa AY 4) (AA Ay) 
(4? =}. x, y) (Ae x 4* y) (ARE x, A *k—1 y) 

(Xi, V4) (X1, Vu) 
(Ka, Vy) (X, Vx) > 


Somit gilt 


(re 10 
ko Ik} ere ( ) 


wobei G, die links oben stehende Gramsche Determinante der beiden Vektor- 
ue 4,4%... ,„ Ars und y,A*y, ..., AP y ist, 

Gemäss (10) geht also unsere Behauptung dahin, dass bei geeigneter Wahl 
von x und y keine der Grössen G,, G, ..., G„ verschwindet. Für den Beweis 
betrachten wir eine einparametrige Schar von Anfangsvektoren 


x(t) = exo, y= e4"? yy, (11) 
die auch fiir die weitere Theorie (insbesondere § 8 und § 9) von ausschlaggeben- 
der Bedeutung ist. Es wird dann 

(At x, A*"y) = (AE exo yo); 


das letztere ist aber gleich der (4 +»)-ten Ableitung der Funktion f(t) = (ex, Vo). 
Somit wird G,(¢) eine Wronskische Determinante: 


A eee ee es 
(mee oe 


Es genügt offenbar, wenn man zeigen kann, dass kein G,(é) für k = 1,..., m 
identisch verschwinden kann. 

Würde erstmals G,,, identisch verschwinden, so müsste / einer linearen 
homogenen Differentialgleichung der Ordnung s mit konstanten Koeffizienten 
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| 
genügen!). Da bei geeigneter Wahl von x,, yo Sicher G, = f nicht identisch! | 
ist, braucht man nur noch zu zeigen, dass / keiner solchen Differentialgleichurf} | 


mit s < m genügen kann. | 
In der Tat, wenn das Minimalpolynom der Matrix A die Gestalt IT (x — Aah | 


hat und wenn die beiden Vektoren x,, y, allgemeine Lage haben, ae heisst 21 
keinem Eigenvektor oder Hauptvektor von A* bzw. A orthogonal sind, so en} 
hält f unter anderem die Summanden 


und kann daher keiner Differentialgleichung der Ordnung s < m genüger N 
was zu beweisen war. | 
Wenn m der Grad des Hour es noms ist, so bewirkt also der Algorithmu] 


auf diesen ra ist m(x) gleichzeitig one und ee akterist ff 
sches Polynom von A. 

Man kann nun den Algorithmus im N-m-dimensionalen Komplementä 
raum von À, fortsetzen [sofern der Algorithmus nicht etwa nach Fall b) odelll 
c) abbricht], indem man neue Anfangsvektoren %m4, | Vy) Yo, ..., Vm Un 
Vi L Xp X +, Xm wählt und mit diesen an Stelle von x,, y, den Algorithmuj® 
neu beginnt. Auf diese Weise spaltet man einen weiteren invarianten Unte 
raum R, ab, wobei das charakteristische und das Minimalpolynom von A i 
bezug auf R, ebenfalls übereinstimmen usw. 

Auf Grund dieser Betrachtungen können wir uns fortan auf solche N-reihigaff 
Matrizen beschränken, für die das Minimalpolynom den Grad N hat und alsdh 
mit y(x) übereinstimmt. | 


§ 5. Die Kodiagonalform 


Die durch den Algorithmus — sofern dieser überhaupt bis zu seinem natür 
lichen Ende durchgeführt werden kann - gelieferten Werte «,, By bestimmen | 
nun die durch die Matrix À vermittelte lineare Abbildung z > À z vollständig! | 
Mit dem Ansatz | 


aD, She Xx » Az= D 1% (= 3 & A x) 


erhalt man nämlich durch innere Multiplikation mit y, und Berücksichtigu 


=) 


1) Für den Beweis siehe etwa [9], S. 327ff. 


| T 1959 2ejtrace zur Ke is s Bior snalici i 
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der Beziehungen (2), (4), (5), (6) und (8) sowie der Tatsache, dass Kr Sn =O 
‘ist, sofort: 


e 


Pe 1 7 2% Me = 4 & 
y= %S & RE Ne Ce RER + Pris NN = Sy_1 1+ %y oy - 


Ge, AIN ad) 
Die Matrix A hat also im Koordinatensystem der x; die folgende Gestalt: 
%ı Py 
1% ß 


(12) 


Falls man den Algorithmus in mehreren Stufen ausführen muss, weil das Mini- 
‘malpolynom den(Grad m < N hat, so bewirkt dies den Zerfall der Matrix (12) 
‘in Hauptuntermatrizen; zum Beispiel: 


%1 Pi 
1 he Bs 
I fees 30) 
VE? Bi 
1 a 


Nachdem die Matrix A einmal auf Kodiagonalform transformiert ist, kann 
man verhältnismässig leicht die Eigenwerte berechnen. Dank der einfachen 
Gestalt der Matrix (12) reduziert sich nämlich die Berechnung des charakte- 
ristischen Polynoms 7(A) nach den bekannten Determinantenregeln auf folgende 
Rekursionsformeln : 

Berechne, von ~, = 0,2, = 1 ae fn AR: 


Pr) = (A — ax) Pr() — Bua Peal) - (13) 
Dann ist y(A) = py +1 (A). 


Man erhält so auch die Eigenvektoren; es ist nämlich 


a: Pr(2) aa 
k 


4. (4p, Vx) 


42 HEINZ RUTISHAUSER ZA) 


ein Eigenvektor, wenn À ein Eigenwert ist, denn es ist Av — Av auf Grund vcf 


(13) unter Berücksichtigung von (2), (3), (6) = —z(A) *n/(*y, Yx) - 
Es bestehen aber noch andere Möglichkeiten zur Eigenwertbestimmung, d 4 
damit zusammenhängen, dass das Gleichungssystem (A — 2 E) £ = 0 in al 


Kodiagonalform dreigliedrig ist und damit in bekannter Weise in eine Ketteif 
bruchgleichung für A umgewandelt werden kann; die Bestimmung der Eige} 
werte erfolgt dann auf ähnliche Weise wie bei der Mathieuschen Differentia) 
gleichung (vgl. hierzu [6)). 


§ 6. Zur numerischen Durchführung des Algorithmus 


Im allgemeinen wird man beobachten, dass die Grössenordnung der it tN 
rierten Vektoren x,, y, mit fortschreitendem k rasch unbequem wird; es il 
deshalb praktisch, den Algorithmus für numerische Zwecke wie folgt abzuf} 


ändern: 


; (Ar, 4) | 
Sete = A dr ty dar AI Gey TO ies (4 
LR 


Spa Ve = A a, — YVRAFRAr Sr Ven = A* = avr Vr1 Vera (4 


mit 
(A&y Vx) (A Xp, Yr-ı) { 

ee (Xp Ye) ? Les (Tea Vea) | ( | 

Dabei werden die frei verfügbaren Skalare s,, 53, ..., sy so gewählt, dass d i 
Vektoren x,, y, eine numerisch vorteilhafte Grössenordnung annehmen. M 
kann zeigen, dass diese Skalare die Rechnung nicht wesentlich beeinflussen : 
Satz 2: Die Grössen a, und By, = Yr-ı S, hängen nicht von der Wahl dd 
Zahlen ss... Say ab. 
Auf Gem! dieser Invarianz stimmen die ß, mit den früher definiertel | 
Werten ß, überein, die dem Spezialfall s; = 1 entsprechen. | 
Beweis: Die s, beeinflussen nicht die Richtung, sondern nur die Länge deff 
Vektoren x,, y,. Gerade «, ist aber gemäss (4’) von der Länge der Vektoreif‘ 
X, Vy unabhängig. Für den Beweis der Invarianz von y;_, s, benötigen wir diff 
Relationen, die sich auf Grund der abgeänderten Formeln (2), (3’), (4) a 
Stelle der Relationen (6) und (7) ergeben!): Î 


(Vas A X) = Sx (Xp, Vu) — (A Xe Yx-1) , (6) | 
(Xp, Vip) i 

YA = Sh ———— 0 7 

a (Xx-1 Vea) ( | 


1) Die Relationen (5) und (8) bleiben unverändert. 
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Aus (6°) und (7’) erhält man sofort 


| é (Var Ar)’ 
t= SpV¥e = 
| = : M (A Ve) (4-1 Yr-ı) 


(14) 
woraus sich die behauptete Invarianz sofort ergibt, was zu beweisen war. 

| Esseinoch erwähnt, dass in diesem Fall die Matrix A im Koordinatensystem 
Ider x, die folgende Gestalt erhalt: 


Taal 
Se. “Oar, ya 
(12’) 
s ot 


Ferner hat man als Rekursionsformeln für die Berechnung von y(A) an Stelle 
von (13): 


Skit Pr+ı = (A HN Dr = Yr-ı Pr - (137) 


‘Die numerische Rechnung wird nun durch Aufrundungsfehler gestört; diese 
haben zur Folge, dass die Biorthogonalitätsrelationen (5) und (8) nicht genau 
erfüllt sind. Da die Biorthogonalität für die Eigenwertbestimmung wesentlich 
ist, ist es empfehlenswert, wenigstens die Relation (5) durch geeignete Korrek- 
‚turen zwangsweise zu erfüllen. Man bildet zu diesem Zweck die innern Produkte 
‘des auf Grund von (3’) ermittelten Vektors x,,, mit allen frühern y, und kor- 
rigiert damit x,,, 4): 


| A ere 
Vr+1, 3 (%5, Y;) 
x und entsprechend für die y. (15) 
Xp +1 (korr) = “Ro — DS es; X; | 
1=1 


Die Aufrundungsfehler haben aber auch einen Vorteil: Sie verhindern das 
vorzeitige exakte Nullwerden der Vektoren x,, y, selbst in den Fallen, wo dies 
theoretisch zu erwarten wäre, so dass man den Algorithmus in praktischen 
Fällen in der Regel bis zum Ende durchführen kann?). 


1) Beim n-Schritt-Verfahren weiss man wesentlich mehr über die Wirkung der Aufrundungs- 
fehler (vgl. [3], S. 43ff.). Es wird dort auch eine grundsätzlich andere Methode zur Korrektur der 
Orthogonalität angegeben. 

2) Ein numerisches Beispiel mit einer symmetrischen Matrix A mit mehrfachen Eigenwerten 
(N = 8, m = 7), wo also der Algorithmus nach sieben Schritten beendigt sein müsste, findet sich 
bei [7]. 
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$ 7. Die Bedeutung der Kodiagonalelemente Be 


Wir wollen den folgenden theoretischen Untersuchungen wieder den A 


rithmus in seiner ursprünglichen Form (2), (3), (4) zugrunde legen, die Gröst 
P, stimmen dann mit den Invarianten Bx = Yr Sexy von $ 6 überein. 

Die naheliegende Vermutung, dass die Grössen 8, für die Abweichung 
4x, Ye vom System der Haupt- und Eigenvektoren der Matrizen A bzw. | 


massgebend seien, wird durch das folgende Beispiel widerlegt: 


4a 
m 
| 
Il 
fad 
on 
en 
15 


A 4 


> 
BS 


Bildet man mit diesen Anfangs 


vektoren bei kleinem e die Kodiag 
A, so erhält man 


: | 
gonalform 


> ~ Po 
its ef2s 


Die 8 sind also alle sehr klein: trotzde 


m sind auch im Grenzfall £ = 0: 
Vektoren X, V. bei weitem keine Eig 
A ~ & x 


envektoren: 
Ml ee (8 i EURE, 
= )4-)D). = bays. 
Dagegen folgt bei Matrizen mit line 
Anfangsvektoren der Bedingung y 


2) 


aren Elementarteilern, wenn man 


= Rx unterwirft, aus der Kleinheit all i 
P; auch die Ubereinstimmung der xx, y, mit den Eigenvektoren von 4 bzw... 
Ferner kann man aus der Kodiagonalform (12) unmittelbar ablesen. d 


ass 
rgieren, wenn die 8, simultan ges: 


+, gegen die Eigenwerte konve gen Null strebt 


genauer: 


Satz 3: Sind in der Kodiagonalform einer Matrix A sämtliche 8-Welil 
positiv, so gilt der folgende Einschliessungssatz}). Sind 4, v zwei beliebillf 
positive Zahlen mit der Eigenschaft # v > Bx-1 + Bx (wobei hier und at | 
später die Grössen 8, und By überall, wo sie auftreten, durch 0 zu ersetzl 
sind), so liegt mindestens ein Eigenwert von 4 im Intervall 


L & 


1) Dieser ist allerdings nur eine andere Formulierung bekannter Einschliessungssätze, insbes 
dere tritt die Grösse By-1 + P x im anderer Gestalt bereits 


bei WEINSTEIN 120) und Wieranpr Re 


u 
“ ee ee = - 2 
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Beweis: Man kann in diesem Fall die Kodiagonalmatrix (12) durch Trans- 
mation mit einer Diagonalmatrix reell symmetrisch machen: 


ee 
a VA 
f 


2 VB, T2 V Bo ; 
S — , (12°) 


er ) 
J Pa Le | Bs 


ur reell symmetrische Matrizen gilt aber auf Grund des Entwicklungssatzes: 
Wenn für einen Vektor z die Form T(/, u) = (S z— 22, Sz — z)) negativ 
st, dann liegt mindestens ein Eigenwert von S zwischen / und y. Nun ist mit 
é,,”) offenbar 


. yy “a 
S ex = V By Ex TT Ny Cp VB: 225 


DO mit À — 0, — u u=a, + V: 


- / fa 

TA, uw) = (VB eaten + us tV Breen, VB ys Cea VE Tr VB: C1) 
: = Ar 00+ Bra: 
Was zu beweisen war. 
Auf Grund dieser Tatsachen ist es wohl klar, dass es fiir viele Anwendungen 
ünscht ist, dafür zu sorgen, dass die 6, klein werden. Wir geben deshalb in 

einige allgemeine Regeln für die Abhängigkeit der f, von den Anfangsvek- 
foren x, y an. 

Allerdings wird mit dem Kleinhalten der f, ein Nachteil erkauft: Aus der 

ormel (7) ergibt sich nämlich, dass dann x,,, im allgemeinen viel kleiner als 
Sein muss. Das ist aber nach Formel (3) nur möglich, wenn x,., als Differenz 
gleicher Grössen entsteht, was hinsichtlich der Aufrundungsfehler immer 
hr ungünstig ist. Insbesondere leiden die Relationen (5) und (8) darunter, so 
ss man unbedingt die Korrekturformeln (15) anwenden sollte?). 


§ 8. Uber die Grössenordnung der Kodiagonalelemente 7; 


Um die Abhängigkeit der Parameter x, 6 von den Anfangsvektoren zu un- 
uchen, betrachten wir die durch die Beziehung (11) definierte einparame- 


2) T(A, u) hängt aufs engste mit dem Templeschen Quotienten zusammen, es ist nämlich das hier 
erwendete T(/,,t) bis auf einen Faktor (S z)? identisch mit dem Ausdruck [T(t) —), (Me — 1) 
ei [8], S. 174. 

2) Die ¢, sind die sogenannten Einheitsvektoren; ¢, = (1|0|.-.| 0); 2g = (0|1l0]...|0) usw. 
2) Praktische Versuche des Verfassers zeigen, dass es in den Fällen, wo theoretisch kleine 
Werte (zirka 0,1% der Hauptdiagonalwerte) zu erwarten wären, schon für N = 6 fast unmöglich 
f, den Algorithmus ohne diese Korrekturen erfolgreich zu Ende zu führen. 

Für das Auflösen linearer Gleichungssysteme mit dem #-Schritt-Verfahren ist dieser Nachteil 
Werdings unerheblich. 


| 
| 
| 
| 
| 
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trige Schar von Anfangsvektoren x(t), y(f), wobei wir zusätzlich annehmél} 
dass die Vektoren Xo, Yo und damit auch x(¢) und y(t) in allgemeiner Lage sete} 
Gemäss (7) und (10) benötigen wir dann für die Abschätzung der B nur a 
Gramschen Determinanten G;,,(t). I 


a) Reelle und verschiedene Eigenwerte 


jh > 4, >... > dy; die zugehörigen Eigenvektoren von A bzw. A* sei 
U4; Us, 2, Um DEWS UT, Ua, 7 UN Kos dam 


wobei 


bei allgemeiner Lage der Vektoren %9, y, Sicher positiv ist; es ist nämlich b 
geeigneter Normierung: v* = Rv,. Auf Grund bekannter Sätze der Deter 
nantentheorie wird dann 


Ge rn en 


wobei über alle Kombinationen von k unter den N Indexwerten 1,2,..., N 
summieren ist, und V(A,,...,4,) die Vandermondesche Determinante d 
Werte A,, ..., A, bedeutet. 

Damit sind einmal alle G,(¢) für alle ¢ positiv, und man kann den Algorit 
mus für jedes ¢ bis zum Ende durchführen. 

Das dominante Glied in (16), welches das Verhalten für ¢ + oo bestim 
erhält man fiir 7, = 1, 7, = 2, ..., 7, = k; es wird somit asymptotisch 


AC NU ie Le A (A, As, Aa: 2 | 
ie VAs ce) En au 
(tar Wei Ay... Ana) | 
; : MA RE 6) 4 
= k (Ar-Ar_ı)t k | #1» kal 
eS e à ate a i 
= 271 W?Uz-1l 2 =) ( 


mit; der Abkürzung W(A |g), a... a) tir AU 7)... (A — a,). Fi | 
t ee Ban ae in der Tat alle ß,. gegen } Null. 


y = R x zu wahlen. | 
| 


1) Falls das Minimalpolynom nicht den Grad N hat, muss man natürlich in jedem inv ee | | 
Unterraum geeignete Anfangsvektoren wählen. 


es po : . oe ; 
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n Beweis: Die Bedingung ist hinreichend, wie aus den obigen Ausführungen 
‚hervorgeht. Sie ist aber auch notwendig, denn wenn alle px positiv sind, kann 
man ja die Kodiagonalmatrix durch Transformation mit einer Diagonalmatrix 
auf die Gestalt (12”) bringen ; was zu beweisen war. 


b) Es treten mehrfache, aber nur reelle Eigenwerte auf 


Auf Grund der Voraussetzung, dass das Minimalpolynom den Grad N 
haben soll, bedeutet dies auch nichtlineare Elementarteiler. 
Wir nehmen die Eigenwerte wieder der Grösse nach geordnet an: 


5 he ey 


und bezeichnen die Vielfachheit von 4 mit u, (es ist also Z'uy = N). Es ist 
dann 
p 


HAE CE (19) 
k=1 
wobei die P,(f) Polynome vom Grad u, — 1 sind, deren höchste Potenz bei all- 
gemeiner Lage der Vektoren x,, y, nicht den Koeffizienten 0 haben kann 
(vgl. § 4). Es ist nun G, der k-te Hauptminor der Matrix 


(ne Dj DI 
El 0 DA) ee ee (D = —| 


ARE le ee, 


‘und setzt sich aus Summanden der Form e(7i:*7i*****ix)#+ Polynom (f) zu- 
sammen, wobei die À im Exponenten mit ihrer Vielfachheit auftreten können. 
Wir unterteilen diese Matrix in #2 Untermatrizen U,, (g, 4 = 1, 2, ..., p) 
mit u, Zeilen und u, Spalten und machen dann die folgende Umformung!), 
‚gegenüber der sämtliche Hauptminoren und |G| selbst invariant sind: 


Hi Me Mn 
la | DFE U ... U, h sete OF p | 
Ho Un U% : | 
| |. 
bo | U,; ed ie ... U, x ... ante | 
| | || 
| EEE LR MT SER 


1) Diese Umformung ist eine elementare Determinantenumformung: Addition des Vielfachen 

einer Zeile oder Spalte zu einer andern Zeile oder Spalte. Damit jedoch alle Hauptminoren invariant 

bleiben, wird immer nur zu einer Zeile oder Spalte addiert, die weiter unten bzw. weiter rechts liegt. 
’ 
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Das in der g-ten Zeile und r-ten Spalte der Untermatrix U,, stehend 
Element 


D"™ Ho te Mg Pe et Bera ep ee N 


wird ersetzt durch 


(D- A) (D —4,)" (D =1 =D) DD 


x (DA, az Oy j 


(wobei alle Elemente der Matrix G durchlaufen werden). Auf Grund der Eige} 
schaft 
gt PS) (2) iar <= Ur 


| 0 fun, Ss = ur 


”n—ı! eliminiex 


werden dann in der Untermatrix U, „alle Glieder mit BR: 
wobei n die grössere der Zahlen g und A bedeutet. 

Wir wollen nun zum Grenzfall {co übergehen und deshalb nur immi|l 
die Glieder höchster Ordnung in Betracht ziehen, wobei aber nachträgli 
gezeigt werden muss, dass nicht gerade die mit den dominanten Gliedern 
bildete Determinante verschwindet. In der Untermatrix U, „ dominiert offen 
in jedem Element ein Glied der Form e’”’- Polynom, wobei n = Max (g, h) i 


also sieht die Matrix G schematisch wie folgt aus: 


eh! er! Sone e?Nt 
e? t €’ t ein! 
|| .. 0 
|| r 7 | 1! 
| 
|| 3 re 2 
en t e’N t e?N t 


Beim Versuch, die Determinante zu entwickeln, erkennt man sofort, dass sogif 
nur die Elemente in den diagonalen Unterdeterminanten U,, entscheider 


sind, die wegen (20) wie folgt aussehen, wenn man sich auf dominante Glied 
beschränkt: 


oT } . | 
Inn ao GOT EE OU one ce RO UC) 
|| | 
| Agt D! gt Cy! | 
|| e BE Ge Oe 0 | 
|| me 

| 
| era! OQ (ta -1) 0 0 | 
| cy || 
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1 à Polynome 


Qt) = ee (D — A) (DA)... (D — Aya)? 9-1 {eis pp} 


haben denselben Grad wie P, und denselben höchsten Koeffizienten cz + 0. 
Es ist nun so, dass man sich für ¢ + oo wieder auf die höchsten Potenzen von 
£ beschränken und deshalb die Polynome Q, durch c, ¢“*~! ersetzen kann. 
‚Damit werden die G,(£) asymptotisch gleich den Hauptminoren der Matrix 


te 000 20 0" 6 


Agt 


mober— LU = ee 


Diese Hauptminoren sind alle von 0 verschieden, was die Weglassung aller 
michtdominanten Glieder rechtfertigt, es ist nämlich (natürlich immer nur 
asymptotisch) 1) : 


Gia center, 
G,(t) = =. e 2/ht (un a 1) 24 ; 
allgemein: 


à Gi) = H,,(é) für R = 1, 2, ..., 1) , wobei 


| (21) 
nu 


k 
H;,(¢) = (1@) ede Zig! RIM IVe, 
a (u; en, Sit ip! th (ugk) eh Ait 
PAL. en >) 
ln ale mee 
G,® = u) 5 Ci gees Nr 1)!} = | U; | : 


1) Die nachfoigenden Resultate beruhen auf einer umfangreichen, aber elementaren Rechnung 
mit Determinanten, die hier nicht wiedergegeben werden kann. 


ZAMP IV/4 


| 
| 
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als konstanter Fakt ie 


Für die Hauptminoren G,,., (k =1,..., %) tritt | Un 
auf, also 


allgemein : 


G,,.a¢) =|Un| Hor) fir k= 1,2,..., ue, | 


(t) Zu | Us | | Ugg 


Tg -ıtk 


Bea 


Durch Quotientenbildung gemäss (10) und (7) findet man hieraus schlies 
lich die asymptotischen Werte für die ß: 


le A ee ll), 
k Fa es | 


B = (— ee el: A)t ir oS 
PORTE (ul | 
Dan Ele - HE arzt (2 

= C3 N 1 ,(43—/o)t HE 

DST OR 


USW. 


Hieraus erkennt man, dass auch in diesem Fall für ¢ > co alle B gegen Null ko | 
vergieren müssen, wenn auch im allgemeinen langsamer, als wenn nur ei 
fache Nullstellen auftreten. Es lassen sich sogar an Hand der Konvergenz dl 
Kästchen der Jordanschen Normalform erkennen, denn überall dort, wo in dd 
Jordanschen Normalform in der Kodiagonalen eine Eins steht, hat man in d 
Lanczosschen Kodiagonalform einen 8-Wert, der nur wie £-? gegen Null strebiff 

Die Fälle a) und b) zusammenfassend, kann man nun den folgenden Sa | 
aufstellen: 

Satz 5: Dann und nur dann, wenn alle Eigenwerte reell sind, kann man di 
Anfangsvektoren x, y so wählen, dass der Algorithmus beliebig kleine 6-Wer I 
ergibt. 

Beweis: Es bleibt offenbar nur noch zu zeigen, dass die Bedingung aud | 
notwendig ist. Wir betrachten zu diesem Zweck die in $ 5 erwähnte Kettenil 
bruchgleichung für die Eigenwerte, die sich aus der Kodiagonalform der Gielll 
chung (A —/E) = 0 ergibt: 


O=A-—a, — Pa 
A= Oy = 


Ba 
Bs 


À ts — = 
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Für einen komplexen Eigenwert 2 + 14 ist nun immer | À — a; | 
| B. | < u?/4 folgt somit aus der Induktionsv oraussetzung 


= jy Wie 


i 


À = Lx nid Br = He 


die für k — N erfiillt ist, sofort 


Pr-ı a 
= u = = Br =< 2 
À LATE 
. = A { 
und damit | À — «y, — Pı-ı 8 > = 
A=, = = a 


Somit gilt sie für jedes +, insbesondere k = 1; damit kann aber die oben- 
Stehende Kettenbruchgleichung nicht erfüllt sein; was zu beweisen war. 


c) Es treten einfache komplex-konjugierte Eigenwerte auf 


Wir wollen auch für diesen Fall noch quantitative Beziehungen für die B, her- 
leiten. Es sei Ag, ı = Âr:09 = À +1u, wobei noch A, > >... Ak > APA gy 3>.... 
| Es ist dann notwendigerweise 24.1 = 2x... Es wird sich nachträglich zeigen, 
| dass die Betrachtung nicht gestört Sida wenn noch weitere Paare komplexer 
Wurzeln auftreten. 

Da die Eigenwerte verschieden sind, gilt (16) mit dem einzigen Unterschied, 
dass für ¢ >co und k = K + 1 zwei komplex-konjugierte dominante Glieder 
auftreten; es wird: 


Gy; Ge Ge "wie bisher. 
Ee ie Sule hae Mae eee 
iutrr2 À ui 172 - 2 
{e WV? (Ay Ags Ag et) 2x41 + € V? (Ay. Ags Ag 1) 2x : 


= 2G, e"{ S cos (ut) + T sin (ut) } 
Me Si T 22g WA tiple 
ee Se get pr Ag AL 1 fh, A — 1) 44... 2x Pea ern 


= —4G, uw? e?"* (S24 T?). 
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Die folgenden G werden wieder normal, wobei einfach 2 + 7 und À — iu aff 
zwei verschiedene Eigenwerte auftreten, die dominanten Glieder sind abefj- 
reell; darauf beruht die obige Bemerkung, dass noch weitere komplexe Wurzelll 
die Betrachtung nicht stören. Die B-Werte ergeben sich nach (7) und (10) 2] 


py =a e(4-4K)¢ S cos (wt) + 7 sin (p 7) 


aK W2 (AK | À, No, a ately AR) 2 | 
San \ 
EN: : : (24 
Bre 1 ot [LS cos (uz) + T sin (pu 7) ]? ( IN 


+ [LS cos (ut) + T sın („2)] 


— ua sa er) 2x3 W’ Anis A... Ag). 


Loue 
Pr age 


Die weiteren 8-Werte werden wieder normal |Formel (18)]. Somit: 

Beim Auftreten eines Paars einfacher komplexer Wurzeln kann man m 
einer Ausnahme alle B-Werte durch geeignete Wahl der Anfangsvektoren be 
liebig klein machen. Dagegen ist 6x ., für hinreichend grosses ¢ immer negatilfy 
und zwar < — u? [wie Formel (23) zeigt]. 

Die Kodiagonalform sieht dann für grosses ¢ an der betreffenden Stelle wi 
folgt aus (die & bedeuten irgendwelche kleine Werte): 


AK € 
1 Ori. Pr-ı 
1 Onis € 
1 IX 3 


Aus den vier eingerahmten Werten kann man die komplex-konjugierten Eigen/f 
werte A + i u leicht berechnen, wenn die benachbarten B-Werte wirklich kleirf 
sind, es ist nämlich | 


/ 


A 


1 
AS (rss +ario), MW | - at, (ip Ope) Dr 


Beim Auftreten mehrerer Paare komplexer Eigenwerte treten mehrerch 
P-Werte auf, die im Grenzfall nicht verschwinden. Eine Schwierigkeit tritif 
lediglich dann auf, wenn mehr als zwei komplexe Wurzeln denselben Realtei ll 
haben, dann werden sie durch den Ansatz x = e*!2 x, nicht «separiert». | 
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| § 9. Die Formeln von Frenet für die Vektoren xy, Yk 


Die durch den Ansatz (11) definierten Anfangsvektoren x{{) und y(t), die 
| wir auch en 9 nes legen, genügen den Differentialgleichungen 


EPA - A*y/2. Durch elementare Umformungen mit Hilfe der Be- 
| ziehungen à bis (8) erhält man daraus ee Differentialgleichungen 
mar die übrigen Vektoren %,..., xy und Ya +». - des Biorthogonalsystems 


sowie für die Skalare «,, Br: 
Dr ET NA 
DE > Ax, — Prix, Ye = 2 A* Bar Yan l&=2,3,..,N), BA) 


De eau Be Br Om — dr (eae Vids ope = 8) 


Ferner: 
(Xn, Va)’ = On (XE, Ve); | 
(A Xp, Ve)’ = [x ae Br] (Xn, Vx) » (26) 
(A &rr1 Vu)” = Cnr Br (Xu, Ve) | 


Die Gleichungen (24) nennen wir die Frenetschen Formeln der Vektor- 
systeme x, bzw. y,, weil sie bei symmetrischer Matrix A, und wenn man die 
Vektoren so normiert, dass die inneren Produkte (x,, ae A Ww erden, in die 


Frenetschen Formeln des begleitenden Dreibeins der Kurve & = e4/2 E 3 im RY 
übergehen: 


Xi = fj X,, = Ari, X3=—B,X2+ PX, usw. 


Stabilität der Gleichungen (25) 


Nachdem durch einmalige Ausführung des Algorithmus Anfangswerte 
dy, Bria (R = 1, ..., N) bestimmt wurden, können die Gleichungen (25) offenbar 
ohne Kenntnis der Vektoren x,, y, integriert werden. Hierüber gilt 

Satz 6: Sind für ein gewisses { die Werte f,, fy, ---, By _ı alle positiv, so kann 
man das System (25) bis {= + co oder ¢ = — oo integrieren, wobei in beiden 
Fallen die 8 gegen Null, die «, gegen die Eigenwerte konvergieren, und zwar 

werden die Eigenwerte für £ > + oo in absteigender (a, > a > ...), flirt > —oo 
in aufsteigender Reihenfolge geliefert. 

Beweis: Nach Satz 4 haben wir unter den gemachten Voraussetzungen eine 
‘Matrix A mit nur reellen und verschiedenen Eigenwerten; es gilt also (16), 
"wonach die G, für kein ¢ verschwinden, die B, also für alle ¢ endlich sind. Nach- 
dem wir die Eigenwerte der Grösse nach numeriert haben, folgt aus (18), dass 
die B für {oo tatsächlich gegen Null konvergieren, und zwar sogar expo- 

nentiell. Es müssen deshalb nach (25), erste Formel, auch die x, konvergieren, 
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1] 


und zwar, wie man durch logarithmische Ableitung von (17) und durch Ve 
gleich mit der ersten Formel in (26) erkennt, gegen 7,4. Den Fall t>—a 
behandelt man durch die Substitution A > — A, A, > —/,; was zu beweisen wai | 

Satz 7: Falls alle Eigenwerte der Matrix À reell sind, konvergieren die Vel 
toren x,(t) bzw. y,(t) für co gegen die Eigenvektoren der Matrix A bzw. Al 
Allerdings bezieht sich diese Konvergenzaussage nur auf die Richtung unf 
nicht auf die Länge der Vektoren, und dies ist auch im Beweis so zu verstehen 

Diese Behauptung folgt trivialerweise aus bekannten Sätzen über das Pc 
tenzieren einer Matrix, da ja die x,(¢) und y,(¢) auch durch Biorthogonalisatio! 
der Vektoren e4/? x,(0) und e**"? y,(0) entstehen; es folgt nämlich aus de) 
Formeln (3) sofort, dass 


ut) = e442 x,(0) + Linearkombination von ~x,(t), ..., %,_(2) 


und entsprechend für die v. 


§ 10. Fast zusammenfallende Eigenwerte!) 


Falls mehrere Eigenwerte der Matrix A nahe beieinanderliegen, ist € 
schwierig, die Anfangsvektoren x,, y, für den Algorithmus so zu wählen, dasi] 
die Kodiagonalelemente 5, alle klein werden und damit die x, praktisch diff 
Eigenwerte sind. Man kann aber durch ähnliche Überlegungen wie bei mehr] 
fachen Eigenwerten ($ 8, b) zeigen, dass — wenn die Eigenwerte gruppenweis## 
nahe zusammenliegen — erreicht werden kann, dass die Kodiagonalform in fol 
gender Weise in Kästchen zerfällt: 


Ly Be 


| 
1 | Kp+ı Boss 


1 | 
Ba 
1 Le Ba 
1 eat 


Jeder Gruppe von g- nahezu gleichen Eigenwerten entspricht ein solche | 
Kästchen, wobei mit wachsendem ¢ (vgl. den Ansatz 11) die zwischen diese} 
Kästchen stehenden Kodiagonalelemente B,, B, usw. viel rascher klein werdeal} 
als die übrigen ß,. | 

Es scheint mir nun besonders wichtig, dass man auch den Einschliessung 
satz (Satz 3) auf diesen Fall verallgemeinern kann, es gilt nämlich: 


1) Nachtrag; bei der Korrektur eingegangen. 
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Satz 8: Sind alle Kodiagonalelemente ß, positiv und ist A ein Eigenwert 
Ÿder g-p-reihigen Untermatrix 


Opty Posi 0 
1 Kp+2 
A 1 


‘so liegt mindestens ein Eigenwert der Matrix A zwischen À + # und A — v, so- 
lange uv > B, + ß, ist. 

Beweis: Ich knüpfe an den Beweis von Satz 3 an: Unter den gemachten 
' Voraussetzungen ist die Matrix A zu einer reell symmetrischen Matrix S äqui- 
valent | vel. (12”)], in der als Untermatrix eine zu A, äquivalente Untermatrix S, 
‚auftritt: RE 
%p+1 V Bo | 


3 | Bow An+9 | 
Sı = | le 
VBoa 
V Bos Aq 
q 
2. Dr ex) 
prl 


ein Eigenvektor der Untermatrix S,, also S, z= Az. Auf Grund der bei Satz 3 
gemachten Ausführungen genügt es nun, wenn das innere Produkt 


Sei nun 


(OA as (8 EAU) 


negativ wird, dann muss ein Eigenwert zwischen A+ u und A — v liegen. 
Nun ist aber 


/ 
/ 


2 / 
S12 + Cyr ) B, Ep + Ca | Dr Cq+1 » 


nH 
I 


also 
q 
À / ay : 
Sz-A2z- az= Cys V By Ep + Ca V Bq ar — 4 ay Cr Cx » 
| p+1 
“und damit endlich, da ja die e, orthogonal sind: 


ul 
(Sz-Az—uz, Sz—Azt+vz—,,8,+ ße uU) c. 


| 


| 
Dies ist aber in der Tat negativ, sobald wv > B, + B,; was zu beweisen war. 


= 1) Vel. Fussnote 2 auf Seite 45. 
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Summary 


The paper begins with a review of the essential points of Lanczos’s orthogdf 
nalization procedure, which is of great importance for the determination of thi) 
eigenvalues of a real, but otherwise general matrix. Then several properties useft 
for numerical computation are proved: | 

If the degree of the reduced characteristic polynomial of the matrix is m, thed 1 
it is possible to choose trial vectors x, y such that the iteration may be continued} 
for exactly m steps. At that point the process must stop because the iteratedf 
vectors %, 411 m4 Vanish (theorem 1). | 

If all the eigenvalues are real, then the co-diagonal elements ß, see equatioi! 
(12)] can be made arbitrarily small by proper choice of the trial vectors x, All 
(theorem 5), which considerably simplifies the evaluation of the eigenvalues anc 
eigenvectors. Should, in addition, all the B; still be positive (see theorem 4), ther | 
bounds for the eigenvalues may readily be given (theorem 3). Further remark} 
are made concerning matrices with complex eigenvalues. 

Finally it is shown that by starting from a certain one-parameter family o 


trial vectors (11), the diagonal and co-diagonal elements «(t), B(t) are solutions} 
of a system of differential equations (25). 


(Eingegangen: 8. September 1952.) 
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Theorie der Kombinationsseismographen 


Von Max WEBER, Zürich!) 


Einleitung und Überblick 


Die Theorie der Seismographen, wie sie E. WIECHERT [26]?) erstmals ein- 
wandfrei dargelegt hat (die vorangehenden Arbeiten sind in [5] zusammen- 
} gefasst), untersucht, wie man mit Hilfe eines mechanischen Systems, das aus 
masselosen Federn, starren Hebeln, Gelenken, Stoßstangen und Massen zu- 
sammengesetzt ist, kleine Bewegungen einer starren Masse messen kann. Diese 
Aufgabe hat WIECHERT gelöst. Jedoch haben sich, wie die Erfahrung gezeigt 
‚hat, seine Voraussetzungen als zu einfach und seine Lösung als zu kompliziert 
erwiesen [1], [18]. Trotzdem ist, wie die Literatur zeigt, das von WIECHERT an- 
gegebene und auf mechanische Seismographen zugeschnittene Messverfahren 
allgemein übernommen worden. Man hat also, kurz gesagt, die mechanischen 
Seismographen durch elektronische ersetzt und damit wohl beachtliche, aber 
keine grundsätzlichen Fortschritte in der Erschütterungsmesstechnik erzielt. 

Dieser Sachverhalt hat sich für die Entwicklung der Seismometrie, die 
heute auf zahlreiche Arbeitshypothesen angewiesen ist, sowie für die Lösung 
vieler Fragen der Technik als äusserst hemmend erwiesen. Gerne verweist man 
in diesem Zusammenhang auf die grossen praktischen Erfolge der angewandten 
' Seismik, vergisst aber dabei, dass die Refraktions- wie die Reflexionsseismik, 
‚entsprechend ihrem einfachen Arbeitsschema an die Seismographen zum Teil 
‚andere und vor allem geringere Anforderungen stellt. In klarer Erkenntnis 
dieser heute nur wenig veränderten Sachlage schrieb WIECHERT in der erwähn- 
ten Arbeit: «Unsere Aufgabe für die folgenden Ausführungen ist aber klar vor- 
gezeichnet: Wir werden nicht nur untersuchen müssen, wie man empfindliche 
'Seismometer bauen kann, sondern auch, wie lesbare Diagramme zu erhalten 
und zu entziffern sind.» 

Versteht man unter lesbaren Diagrammen, die zu entziffern sind, Diagram- 
me, aus deren Inhalt man nicht nur auf die geologischen Strukturen, sondern 
‚allgemein auch auf die physikalischen Eigenschaften der Erde schliessen kann, 
‘so verlangt die Seismometrie in erster Linie eine exakte Erschütterungsmessung. 
| Mit diesen kurzen Hinweisen ist meines Erachtens zur Genüge dargetan, 
dass die Entwicklung einer einwandfreien und praktisch brauchbaren Erschüt- 


1) Institut fiir Geophysik, ETH. 
- 2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite SO. 
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terungsmesstechnik heute in vermehrtem Masse einem dringenden Bedürfni}h 
entspricht. In der vorliegenden Arbeit wird nun eine verfeinerte Theorie del 
Seismometer gegeben und damit in geeigneter Verbindung mit der Elektroni 
eine neue Methode zur Messung von Erschütterungen (mechanische Schwiry 
gungen, Normblatt DIN 1311 vom Mai 1939) entwickelt. | 


§ 1. Die Aufgabe der Erschütterungsmessung 


Die Aufgabe der Erschiitterungsmessung ist nach WIECHERT und andere! 
Autoren ([6], [7], [26]) die Messung von kleinen Bewegungen starrer Massei]k 
Diese Beschränkung auf starre Massen ist weder notwendig noch vereinfachff 
sie die Aufgabe. Die Bewegungen eines elastischen Körpers relativ zu einen 
Koordinatensystem sind vollständig bekannt, wenn man in jedem Zeitpun 
die Lage jedes einzelnen Massenpunktes des elastischen Körpers relativ zu 
Koordinatensystem kennt. 

Verwendet man das rechtwinklige Koordinatensystem S, mit den Einheit 
vektoren n,,, N, 11. als raumfestes Bezugssystem und betrachtet einen beli 
bigen Massenpunkt M, so kann man seine Lage durch den Vektor 


r{ Muelle a} + s{é, N, c} 


darstellen, wobei der Vektor r seine Ruhelage und der Vektor s seine Bewegun 
relativ zur Ruhelage erfassen möge. 

Für Erschütterungsmessungen auf seismischem Prinzip ist das Absolut 
system S, als Bezugssystem gegeben. Hat aber die zeitliche Änderung d 
Schw erebeschleunigung g auf die Messung keinen merklichen Einfluss, so da 


fläche als pe eee nee wahlen. 
Die allgemeine Aufgabe der Erschiitterungsmessung besteht nun darin, ent 
weder die drei Komponenten &, 7, € oder 0&/0t, On/ot, 0£/0t oder 02E/98° 
0?n/0t?, 0°Z/0t? als Funktionen des Ortes r und der Zeit ¢ zu messen. In dell 
Technik sind oft einfachere Angaben ausreichend. 
Für die Erschütterungsmessung ist die Tatsache von Bedeutung, dass fü 
viele praktische Beispiele die einzelnen Komponenten €, #, £ periodische Fun 
tionen von ¢ sind oder sich wenigstens durch einige allerdings nicht harmonise 
liegende harmonische Schwingungen hinreichend genau erfassen lassen [2]. 


§ 2. Der äussere Aufbau | 
der elektronischen Kombinationsseismographen | 
| 

Ein elektronischer Seismograph ist aus einem Seismometer und einem Ver 
grösserungssystem zusammengesetzt. Ein elektronischer Kombinationsseismos 
graph besteht aus mehreren Seismometern in Reihen- oder Differenzschaltunil 
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oder in einer gemischten Schaltung und verschiedenen, voneinander unab- 
‘hangigen, elektronischen Vergrösserungssystemen. 

Ein Seismometer besteht aus einem mechanischen System, kurz auch als 
‘Schwinger bezeichnet, der so in einem starren Rahmen oder Gehäuse befestigt 
ist, dass er kleine Bewegungen um eine stabile Gleichgewichtslage ausführen 
kann, und einem elektromechanischen Umformer, der die Bewegungen des 
Schwingers relativ zum Gehäuse in elektrische Spannungsschwankungen V, 
überträgt. 


Stab Masse 


Fiori Rigs 


Schematische Darstellung des Schwingers, Schematische Darstellung der wichtigsten 


praktisch brauchbaren Schwinger zurück- 
fiihren lassen. 


auf den sich mit wenigen Ausnahmen alle 


elektromechanischen Umformer mit Speise- 
spannung. Jn praxi werden im allgemeinen 
nur die aktiven Elemente (eingerahmt) in 


die Seismometer eingebaut. 


Den einfachsten Zusammenhang zwischen V, und der Messgrösse ergeben 
‚unter der Vielzahl der möglichen Schwinger diejenigen, deren Massenelemente 
sich, wenigstens näherungsweise, auf geradlinigen Bahnen bewegen und damit 
praktisch nur eine Bewegungsrichtung besitzen. Sie lassen sich mit Ausnahme 
‚der astasierten Pendel formal auf einen Stab, der einseitig eingespannt und 
am anderen Ende federnd befestigt und mit einer Zusatzmasse M versehen ist, 
zurückführen (Figur 1). 

Die elektromechanischen Umformer, die eine Dehnung oder Verschiebung 

oder deren Änderung pro Zeiteinheit messen, lassen sich folgendermassen ein- 
teilen: 
_ a) Elektromechanische Umformer mit Speisespannung. In Figur 2 sind die 
Umformer mit Speisespannung schematisch dargestellt. In Figur 2a sind die 
beiden Kapazitäten C, und C,, die auch durch «Strain gages» oder Induktivi- 
täten mit beweglichem Kern ersetzt werden können, die aktiven Elemente. In 
Figur 2) ist der Widerstandsstreifen S, und in Figur 2c die bewegliche Spule 
S, das aktive Element. In praxi werden im allgemeinen nur die aktiven Ele- 
mente (in Figur 2 eingerahmt) in die Seismometer eingebaut. 

b) Elektromechanische Umformer ohne Speisespannung. Die Umformer ohne 
Speisespannung sind entweder auf dem piezoelektrischen oder magnetostrik- 
tiven Effekt oder nach dem Tauchspulen- oder Reluktanzprinzip aufgebaut. 


| 

| 

| 
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Ein elektronisches Vergrösserungssystem besteht aus einem Verstärker u1 


einem Registriergerat (siehe § 6). 


§ 3. Die Beschleunigung, mit der ein beliebiges Massenelement d! 
Schwingers belegt wird 


Die Bewegung eines Seismometers, dessen Rahmen sich zusammen mit sein J} 
unmittelbaren Umgebung wie eine starre Masse verhält, lässt sich wie fol 
beschreiben (Figur A Das System S, sei das Absolutsystem. Das Koordinate) 
system S, sei mit S, starr eration und sein Ursprung O, liege in der Ruhi 
lage des Messpunktes M „. Das System S, gehe durch eine Parallelverschiebunfl 
aus S, (Lagekoordinaten &, 7, £) und das System S, durch eine Drehung ailf 
S, bei gemeinsamem Ursprung hervor (Lagekoordinaten y, gy, 7). Ist d 
System S, starr mit dem Seismometer verbunden, so beschreiben &, n, & “a £ 
Translations- und y, y, y seine Rotationsbewegungen. 

Die Einführung von y, @, x ist nur deshalb notwendig, weil es keine Seism 
meter gibt [9], die nur auf Translationsbewegungen empfindlich sind (e 
gegen einer vielfach irrtümlich vertretenen Ansicht, zum Beispiel in [25]). 

Die Beschleunigung b eines beliebigen Massenelementes des Schwingeif 
kann im vorliegenden Fall so berechnet werden, wie wenn das Element in seindf 
Ruhelage relativ zum Gehäuse, bezeichnet durch den Punkt P mit den Koolfi 
dinaten x,, yy, 2, im Koordinatensystem S,, festgehalten würde. 

Die Berechnung von b[S,] = bi byy, baz} (mit biS,] sei die Darstellu | 
der Beschleunigung b im Koordinatensystem S, bezeichnet) ist in [8] durchgif# 
führt. Für Erschiitterungsmessungen ($ 2, [24]) ist folgende Näherung ausr 
chend, aber, wie gezeigt werden soll, keine Bedingung für die Lüsung der At 
gabe. Mit Oy/0t = x, ... erhält man für b 


bia AU +p)+n-rx+py+2pv) 
a À 


TAMPrPrAr er Mis COR Ye 


Day = —% (pe ya (x? + y°) 
LAC — 0 2 uno ee a 


br = —M (XY U+ D + pt Ÿ) 
men nt CL RS 


Im allgemeinen wird das Seismometer im System S, eine beliebige Lage inné 
haben und somit das System S, nicht mehr das dem Schwinger am besten ar 


gepasste Koordinatensy stem darstellen. Daher wird ein fiinftes Koordinater 
system S; eingeführt, das mit dem System S, starr verbunden ist. Beschreibt maf 
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‚die Drehung des Systems S, in bezug auf das System S, mit Hilfe der Matrix 


~ Q 4 > N 14 ~ 3: FL \ 
Cosa] COS, cosy: 
D = | cosa, cos cosy; 
/ CA 


Q nnah’ AG 
\ COS 43 COSP3 COS y3 


/ OF VL, = hall = = 3 R 4 4 RATE 
mes a,, cos 3; ocys,; (7 = 1, 2, 3) sind die Richtungskosinus des Systems S, in 
bezug auf das System S,], so ergibt sich für die Beschleunigung b[S;] [23] 


b[S,] = 9 DIS]. (2) 


|! 
Dabei hat man in b Sy) die Koordinaten 44, 14, 2, des Punktes P mit Hilfe der 


Z 
i 
Z, 
4 Zr 
‘ 
| 
Mp |S, 
4 = 
FI 
RER 
ÿ Z4 
2 
LA 
x % 
X 2 
% 
Fig. 3 Fig. 4 
Darstellung der eingeführten Koordinatensysteme Die Eulerschen Koordinaten. 


Sy, Sy, Sy Sy und Lagekoordinaten €, 7, Ë, wy, @, 7. 
M, = Messpunkt. 


Gleichung (d = Vektor 0,0,; O,, O; = Ursprung von Sy, Ss; q = Vektor O,P, 
y = Vektor O; P) 

Gif a Var Za} = Yo? el %5, Ya, 25} + Dl dag, Tay das} (3) 
durch die entsprechenden Koordinaten x,, v;, 2, zu ersetzen. 

Die in Figur 3 verwendeten Lagekoordinaten sind so gewählt, dass kleine 
Sewegungen auch kleine Beträge von yw, go, z ergeben. Es ist aber zu erwarten, 
lass in konkreten Aufgaben andere Definitionen dieser Lagekoordinaten die 
Messung vereinfachen können. 

_ Verwendet man zum Beispiel für die Beschreibung der Rotationen des Systems 
5, relativ zu S, die bekannten Eulerschen Koordinaten y,, 9,, 0, (Figur 4, [11]), 
10 ergibt sich für die Beschleunigung b 


Oe = — x, (Qu + Hi)? — Va (G1 + Ya) + 24 (Ya Ds) + E+ 4 (Yi + Gi) » | 


Bey 4 (Gi + Hs) — ya (Gr + Ha)? + OF) — Ze (i Où) — E (pi + qu) + 9, 


; (4 


az = 42 D Pi + Va Di — aM — DD +0. 


_ Ferner können die Erschütterungen, zum Beispiel in Fahrzeugen, einer belie- 
gen Bewegung überlagert sein. Die Berechnung der Beschleunigung b ist für 
liesen Fall in [23] durchgeführt. 
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§ 4. Der Schwinger 


Figur 1 zeigt den Schwinger, der aus einem elastischen Stab der Längeil 
der Biegesteifigkeit EZ, der Dichte 9 und des Querschnittes g, einer punktfé i 
migen Zusatzmasse M und einer Zusatzfeder mit der Federkonstanten 
besteht (e = Dämpfungsfaktor, H = EI/o gl). Der Rahmen des Schwingers 3}} 
so mit dem Koordinatensystem S, verbunden, dass die Stabachse mit GH 
x,-Achse und die Schwingungsebene mit der (x,, y,)-Ebene zusammenfällt. 

Somit unterliegt der Ausschlag des Schwingers w, (w, = wl, x,=7/) in al 
y,-Richtung folgender Differentialgleichung 


d?w Ow Ow by 
ot? oF On a 


die noch durch die Randbedingungen 


P= wv — 0; a 2 oe 
or 
0? w Ow 07 w 
Ho lia eo Sgt AE, 
ETS eee Ml? by 0?w 
HET à eg eee == AE eee 


zu ergänzen ist. 
Zur Lösung verwendet man den Ansatz 


mit 


der, in (5), (6) eingeführt, mit Hilfe der Gleichungen 
d'u, (1) 


ays mem) + 7 u„(1) 
und 
WC. aC, à \ es 
Sy iE qe 282 dt. SE Le C,) Un = pS. F; Un = 2 D 
n= ; n=1 
Ten Dr al) == eG 
ergibt. 


Damit sind die Eigenfunktionen w, vollständig bestimmt. Zu berechn: 
sind noch die Funktionen EF, bzw. C,. 
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Versteht man unter S den Operator (Stieltjessches Integral) 


a} 


JS f(r) ux dr = | f(r) uy dr + L, f(1) u,(1) , (10) 
ii 0 

| so erhält man für die «belastete Orthogonalitat » [14] und für die Normierungs- 
) bedingung zwischen den Eigenfunktionen 


JS u;u,dr=0 (7 =k), S DE GE = 


‚und für /;,, unter Berücksichtigung der Gleichung (10), durch Anwendung von 
ie) auf Gleichung (9) 
1 
= / Fer, t) u, dr + HG, u,.(). 
ù 
Damit ist die Integration grundsätzlich durchgeführt. C, ergibt sich aus 
der Differentialgleichung 


aC, dC, | 
‘ ze ik DEO Sure. 
I Setzt man zum Beispiel folgende 
P § 
19 Störungen (allgemeinere Funktionen 
- | durch Zusammensetzung nach Fou- 
—_ a ! RIER) 
EN. | | 
SS Sane 4 F(r, t) = ip Be if G, = £, ei vt 
| 
0 — | (i =V-1) 
7 Er : I LS 
an, so ergibt sich für die stationäre 
94 | Lösung: 
es K,, u 
: | | ue == plot Do SCT 
1 1 | a (7, t) € 2, v2 0e - Lew 
42 | mit 
1 
Gi — 7 = vw 
| Ku = (ho) un) dr + ll). 
wo 0% 
D 5 ! 5 a 1] n 
Fig. 5 Die Frequenzgleichung lautet 


Graphische Darstellung der Frequenzgleichung (11). (Figur 5) : 


Een eee 1, (11) 
Ja a  cosh « sin & — cosa sinha 
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Mit den Abkiirzungen 
C,(7) = cosa, 7+ cosha,7, S,(7) =sina, 7+ sinha,7, 
c,(7) = cosa, * — coSsha, 7, Sr) = Sia, 7 — sma 7 
erhält man für die normierten Eigenfunktionen 


S, | 
unl?) = By (= 2G) en) + Sa), all 


1 Sa(1) \2/ Cn(1) Sn(1) 4 sinh Ln COS Xy + cosh Xy SIN &, L. 4 
BE — Comer ) (1 + 24, 2 a, + L, cè (il 
Sn(1) (sa) \ 
NE | On + 21, ¢,(1) (1) 


si COS COS Sos IC all gel 
sinh In Se n =: = n n\ ) il ) + Ir Sn) 
er n 


Spezialfälle 


A) ONE ON res né): 
Frequenzgleichung: 
cosa cosha + 1= 0 


(a, = 1,875, & = 4,694, &, = 7,855, a, = 10,996, [10]). 


b) fo > © (gehaltenes Ende). 
Frequenzgleichung: 
tga = tgha 


(a, = 3,927, & = 7,069, a; = 10,210, x, = 13,352 [10]) 
Eigenfunktionen: 
il 
ur) = —c,(v) + — ae 
nl) = —enlt) + Sarg Salt) 


c) M> og! (Federpendel) . 
Mit sina = a — a3/3, cosa 1 — a?/2 usw. geht Gleichung (11) 
chung (12) tiber in 


2 


1 


3E IP +4, 1 Side 1 3 
== M ’ u(r) ~ (- =). 


u stellt bis auf einen konstanten Faktor die elastische Linie dar. | 


§ 5. Die Eigenschaften der Seismometer 


Ein Seismometer besteht, wie in § 2 erwähnt, aus einem Schwinger (§ |] 
und einem elektromechanischen Umformer. | 


¥Vol. IV, 1953 Theorie der Kombinationsseismographen 65 


Die verschiedenen Umformer lassen sich einheitlich erfassen. Ist fy ein 
Jperator, das heisst eine Vorschrift, die jeder Funktion f(r, t) eine Funktion 
Un f(r, t) mit = 79, das heisst der Variablen ¢ allein zuordnet, so ist (em = Emp- 
ändlichkeit des Umformers) für kapazitive oder induktive Umformer in Brük- 
senschaltung (m = 1) 

Ti f(r, t) = 4 (f(r, 8) 


v=", 


fir «Strain gages» oder näherungsweise piezoelektrische Umformer (a4) 


Dae 


rie dee A7 t) 


NG 

and für induktive Umformer ohne Speisespannung (m = 3) 
; RON \ 

Tf, ) = %(— 1,9) ay 


Damit ergibt sich für die allgemeine Seismometergleichung (11, = Einheits- 
vektor in Arbeitsrichtung) : 


V, = qe lw= Ir I > | F, (2) Prlt = T) dt u„(r) ’ (13) 


Fa 
E, = — | / nl u,(r) dr + + (11, b) vt , 


Eine Diskussion der Greenschen Funktionen @,,(¢) findet man in [15]. Als 
Arbeitsrichtung bezeichnet man die Bewegungsrichtung des Schwingers. 

Zur Berechnung des Amplituden- und Phasenganges nimmt man zum Bei- 
spiel an, der Schwinger sei mit dem Koordinatensystem S, starr verbunden 
(Arbeitsrichtung parallel y,) und die Beschleunigung sei 


Dep ON 0, — ee 
Dies in Gleichung (13) eingesetzt, ergibt 
JE if \ 
Sr No I m Et ur) 4 
= x a a un(r) dr + Lu.) |. (14) 
n= 0 ; 


ZAMP IV/5 
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Bezeichnet man den Effektivwert E,(w) der Ausgangsspannung V, i 
no = 1 als Wegempfindlichkeit, so folgt aus Gleichung (14) für E,,(@) 


1 
E „(o) ie L | SF o Um = un(r) | / u,„(r) dr al IR 20) 
0 


V2 — v2 — D“ LEO 
4 n= 


und damit fiir V, 
Vz = V2 no Ew(oo) ern. 


#,, ist durch die Gleichung 
1 


(/ u,(r) dr + L, 0) 


0 


oo 2 : 
; 9 2 t y 
V2 E,,(@) ei(mt Oy) _ 2 a” I'm € Cae Un (7) 


> > ; 
Vor IE N CD 
n=1 n 


bestimmt. 
Definiert man entsprechend E,(®) und E,(w), so folgt 
V, = V2 19 © Eglo) ei), Y,=V2 ng 0 Eyln) ee! 90) 
mit 


ee or ve 


Die Empfindlichkeiten sind gegenseitig durch folgende Gleichungen val! 
bunden: | 
ENO) =o) = 07 F6, (60). 


Für ein vorgegebenes Seismometer, charakterisiert durch die Konstantdl} 
&, Ly, Ls, 4, .--, Yn», den Operator 77, und die Eigenfunktionen #,, beschreill 
somit die Wegempfindlichkeit als Funktion von w [einzelne Zahlenangaben {| 
der Literatur beziehen sich im allgemeinen auf den linearen Arbeitsbereich od/f} 
auf die statische Empfindlichkeit E (0), E,(0)], den Amplituden- und die Fun 
tion Ÿ,, den Phasengang des Seismometers als Wegmesser (in den Diagramme) 
erscheint Ÿ,, im Zeitmaßstab Ÿ,,/w). Analoges gilt für die Funktionen E,( 
E,(®), d,(w), 9,(@), die den Amplituden- und Phasengang des Seismomet 
als Geschwindigkeits- bzw. Beschleunigungsmesser beschreiben. 

Werden jetzt die Funktionen 


E,,(w) e'’®, E,(o) e'”, E,(o) e'* | 
in der Gaußschen Ebene mit w als Parameter dargestellt, so ergibt dies el | 
gutes Bild über das Verhalten eines Seismometers gegenüber Erschütterungefi 
(Figur 6). | 

Die Empfindlichkeiten, zum Beispiel E,,, sind derart von w abhängig, dal 
jedes einzelne Glied in der entsprechenden Reihendarstellung proportional ein« 
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“42 


Fig. 6 
Der Amplituden- und Phasengang eines Seismometers als Weg-, Geschwindigkeits- und 
Beschleunigungsmesser (M = fy = 9, «© = œlv,, e/v, = 1/2). 


£5(0,)/£5 (0,20) 


1 

: 

eo. lg NT TU TT DO 

| Fig. 7 | 
| Die relative Empfindlichkeit E,(0, L;)/E,(0, co) für punktformig bei 7 = 1 angreifende 
a Umformer( 1,1"). 
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Ferner ist die Empfindlichkeit proportional e, und von L, sowie L; u 
bei Verwendung von J, auch von 74, der aktiven Länge des Umformers, al 
hängig. Es sind dies keine einfachen Funktionen. Im folgenden sind zwei dure 
gerechnete Beispiele graphisch dargestellt. | 

1. Für punktförmig bei 7 = 1 angreifende Umformer (1%, 73). 

In Figur 7 ist die relative Ro ee. E, (0, L,)/E,(0, 4 
in Funktion von L, (Lz; = 0; @ = 0; », ..., v, = const) dargestellt. 


Tabelle 1 
Die möglichen Funktionstypen für die verschiedenen Empfindlichkeiten und Umformes 


IPS Ie Is | 1 
| 
2 
wo? Q . 

E ur tw? 2 

w ~ const für © >», X 
E o Q, (e + 0) oe 

v ~ const für © & 7 x const für © >», 
E OF io Q, (€ + 0) 

ë | ~ const für © < », ~ const für © & », 


2. Für Umformer, die durch 7”, erfasst werden. 
Mit v = VE/o erhält man für E,(0): 


eme 5 
E,(0) == us >> 5 En Gn D 


1 
EG, "À | un (r) dr Se Li un(1) ’ G, — By = =. EU + Call) entra) * 
0 
In Figur 8 ist die relative Empfindlichkeit E, (0, r,, L,)/Ey (0, rs, 0) 


Funktion von 7, für verschiedene Werte von L, (L, = 0) als Parameter eingl} 
tragen. 


(x, = 0 bis x; — !) und der (x,, y,)-Ebene AR Schwingungsebene starr ve | 
bunden. 

Das System S; soll aus dem System S, durch eine Parallelverschiebung | 
Richtung der —x,-Achse um den Betrag dy (do = dy) hervorgehen. Somit ist ( | 


Ka = Ye dy, Va = We. 24 = 25 


7, Tr 19593 rie C > > : ; 
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Die Beschleunigung sei 
| l 
1) Ose = O52=0, dr do) % = (do — Xs) ARGO 


Damit erhält man fiir V, (ld = d,) 


} co 9 r ; 
ES ©" Xo m ar u, (r) ; 
174 > Da = | [(d-nNu,(n)dr+(d-1)L, 21) : 


n=1 


0 


Fpl0; 72, 1,)/&(0; (8,0) 


l; = 0,966 


) 
T 
| 
| 


Ly = 0,664 


Fig. 8 


Relative Empfindlichkeit E,(0,7,, Li)/E,(0,7,, 0) in Funktion der aktiven Länge PAS 


Umformers für verschiedene Parameterwerte L, (Lz = 0). 


‘Hat die Gleichung 
V, = 0 (für alle {-Werte) , (15) 


| 
die eine Bestimmungsgleichung für d ist, eine reelle Losung, wie gezeigt werden 
soll, so bedeutet dies, dass auf der Stabachse insofern ein ausgezeichneter 
Punkt (neutraler Punkt) existiert, als durch die Verlegung des Ursprungs des 
Systems S, in diesen Punkt (Abstand von der Einspannstelle des Stabes = dp) 
die Beschleunigungen infolge der Drehbewegungen des Systems S, eliminiert 
werden. 

Die Bedeutung dieses Punktes ergibt sich aus folgender einfacher Uber- 
legung: Der Schwinger sei mit dem Koordinatensystem S, mit der x,-Achse als 
Stabachse (x, = I, bis x, = 1, + I) und der (x,, y,)-Ebene als Schwingungsebene 
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starr verbunden, und die Beschleunigung sei d,,= (h+1)yg(zr=1)od« 
umgeformt, 


y=ilhtnä=ilhtd-dtng, (h=h). 


Laut Definition des neutralen Punktes (15) ergibt die Beschleuniguif 
1 (—d + y») 7 keinen Beitrag zur Ausgangsspannung V,, oder die von 7 abhälE 
gige Beschleunigung / (I, +r) z kann durch diejenige des neutralen Punkte 


nämlich / (J, + d) % , ersetzt werden. 
Setzt man analog 


[ un”) dr + L, u,(1) 


0 


1 If 


1 
= me: tot és 
Ey, = V2 v2 mn dE jew ( Un(r) dr 3 L; 7) 
/ 


0 


(d, = Abstand des neutralen Punktes und E,, = Beschleunigungsempfindlicif 
keit der n-ten Partialschwingung), so folgt 


> V2 w? 40 Ad, FC OL EN 


n= 


Ad =a =e 


nm? 


das heisst den Beitrag jeder Partialschwingung kann man als Beitrag ei 
Federpendels (+ eh mit der een E;, ur 


der Ausgangsspannung V,, => V,), das im Abstand Ad, vom neutrald|! 


Punkt des Seismometers ane wird, auffassen (Schwingungsrichturif 
parallel Arbeitsrichtung). Somit stellt die Gesamtheit dieser Federpendi] 
(+ Umformer) in Reihenschaltung ein einfaches Ersatzschema des Seisml 
meters dar. 

Wie aus Gleichung (15) ersichtlich, ist die Lage des neutralen Punktes ein} 
Funktion von w. In Figur 9 ist der Abstand d (L, = 0, L; = 0, I, e = 0) | 
Funktion von w/v, aufgetragen. 

In Figur 10 ist ebenfalls der Abstand d für den Fall Z, = 0,1, = 0, 13, 
in Funktion von w/v, für verschiedene Parameter Ve dargesteiä fie al 


ni) 


optimale Lange 7, (das heisst d nahezu konstant) ergibt sich 0,44 (lineare Inter | 
polation). 
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| DAL 
—— - _ —— wf, 680 
05 10 LF 20 oe 70 O 
Fig. 9 Fig. 10 
Der Abstand d des neutralen Punktes von der Der Abstand d des neutralen Punktes ftir 
Einspannstelle des Stabes in Funktion von w/v, den Palle 7 0,075 0.21%, 6 0 cand 
(L, = 0, L, = 0, In: £ = 0). für verschiedene Parameterwerte ie, 


(optimaler Wert von 7, = 0,44). 


Fig. 11 


Vier nach der vorstehenden Theorie gebaute und geeichte Seismometer. 


| 
| 
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§ 6. Die elektronischen Vergrösserungssysteme | 
ae 


Die Verstärker haben zwei Aufgaben. Sie dienen einerseits zur Anpassu i 
der Seismometer an das Registriergerät und liefern anderseits bei Verwendu]} 
von geeigneten Schaltungen, als Rechengeräte, einen Beitrag zur Auswertw | 
der aufgenommenen Erschütterungen. Ihr Aufbau ist somit im wesentlich à 
vorgezeichnet. Sie bestehen je aus einem Vor- und Endverstärker und eine) | 
Zwischenverstärker als Rechengerat. | 


m, | oy 20 
= no | ces oe 
| 


> | 
a, “Sai | 


| 
== 1 «| El a 


= =t | —— + 


| 
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Fig. 12 
Schaltschema eines RC-Bandfilters. Die Werte der Schaltelemente sind in WF bzw. MQ angegeb{l! 


Zur Lösung der vorliegenden Aufgabe (§ 1) benötigt man als Rechenelemenif 
differenzierende und integrierende Vierpole [20] und Bandfilter. Ihre funktif 
nelle Bedeutung ist in den $$ 7 und 8 dargelegt. 

Die Bandfilter werden entweder zur Begrenzung des Frequenzbandes ui 
damit zur Verbesserung des Störpegels oder zur spektralen Zerlegung vdf 
Signalen (zum Beispiel Fourier-Analyse) verwendet. Für die Erschütterung | 
messtechnik sind, trotz ihrer relativ kleinen Kreisgüte, Bandfilter auf der Grun| [ 
lage von rückgekoppelten RC-Filtern sehr geeignet. Als Vorteile sind ihr relatıf 
kleines Gewicht, ihr geringer Platzbedarf sowie ihr einfacher Aufbau und in 
kleine Störanfälligkeit anzuführen. | 

Eine allgemeine Theorie der RC-Bandfilter, die etwa mit der Theorie vol. 
W. CAUER [3] für verlustfreie LC-Filter vergleichbar wäre, gibt es noch nic | 
Sie diirfte auch wesentlich schwieriger sein. | 

Das in Figur 12 wiedergegebene Schaltschema ist daher als ein Beispiel 2 | 
betrachten und wurde «halb theoretisch, halb experimentell» gefunden. D | 
Figur 13 zeigt die gemessene Frequenzkennlinie. Die erste und zweite Stufe bildel 
die untere (Hochpass) und die dritte und vierte Stufe die obere Flanke (Tiefpasa | 

Auf eine eingehende Beschreibung der Vergrösserungssysteme kann in At | 
betracht der ausgedehnten Fachliteratur [17], [20] verzichtet werden. 
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Die gemessene Frequenzkennlinie des in Figur 12 dargestellten RC-Bandfilters 


(Durchlass für 100 Hz = 100%). 


Fig. 14 


Der elektronische Teil eines nach der vorstehenden Theorie gebauten 
6-Kanal-Vergrösserungssystems. 
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§ 7. Das Schema des exakten Seismographen 


Die allgemeine Seismometergleichung (13) kann, gestützt auf das im $| | 
hergeleitete Ersatzschema, mit | 


=D, ci 
n=1 
als Losung des Gleichungssystems | 
Ann Vn Opa. C= lens (i 


aufgefasst werden. b, ist die Beschleunigung des neutralen Punktes des n-te 
Federpendels. | 
Die linearen Operatoren haben zum Beispiel für m — 1 folgende Form: 
al, Ze + vr s 

Für das lineare Vergrösserungssystem gilt, wenn der Lichtzeigerausschlaf 
mit a bezeichnet wird, die Gleichung 


D,a— DV, (1 

mit 
d dni ’ 

Da ta Bee re (=12,...) 


Soll nun auf dieser Grundlage ein exakter Seismograph, das heisst ein Seid} 
mograph, der nach Erreichung des stationären Zustandes des Vergrösserung 
systems alle zur Aufzeichnung gelangenden Erschütterungen amplituden- un!) 
phasenrein vergrössert (man vergleiche [6]), aufgebaut werden, so ist folgen 
Aufgabe zu lösen: Bei gegebenem Seismometersignal V, sind die Operatorelf 
®, und ®, so zu bestimmen und elektronisch darzustellen, dass zwischen a un} 
b, — sie sind gegenseitig, wie aus dem Ersatzschema hervorgeht, durch I | | 
Operationen verbunden — folgende Gleichung zu Recht besteht (x = Vergröss 
rungsfaktor des Vergrösserungssystems) 


A= —U Cm D, : 


Mit Rücksicht auf die relativ kleine Bandbreite der Erschütterungen isf 
eine Näherungslösung, deren Gültigkeit auf die Umgebung einer Eigenfrequen} 
des Seismometers (vorwiegend Grundfrequenz) beschränkt ist, völlig ausrei | 
chend. Damit ergibt sich näherungsweise aus den Gleichungen (16), (17) al 
(18) fiir die Differentialgleichung des Seismographen 


D, aa V; = —®, Em Dn 
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und aus dieser Gleichung, wie man leicht erkennt, für die Operatoren ®, und®, : 


® =a und D, =xA, V. 


m,n Ss 


oder 


= u tee n LA : 


Die elektronische Realisierung dieses Vergrösserungssystems ist unter den 
gemachten Voraussetzungen einfach. Es besteht zum Beispiel für m — 1 aus 
einem Vorverstärker, drei getrennten Zwischenverstärkern mit den Übertra- 
gungsoperatoren 


r. > ! 
HV, MaE- und y. 


einem Bandfilter ($ 6), einem Endverstärker und einem Registriergerät, zum 
Beispiel K. O. In praxi erzielt man die richtige Einstellung der Zwischenver- 
stärker, indem man die Verstärkung der einzelnen Verstärker variiert, bis die 
freien Seismometerschwingungen keinen Lichtzeigerausschlag mehr ergeben. 
Die Bandbreite des Filters ist durch die zulässige lineare Amplituden- und 
Phasenverzerrung [23] festgelegt. 

Für ein Seismometer mit einem Federpendel als Schwinger (Spezialfall c, 
§ 4) ergibt das vorgezeichnete Schema eine exakte Lösung. 


§ 8. Die Messung von 8, 7, 8,5, 7, 5 = 7, 5 mit Hilfe eines 
elektronischen Kombinationsseismographen 


Für die Beschleunigung b (be Da bas} gilt allgemein [23]: 


ER er ara Ry» +2 as, 
= Ry + %q Ro + Va Ro + 2% Ras, 
Das = Rg + % Roy + Va Rat 2, Ra; 


X, Ya und z, sind jeweils die Koordinaten des neutralen Punktes. 

Die Vergrösserungssysteme seien so beschaffen, dass 

1. ein exakter Kombinationsseismograph entsteht, das heisst jede beliebige 
Kombination von Seismometer und Vergrösserungssystem einem exakten Seis- 
mographen entspricht (u, = u = const) und 

2. die Bandfilter der einzelnen Vergrösserungssysteme gegenseitig lückenlos 
abgestuft sind. Die Anzahl der Vergrösserungssysteme ist daher durch die Fein- 
heit der Unterteilung der Bandbreite der Erschütterungen gegeben. 

Mit diesen Vergrösserungssystemen und einem oder zwei oder n + m Seismo- 
metern können nun folgende Grössen, spektral zerlegt, gemessen werden. 


BE 


| 
| ! 
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a) Mit einem Seismometer. Man verlegt den neutralen Punkt des Seism} 
meters in den Ursprung des Koordinatensystems Sy (X = Vy = 2, = 0) und ef 
halt, wenn die Arbeitsrichtung zum Beispiel parallel zur x,-Achse ist, 


und entsprechend allgemein (Schema I) 


eee PER an. ete 
b) Mit zwei Seismometern. Man verlegt den neutralen Punkt des einen Sei 
mometers in den Ursprung des Koordinatensystems S, (x, = y, = 2, = 0) u 
den des andern zum Beispiel auf die x,-Achse im Abstand x, und erhält, wer‘ 
beide Arbeitsrichtungen zum Beispiel parallel zur z,-Achse und die Signalspa 
nungen in einer Differenzschaltung vereinigt sind, | 


und entsprechend allgemein (Schema II) 


1 j 
Ry; =— — 1 En Ha Anj, (Rk = 5 ] = le De 3) 
] x 
a 
: 1 
er TE 


c) Mit n + m Seismometern. Mit analogen Anordnungen kann man all 
mein folgende Grösse messen: 


m/2 


De hrs Rx; + 2 hy Ry. 
k=l 


STs 
Mit 3 x 2 Seismometern erhält man zum Beispiel y? oder y? oder 72. 
Die Messung bzw. Bestimmung von £, n, C, &,..., € mit maximal zwei Seil 


mometern und zum Beispiel mit Hilfe der Lagekoordinaten y, p und 7. | 
Es ist daher [§ 3, (1)] 


R=Étyx ip 89, REY Rep. 


Ry, = —7? — p? usw. 
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a) In erster Näherung. In erster Näherung setzt man y= p=7=0 (reine 
Translationsbewegungen) und misst nach Schema I R, für k = 1, 2,3 und 
erhalt 


e m Lu 


und durch Integration 
E + ud, 7 = it? 
Eee NR Teen PS ES TALENTS 
Url: i Em He Ba: ; 


Die Integration kann auch elektronisch durchgeführt werden (siehe ferner 
Spezialfälle § 5). 

B) In zweiter Naherung. In zweiter Näherung setzt man alle quadratischen 
Glieder, wie zum Beispiel 7? oder @ y, gleich Null und misst nach Schema I R, 
für k = 1, 2, 3 und nach Schema II R, ‚zum Beispiel für k = 1, 7 = 3 und k = 3, 
1 = 2 und erhält: | 


ra .. 1 Ms 1 
OU leger NE SS = Us, SS ee 
2 4 em u a / x Em L 2 = Em Lu a | 
(19) 
: 1 3 1 | 
0 = —- — =: D = — — Aap. 
= 13° 5 ñ 32 
F Em M 24 Ÿ Cm M V4 J 


Aus diesem Gleichungssystem ergibt sich für é, n und E: 


2 ji f o AM fe aN is al RAT 
‘4 = eus 2 A ee 
é = (a Ar | / Ay dt ie 7 pr Eff Age at a 


mia 


und durch Integration &, 7, ..., €. 

Die Auflösung des Gleichungssystems (19) kann, sofern zwei Kombinations- 
seismographen gleichzeitig verwendet werden, auch vollstandig elektronisch 
durchgefiihrt werden. 

y) I n dritter Näherung. In dritter Näherung vernachlässigt man 7x — €  @, 
+ + 3 y gegenüber —g y, g y und misst nach Schema I À; Tue Ih, A 8) 
End nach Schema II R,, fir k= 2,7=1; k=3,7=1; R=3,7=2; k=1, 
Mel k—=2,47=2;k=3,7=3undk= 1,7 = 2 und erhalt: 


E-g9=, itev=h. Ep-ävti=n, ÿ-6p= Ta, 
Ryy—9=Tn, Ay RR, P+8=Tas Wr, 
p+ y= Tz, —} +py+2pY= Te 
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Dieses Gleichungssystem ergibt für y mit 1 + wp? ~ 1 die Gleichung 


1 nee 
Ty yp + Tai + ya .— EC VII An 


Aus y gewinnt man mit Hilfe der Gleichung 


1 


Pl ar 


&, 7 und ie durch Auflösung dieses CH nt ae = N, ... ¢ dur 
Integration. IE 

Diese Integration dürfte im allgemeinen rechnerisch nicht gelingen und 
daher zum Beispiel mit einem Tischintegraphen durchzuführen. 

0) In vierter Näherung. Die vierte Näherung wird durch À, und R,, dar 
stellt. Die in der dritten Näherung für y und & bestimmten Werte können 
verändert übernommen werden. Die Lagekoordinate y kann, da sie in den 
Doi auftritt, ohne Integration nicht ermittelt und daher die Bestimmu 


ei | 


13 


von &, N und & nicht allgemein durchgeführt werden. 
Die vollständige Lösung, das heisst die Bestimmung von £(t, 2), ... ergi 
sich durch systematische Abtastung des Messobjektes. 


§ 9. Fehlerrechnung 


Die zur vorstehenden Theorie fiihrenden Annahmen sind in praxi teilwe 
nur näherungsweise erfüllt oder erfüllbar. Die dadurch bedingten Abweichung 
sollen als Fehler bezeichnet werden. | 

a) Die Einzelmasse am freien Stabende des Schwingers wurde als punH 
förmig angenommen ($ 4). Bezeichnet man die Trägheitsmomente der Einzdl} 
masse mit @,, © und ©, wobei 

O,= 2:3 (m - Nam, O,= Dvidm, 0 = 0, +0, 
M M 


ist, so erhalt man fiir y= 1 an Stelle der Randbedingungen (7) die Rand 
dingungen: | 


do Ow Ow dw dw 


JE dr? € TES dt + 108 CM E 1 Fa = HG, | IES Or oF +- Hs = HG, à 
OH I x i 
Ly = Win? Go = TE | 0, Ro, + © Rp) 


Aus diesen Gleichungen folgt: 
1. Das Seismometer ist in der Arbeitsrichtung und in der Richtung der Sta’ | 
ne (@, Ry.) empfindlich. 
2. Ist @, klein, so muss, damit die Einzelmasse relativ zum Stab noch 2 | 
starr angenommen werden kann, auch @, klein sein. | 
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3. Ist ©, und ©, bzw. O klein, so muss, konsequenterweise, in der Differential- 
gleichung (5) des Schwingers auch der Trägheitswiderstand der Drehbeschleuni- 
gung mit berücksichtigt werden. Dies ergibt asynchrone Stabschwingungen, und 
damit wäre eine Auswertung der Messergebnisse praktisch unmöglich. 

Ein Seismometer ist daher zur Messung in zweiter oder höherer Näherung 
nur dann geeignet, wenn 


oder 
RESET eee 


ist. 

b) In $ 3 wurde angenommen, die Beschleunigung b sei unabhängig von den 
leinen Auslenkungen des Schwingers aus seiner Ruhelage relativ zum Gehäuse. 
Ist zum Beispiel die Arbeitsrichtung eines Seismometers parallel zur z,-Achse 
und sind x,, 0, 0 die Koordinaten des neutralen Punktes, so lautet im Spezialfall 
($ 4, c) die Differentialgleichung des Schwingers: 


dw dw 5 
Ge a DR Lis (20) 
Berücksichtigt man die Relativbewegung des Schwingers, so geht die Glei- 
fchung (20) über in 

d’w dw à 

PT HAE D Eu (vy? LR) w= —R, — %4 Ra. (21) 
Allgemein ist »? durch »? + R,, (j = 1, 2, 3) zu ersetzen. Dies bedeutet, dass 
die Annahme in erster oder zweiter Näherung exakt erfüllt ist. 
Zur Messung in dritter oder vierter Näherung ist notwendig, dass 


R,, € y? 


FES 
EZ IE 


ist, das heisst, es sind Beschleunigungsmesser erforderlich. 

Der Einfluss des Terms R,, w entspricht einer Modulation und ist nach dem 
Verfahren der aufeinanderfolgenden Verbesserungen in [22] berechnet. 

_ Es sei noch beigefügt, dass Schwinger, die durch die Differentialgleichung 
vom Typus (21) beherrscht werden, im allgemeinen instabile Bereiche haben 


Formal analoge Verhältnisse entstehen zum Beispiel auch bei einem Horizon- 
salpendel, dessen Aufhängepunkt vertikale Schwingungen ausführt [13], [19] oder 
dei einem Schwinger, der senkrecht zur Arbeitsrichtung beschleunigt wird [16]. 

c) Der Schwinger wurde als linear elastisch angenommen. 

Wird bei der Herleitung der Differentialgleichung (5) die Krümmung in 
zweiter Näherung berücksichtigt, so ergibt sich 


uz or dE cS Z ov? \ or 


02w Ow 0*w 3 0? [ 0?w / Ow \? io 
MARNE 2 | | = Bie : 
or? à or: 2 or? 2 


Als Mass für nichtlineare Verzerrungen wurde in [23] der Klirrfaktor J’ ein- 
geführt. 
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In erster Näherung ist: 


pak VSO 
= ea Vi ve — (3 ©) SE ae e2 (3 wo)? 
1 
| Fy roe arte Re | 
i | dr - £4 (1), IG un. en | “5 er es A | | 


0 | 


Zum Schlusse möchte ich Herrn Prof. Dr. F. GASSMANN für das grog 


kussionen herzlichst danken. Ebenso bin ich den Herren R. BERGER, Feilh 
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h Summary 


The basic principles of vibration measurements and their applications are 
hriefly discussed followed by the development of a new method. The essential 
satures of a combination-seismograph and the operation of its several parts are 
utlined. A general seismometer equation is developed and applied to the study 
f various types of practicable seismometers. The theoretical concept of the 
onstruction of a precise seismograph is then worked out, and a description is 
iven of its practical realization in the form of a precise combination-seismograph. 
ı discussion of errors of the new method of measuring mechanical vibrations 
inishes the paper. 


|Zingegangen: 17. Juni 1952.) 
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Zum Verteilungsgesetz der Tropfengrössen bei der Zerstäubung 


| Von Hans A. Troescu, Strengelbach, und PETER GRASSMANN, ETH., Zürich 


| Bei der Zerstäubung fällt immer ein Gemisch von Tropfen sehr verschiedener 
$réssen an. Von verschiedenen Seiten wurde darauf hingewiesen, dass die Zahl 
ler Tropfen in den einzelnen Grössenklassen — das Verteilungsgesetz — wahr- 
cheinlich statistischen Ursprungs sei [MEHLING!), LEWIS?)]. 


1) H. MeuuiNc, Zur Physik der Brennstoffstrahlen in Dieselmaschinen, ATZ., H. 16, 411-421 


1934) (Auszug aus Dissertation). N 
2) H.C. Lewis, D. G. Epwarps, M. J. GocL1A, R. I. Rice und L. W. Smiru, Atomization of 


equids in High Velocity Gas Streams, Ind. Eng. Chem. 40, Nr. 1, 67-74 (1948). 
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Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilungsgesetz führen, auch hier zu eindeutiäfj 
Ergebnissen zu gelangen, bedarf es zweier Erhaltungssätze. Sie entsprechen | 
nen, die auch dort als Grundlage dienen: Die Sätze von der Erhaltung der Ma 
und der Gesamtenergie. Der erste ist auch für die Zerstäubung, soweit man Il 
Verdunstung absieht, unmittelbar gegeben. Natürlich gilt für die Zerstäubs 
auch der Energieerhaltungssatz. Aber er nützt zunächst wenig, denn von 
Energie, welche der zu zerstäubenden Flüssigkeit primär zugeführt wird, verw 
delt sich bekanntlich der überwiegende Teil in Wärme. Nur ein ganz geringer, ff 
vornherein nicht angebbarer Bruchteil, erscheint schliesslich als Oberflächenene? 
des Tropfengemisches. 

Zur Umwandlung der dem System primär zugeführten Energie in Wärme | 
darf es aber einer gewissen Zeit. Gerade bei hochwertigen Zerstäubertypen min 
sich das schliesslich erhaltene Tropfengemisch in sehr kurzer Zeit ausbilden: If 
zu zerstäubenden Flüssigkeit wird eine hohe Relativgeschwindigkeit zum ule 
gebenden Gas erteilt, wobei grössere Tropfen durch die an ihrer Stirnflache ah 
tretenden hohen Staudriicke aufgeblaht und zerrissen werden, ein Vorgang, 
sich beim im Erdfeld frei fallenden Tropfen in Bruchteilen einer Sekunde abspi 
Bei den wesentlich höheren Relativgeschwindigkeiten, wie sie für die Zerstaub 
in Frage kommen, diirfte er aber in einem viel kiirzeren Zeitraum ablaufen 
zum Beispiel bei einem Wassertropfen von 70 4 Durchmesser in 2,5 - 10% 
10-%s. Nach dieser Aufteilung muss das Tropfengemisch möglichst rasch in ei 
Raum kleinerer Tropfendichte übergeführt werden; denn durch die Abbremsl 
am umgebenden Gas verringert sich rasch die hohe Relativgeschwindigkeit 
dass durch Zusammentreffen mehrerer Tröpfchen wieder grössere Tropfen 5) 
stehen könnten. Das in einem Raum hoher Relativgeschwindigkeit ausgebil | 
Verteilungsgleichgewicht auf die einzelnen Grössenklassen muss also so sch 
wie möglich «eingefroren» werden. In den für die Ausbildung der Verteilu I 
funktion massgebenden sehr kurzen Zeiten wird also im wesentlichen eine jé 
wandlung von kinetischer Energie in Oberflächenenergie und umgekehrt sth 
finden, wobei sich ein Gleichgewichtszustand zwischen diesen beiden Ener|f) 
beträgen einspielt. Erst nach Einstellung des Gleichgewichts verwandelt 
dann die noch vorhandene kinetische Energie über Reibungsvorgänge in Wärlin 
Nach diesem Bild des Zerstäubungsvorgangs wird also ein für jeden Zerstäulff# 
typ charakteristischer Bruchteil der primär dem System zugeführten Energie Hf 
gesamte Oberflachenenergie schliesslich im Tropfengemisch enthalten sein. 1} 
er aufgeteilt wird, mit anderen Worten, wie sich die Tropfen auf die einzel! 
Grössen verteilen, ist durch die Gesetze der Statistik gegeben. Man kann also ı i 
suchen, in die statistische Behandlung des Zerstaubungsvorgangs die Konst@ 
der gesamten Oberflachenenergie des Tropfengemisches an Stelle der Konst# 
der Gesamtenergie des Gasgemisches der statistischen Mechanik einzuführen. | 
Vergleich mit den experimentellen Ergebnissen muss dann erweisen, ob dies 
Ansatz eine günstige Näherung an die tatsächlichen Verhältnisse darstellt. | 

Im Gegensatz zu den Betrachtungen, die zum Maxwellschen Geschwinifl 
keitsgesetz führen, sind aber im Falle der Zerstäubung die möglichen Ener 
werte nach unten begrenzt. Sehr grosse Tropfen, und diese entsprechen Zustän. | 
niedriger Oberflächenenergie, sind instabil. Der Tropfen wird nämlich nur du 
die Oberflachenspannung zusammengehalten, und der dadurch bedingte Dr 
wird relativ zu den übrigen am Tropfen angreifenden Kräften um so kleineal. 
grösser der Tropfen ist. Durch eine derartige Stabilitätsbetrachtung lässt sich 
wie in einer späteren Arbeit noch im einzelnen dargelegt werden soll — für jeh 
Zerstäubungsvorgang eine maximale Tropfengrösse D, ableiten. | 
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Auch nach oben sind die möglichen Energiewerte beschränkt, da sehr kleine 
fropfen wegen ihres höheren Dampfdrucks instabil sind. Da ausserdem kleine 
Tropfen hohen Werten der Oberflächenenergie entsprechen, ist ihre Zahl im all- 
‚gemeinen schon durch die Bedingung der Konstanz der Oberflächenenergie so- 
weit erniedrigt, dass diese zusätzliche Grenze wenigstens für die bisher untersuch- 
‚ven Fälle Bi wesentliche Bedeutung zu haben scheint. Sie wurde deshalb in der 
Jolgenden Betrachtung nicht berück sichtigt. 

Tatsächlich gelangt man, wie von TROESCH gezeigt und später im einzelnen 
largestellt werden soll, auf Grund dieser beiden Annahmen zu einem Verteilungs- 
‚gesetz der Tropfengrösse bei der Zerstäubung, das die experimentellen Ergeb- 
‚nisse in besserer Weise wiederzugeben vermag als das bisher hiefür meist benützte 
Rosin-Rammlersche Gesetz. 

Die Zahl dN aus der Gesamtzahl N der Moleküle, die sich im Tropfen mit 
xinem Durchmesser zwischen ® und ® + d@ befinden, ist gegeben durch 


dN = N p(®) dd, (1) 


obei g(®) eine zunächst noch unbekannte Funktion des Tropfendurchmessers ist. 
Dabei sind die beiden Nebenbedingungen zu erfiillen: 


[an = (2) 
fe dN = E. (3) 


n ihnen ist jeweils von ® = 0 bis ® = ®,,,, zu integrieren. Es bedeutet E die im 
Tropfengemisch insgesamt enthaltene Oberflachenenergie, während e die auf das 
Molekül eines Tropfens mit dem Durchmesser ® ende Oberflachenenergie 
darstellt. Ist o die Oberflachenspannung und v das Volumen eines Moleküls, so 
wird e = 60 v/®. Die Funktion ¢(@) ist dadurch gegeben, dass sie die unter Be- 
achtung der beiden Nebenbedingungen wahrscheinlichste Verteilung der Mole- 
küle auf die verschiedenen möglichen Tropfengrössen darstellt, also diejenige 
‚Verteilung, die die Zahl der Komplexionen zu einem Maximum macht. Durch die 
Methoden der klassischen Statistik gelangt man dann schliesslich zum Boltzmann- 
schen Energieverteilungssatz in der Form 


dN = (D) dDe?‘e’ (öundy Konstanten). (4) 


{ Wenn die Zahl 4N der Moleküle bekannt ist, die Tropfen mit einem Durch- 
"messer zwischen ® und ® + d® bilden, so ist die Zahl dn dieser Tropfen gegeben 
‚durch en 
i Uv 
Fe, + 5 

dn x 83/6 (5) 
Es zeigt sich, dass der beste Anschluss an die Erfahrungswerte gefunden wird, 
wenn p(®) = const gesetzt wird, also mit gleichen a-priori-Wahrscheinlichkeiten 
der verschiedenen Tropfendurchmesser gerechnet wird. Damit folgt dann als Ver- 
teilungsgesetz der insgesamt », Tropfen auf die einzelnen Grössenklassen 


dan _ Baer ‚AD mit B=-6eovÖ. (6) 


Da bei der Ableitung dieser Beziehung die Konstanz der Oberflächenener{|M 
[Gleichung /3)] vorausgesetzt wurde, folgt, dass hierbei — im Gegensatz zur Rosi] | 
Rammler-Verteilung — die Oberfläche nicht unendlich wird, auch wenn man M 
Integration bis zu beliebig kleinen Tropfen erstreckt. Die Zahl dieser sehr klein}} | 
Tropfen wird eben gerade auf Grund der Energiebedingung so klein, dass G 
Integral nicht mehr divergiert. 

Tragt man die nach Gleichung (6) berechnete Volumen-Häufigkeits-Kurve! 
das Rosin-Rammler-Netz ein, so ergibt sich eine Kurve nach Art der Figur 1, « 
auch tatsächlich häufig beobachtet wird!). 


zes 3: 
HR 


mr tee — 
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Punktierte Kurve: Rosin-Rammler-Verteilung. 


Die nach Gleichung (6) im Tropfengemisch vorhandene Oberflachenener 
lässt sich für gegebene Stoffgrössen und Anfangswerte durch eine Funktion 
B = B/®,,,, darstellen. Diese Funktion von ß spielt bei der Zerstäubung e 
ähnliche Rolle wie die absolute Temperatur in der statistischen Gastheorie. T! 
sächlich kann auch f, zumindest für gewisse Zerstäubertypen, als konstant & 
gesehen werden. | 

Bei einigen Zerstäubertypen kann allerdings nicht mit einem einheitlich 
Prax gerechnet werden. Es spielen sich bei diesen verschiedene Zerstäubun 
vorgänge mit entsprechend verschiedenen ®,,,,-Werten neben- und hintereina 
der ab. In diesem Fall muss das Verteilungsgesetz durch Überlagerung mehre: 
Verteilungen nach Gleichung (6) gewonnen werden. | 


1) E. Girren, J. Proc. Inst. mech. Eng. 158, Nr. 2, 205/206 (1948). || 
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Summary 


* The distribution problem is, in the first instance, a problem of surface energy 
‘pf the formed drops. It is shown that the distribution of drop size from atomiza- 

on follows statistical laws. The formulae derived with methods of the classical 
statistics permit calculation of the distribution-curve with the aid of measurable 
arameters for certain types of atomizers, i.e. relative velocity between liquid 
ind air, surface tension, viscosity of liquid and air, and air density. 

The formulae for the distribution of drops, surface and volume of the drops 
contain two parameters, the maximum drop diameter and the exchange-factor. 
he former can be calculated by aid of a stability criterion on a single drop, as it 
will be shown in another article. The exchange-factor, however, which is of similar 
signification as the temperature in MAXWELL’s distribution of molecul velocities 
n perfect gases, depends on the type of atomizer. 

I The new formulae describe the experimental data much better than all known 

functions (e.g. Rosin-Rammler). However, for their use, which allows the know- 
edge of distribution curves without experiments, it is necessary to know the 
formula of maximum drop diameter and to make an analysis of the operation of 
the atomizer-type, permitting the establishment of the exchange factor. 


(Eingegangen: 23. August 1952.) 
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International Union of Pure and Applied Physics 


Under the patronage of the International Union of Pure and Applied Physics 
tthe following meetings will be held during 1953: 


(1) Meeting of the International Commission of Optics and Symposium on the Sight 
in Connection with Instrumental Optics 
April 1953 at Madrid (Spain), on the occasion of the 50 years of the Sociedad 
Española de Fisica y Chimica. 
Further information can be obtained from Professor J. M. OTERO NAVASCUES, 
Instituto de Optica “Daza de Valdés’”’, Serrano 121, Madrid. 


(2) International Congress on Electroacoustics and International Symposium on 
the Sound Insulation of Light-Weight (Structures) 

June 1st to 6th incl., at Delft, Eindhoven and Hilversum (Netherlands). The 

Congress and Symposium are organized by the Netherlands Acoustical Society 
‘under the auspices of the International Commission on Acoustics of the Inter- 
‘national Union of Physics. 
Sections: Phonography and Recording (Disc, Film, Wire, Tape); Public 
‘Address Systems; Acoustic Measurements; Hearing Aids and Audiometers; 
Electroacoustics in Ultrasonics; Sound Insulation of Light-Weight (Structures). 
| Further information can be obtained from Mr. P. A. DE LANGE, Laboratorium 
voor Technische Physica, Mijnbouwplein 11, Delft (Netherlands). 


| Are 5 
(3) Commission and Symposium on Cosmic Rays 


July 1953 at Bagnéres-de-Bigorre, France. Detailed information can be ob- 
tained from Professor L. LEPRINCE-RINGUET, Secretary of the Commission, 17, 


rue Descartes, Paris 5€. 
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(4) Symposium on Theoretical and Fundamental Physics 


September 1953 at Kyoto (Japan) organized by the Japanese Natior] 
Committee. Sections: Field Theory and Theory of Elementary Particles; Si 
tistical Mechanics and Low Temperature Physics; Solid State Physics and Maj 
cular Physics. Further information from Dr. Yosura Fujroxa, Secretary of ti 
Conference, Science Council of Japan, Theno Park, Tokyo, Japan. 

A. PERRIER, Swiss National Committee of Phys! 


Instruments and Measurements Conference Stockholm 1952 


Von der Königlichen Schwedischen Akademie der Ingenieurwissenschaf | | 
(IVA.) und der schwedischen Gesellschaft für technische Physik (TFF.) orgai | q 
siert, fand vom 22. bis 25. September 1952 in Stockholm die 6. Konferenz üb 
Instrumente und Messmethodik statt. Gleichzeitig wurde eine Ausstellung | 
Messinstrumenten durchgeführt (22. bis 30. September 1952). | 

Das Ziel dieser Tagungen ist die Darstellung und Diskussion neuer Messmetljfi 
den sowie die Vorführung neuer Instrumente zur Förderung der Forschung uf 
der allgemeinen technischen Entwicklung. Die diesjährige Tagung wurde it 
rund 400 Teilnehmern besucht. In Parallelsitzungen wurden 80 Vortrage uf 
Messtechnik auf folgenden Gebieten gehalten: u 

a) Mechanik, b) physikalische Chemie, c) Elektronik, d) Kernphysik, e) Spe# 
troskopie, f) allgemeine Elektrik, g) industrielle Kontrolle. | 

Die Auszüge dieser Vorträge sind in den IVA. (Tidskrift för Teknisk-Vete 
kaplig Forskning) Bd. 23, Heft 4 (1952), erschienen. Wie in den Vorjahren werd 


die vollständigen Referate in den « Transactions of Instruments and Measureme 
Conference» (Stockholm 1952) veröffentlicht werden. 


gezeigt. N. SCHAETIE 


3. Österreichischer Mathematikerkongress vom 9. bis 14. September 19 
in Salzburg 


Die Österreichische Mathematische Gesellschaft gestaltet seit einiger Zeiti 
Jahresversammlung zu einem internationalen Mathematikertreffen aus, 
auch dieses Jahr unter der Leitung des Vorsitzenden der Gesellschaft, P 
Dr. H. INZINGER, aufs beste gelang, indem etwa 300 Delegierte aus den versch. | 
densten Ländern teilnahmen. I 

In der Sektion für angewandte Mathematik wurden folgende Vorträge gf 
halten: D. R. RUTHERFORD (St. Andrews): The Relaxation Method. A. Zu1§ 
(Strassburg): Valeur de t, du dernier terme du développement en serie de Tayl! | 
E. STIEFEL (Zürich): Über die Methode dey konjugierten Gradienten zur Auflösıe 
von Systemen linearer Gleichungen unter spezieller Berücksichtigung des Einsat. 
von Rechenautomaten. S. EKELÖF (Göteborg): Der mechanische Differentialanai 
sator der Chalmersschen Technischen Hochschule und einige damit gelöste Problera 
E. Dory (Löwen): Sur des orientations vecentes de l’enseignement supérieur dal 


| 
A 
| 
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le domaine des mathématiques appliquées. H. R. PANETH (London): Correlation 
Functions. H. RICHTER (Freiburg i. Br.): Zur Begründung des Additions- und 
WMultiplikationssatzes der Wahrscheinlichkeitstheorie. D. A. Kappos (Erlangen): 
¥Die Totaladditivität der Wahrscheinlichkeit. H. BERGSTROM (Göteborg): Über 
WFolgen von Verteilungsfunktionen, die eine stabile Grenz verteilungsfunktion haben. 
"IS. Vaypa (Epsom): Algebraische Theoreme der Streuungszerlegung. B. TEDESCHI 
(Rom): Leggi di capitalizzazione e leggi di sconto. L. COLLATZ (Hannover): Rand- 
i Wertaufgaben monotoner Art. H. GOERTLER (Freiburg i. Br.): Neue Beiträge zur 
Berechnung laminarer Grenzschichten. W. GROEBNER (Innsbruck): Schwingungen 
von Piactischen Kreisringen mit vechteckigem und dreiechigem Querschnitt. P. LAA- 
SONEN (Helsinki): Über Eigenwertaufgaben bei Differentialgleichungssysiemen und 
ihre iterative Lösung. G. GRIOLI (Padua): Sull’equilibre dei corpi elastici. R. FAURE 
(Hanoi): Integrale ee en mécanique ondulatoire. M. J. DE SCHWARZ (Rom): 
Zur Saint-Venantschen Theorie hohler Prismen. J. L. DESTOUCHES (Paris): Sur 
deux problèmes mathématiques non résolus posés récemment par les théories micro- 
i) physiques. M.CaziN (Garches): Applications de la transformation de Laplace à la 
physique théorique. R. NARDINI (Bologna): Über zwei Eindeutigkeitssätze für ma- 
gnetohydrodynamische Wellen. A. PIGNEDOLI (Bologna): Recenti ricerche sui moti 
Hdi parziale veloci. E. STIEFEL 
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Leçons sur les principes de l’électrodynamique classique. Par A. MER- 
ACIER (Editions du Griffon, Neuchâtel 1952.) 75 p., fr. s. 7.80. 

In dieser Schrift werden Ausschnitte der klassischen Elektrodynamik einer 
eingehenderen Betrachtung unterzogen. Dabei wird auf einen logischen Aufbau 
der Theorie Gewicht gelegt, was eine gewisse Vertrautheit mit den behandelten 
Problemen bedingt. Andrerseits wird mancher Leser nach der Lektüre erkennen, 
‘dass noch blasse oder schon verblasste Kenntnisse über den Zusammenhang 
‚etwa von B und E mit H und D zu neuem Leben erwacht sind. 

j Nach einleitenden Worten über Veranlassung und Plan der Arbeit wird in 
Kapitel 3 die Dynamik, in Kapitel 4 die Energetik des elektromagnetischen 
Feldes behandelt. Die Verknüpfung mit der speziellen Relativitätstheorie bringt 
in Kürze das Kapitel 5. Das nächste analysiert zunächst eingehend den Begriff 
‚der elektrischen und magnetischen Polarisation; hierauf kommen deren Eigen- 
‚schaften im Sinn der Kapitel 4 und 5 zur Sprache. Mit Hilfe der Cliffordschen 
‚Zahlen wird in Kapitel 7 zusammenfassend eine kurze Axiomatik der Elektro- 
‚dynamik dargestellt, im Sinne von früheren Veröffentlichungen des Verfassers. 
| Die straffe Gliederung und Beschränkung auf das Wesentliche, im Verein mit der 


bewährten Drucktechnik des Verlages, sichern dem Werk eine gute Lesbarkeit. 
W. Baumgartner 


The Theory of Electromagnetic Waves. A Symposium (Interscience 
Publishers, New York 1951). 393 pp.; $6.50. 

Die in diesem Buch veröffentlichten Vorträge — 21 an der Zahl — behandeln 
spezielle Probleme aus der Theorie der elektromagnetischen Wellen. Dabei ist 
aber durchaus nicht immer das physikalische Moment, sondern auch dasjenige 
der rechnerischen Methodik betont; oft ist der Zusammenhang mit dem Titel 
des Buches nur lose und verführt direkt dazu, das Gelesene in seiner Wirkung 
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bei anderen Aufgaben zu erproben. Es ist also seine Lektüre nicht bloss für dq 
Spezialisten einer Ausbreitung elektrischer Wellen in Hohlleitern und in diy 
Atmosphäre von Interesse. Selbst der Mathematiker von Zunft diirfte etwelcil| 
Anregung zu eigenen Überlegungen finden. Von Vorteil ist der zusammenfassen ff 
Charakter mancher Artikel, der durch ausführliche Literaturzitate unterstrich« | 
wird. Nicht zuletzt ist schliesslich die saubere Ausstattung des Buches bemél# 
kenswert. Einige Inhaltsangaben mögen zur Illustration dienen, wobei ihre A 
lese nicht etwa eine Wertung bedeuten soll; sie würde je nach Leser verschied 
ausfallen: 

H. LEVINE und J. SCHWINGER referieren über Beugung an einer Öffnung Hl 
ebenen leitenden Schirm. R. E. LANGER berichtet über asymptotische Lösung#f} 
der Wellengleichung mit variablem Brechungsindex, H. Porirsky über die Ve 
allgemeinerung der Weylschen Integraldarstellung der Kugelwelle auf Wellen & 
liebiger Form, H. BREMMER über das WKB.-Verfahren, S. A. SCHELKUNO]} | 
behandelt die Wellenausbreitung in geschichteten Medien, ähnlich N. Marc 
vırz und B. FRIEDMANN. M. KLINE bespricht eine asymptotische Lösung di 
Maxwell-Gleichungen, S. O. Rice die Reflexion an rauhen Oberflächen usw. 

W. Baumgart 


Allgemeine mathematische Berechnungen auf Brunsviga-Dopp a 
rechenmaschinen. Von F.WACHENDORF, bearbeitet und erweitert von B. SCHRA 
DER. Herausgegeben von Brunsviga-Maschinenwerke-AG., Braunschweig, iif] 


Selbstverlag, 1951. 


Es hat sich hauptsächlich für geodätische Berechnungen als nützlich erwiese 
zwei gekoppelte Handrechenmaschinen zu benutzen, die es ermöglichen, Teil 
resultate von der einen auf die andere Maschine zu transferieren und so eine 
wisse Speicherkapazität zu erreichen. Die Brunsviga-AG. baut Maschinen dies} 
Art und gibt fortlaufend Anleitungen über ihre Benutzungsmöglichkeit heray 
Erwähnt seien: Das Rechnen mit komplexen Zahlen und Vektoren in der Ebe 


kubischen Gleichungen. Trigonometrische Rechnungen, speziell Vorwärts- url 
Rückwärtseinschneiden in der Geodäsie. E. Stie 


By M. V. WILkes, D. J. WHEELER and S. Girt (Addison Wesley Press Ind: 
Cambridge [Mass.], 1951), 162 pp.; $5.00. 
Nebst einer Beschreibung der mathematischen Eigenschaften der elektrorif! 
schen Rechenmaschine EDSAC (University of Cambridge, England) enthält dif 
vorliegende Buch eine ausführliche Anleitung zum Herstellen von Rechenp 
grammen für diese Maschine. Insbesondere wird im Detail behandelt, wie mali 
Unterprogramme in einen Rechenplan einfügt; ferner wird auch gezeigt, wie ma f 
allfällige Fehler im Rechenprogramm entdeckt und beseitigt. Es folgt sodann eis) 
Aufstellung von solchen Unterprogrammen (mit detaillierten Angaben), wie sf) 
in Cambridge andauernd verwendet werden. Diesen kann man entnehmen, wi 
man mit der EDSAC ef, log x, y* und andere Funktionen berechnet, Differential | 
gleichungen integriert usw. | 
Da die überaus reichen Erfahrungen der Verfasser mit Rechenmaschinen, | i 
diesem Buch ihren Niederschlag gefunden haben, wird jeder Mathematiker, di 
sich mit der Herstellung von Rechenprogrammen befassen muss, das Buch mil 
Gewinn studieren, obschon es naturgemäss auf die EDSAC zugeschnitten is 
H. Rutishau 
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Linear Elastic Stability 
A Critical Analysis of Methods 


By Hans ZIEGLER, E.T.H., Zurich 
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Stability problems (buckling, critical speeds, etc.) arise in numerous elast 
systems. The typical situation is as follows: Under sufficiently small loads, | 
configuration g of stable equilibrium exists in the immediate vicinity of tl} 
equilibrium configuration gy of the unloaded system. For certain (critical) 
loads, however, g either becomes unstable or removed so far from g, that u | 
system is endangered. 

During the last decades numerous solutions have been worked out arı | 
compiled (see for example [1]!), [2], [3] or parts of [4]). Yet the different method]h 
of solution, though their interrelation is but loose and by no means eviden I 
never have been compared nor critically analyzed. Thus it could happen thé 
lately a number of apparently simple problems showed up for which the diffe | 
ent methods yielded different, in some cases even utterly improbable, resulfk 
[5], [6], [7]. The reason for these discrepancies was found in the fact that t 
systems concerned were nonconservative [5], [8], and it was possible by 1 
proving the basic assumptions to obtain trustworthy results [9], [10], [11]. 


problems and of the methods for their solution. Such an analysis, based on jf’ 
classification of mechanical systems, is the subject of this paper. In order fl} 
avoid unnecessary complications, it will be restricted on the whole to holqfj 


ized2). 
I. Mechanical Systems 


In order to proceed to a systematic classification of mechanical systems, w# 
start by circumscribing some simple concepts which usually are not define) 
with the rigour or the generality desirable for our purpose [12]. 


1. Work 
The work done by a force F is usually defined by the integral 


= [Far, (1.1) 


taken over the path C of its point of application. This definition, based upoiff 
the concept of a stationary field force F(r) disengaged from the body on which 
it acts, is lacking in precision. 

In the first place, many forces are instationary, i. e. they are functions d 
the type Fr, ¢); and other forces may depend on the state of motion, especiali, 
on the velocities v of their points of application, and thus be of the for | 


, Nip in square brackets refer to the Se page 49. 
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Nur, v). In both cases (1.1) is useless so long as the motion is unknown. When- 
ver r(t) is prescribed, however, the quantities », F and the power P= Fv 
‚become functions of the time ¢. Thus, W is better defined by the time integral 
ts te 
W = / Pdi = | Fovdt. (1.2) 
ty ty 
Example 1.1. If a particle m (Figure 1.1) is free to slide along a rod rotating 


‘with variable angular velocity w(t), the radial component of the centrifugal force, 
7. = mr o?(t), is instationary. 


OE 4 
— — 
nm 
Alt (4 
of 
TIPTTR 8 
u FB 
Figure 1.1 Figure 1.2 Figure 1.3 Figure 1.4 
Particle sliding on a Projectile. Rolling wheel. Band brake. 


rotating rod. 


Example 1.2. The air resistance acting on a projectile (Figure 1.2) depends 
bn its velocity; it may be described approximately by R= -Avv. 

| Example 1.3. The friction force F acting on the particle of Figure 1.1 depends 
ym its relative velocity; if N denotes the normal pressure, F = —uN v/v. 

In the second place, many forces (such as reactions) are not defined apart 
rom the body on which they act. If the dimensions of this body are finite, the 
lisplacement (or velocity) of the material point on which F acts may be different 
from the displacement (or velocity) of the geometric point of its application. 
in any application of the concept of work (energy theorem, principle of virtual 
work, equations of LAGRANGE) dr actually stands for the displacement of the 
naterial point; thus, (1.2) is to be completed by the prescription that v relates 
‘0 the material point of application of F. 

Example 7.4. In the case of a rolling wheel (Figure 1.3) the material point B 
s instantaneously at rest (while the geometric point B moves). Thus, the reac- 
“ions N, F do no work. 

Example 1.5. In the case of a band brake (Figure 1.4) the total amount of 
ork done by the (apparently resting) forces A, B is negative, since their mate- 
‘ial points of application move. 


According to (1.2) the work done by F over an infinitesimal displacement is 


dW = P dt = Fodt=Fdr. (1.3) 


2. Conservative Forces 


_ The concept of conservative forces is introduced in order to single out 
those systems which comply with the theorem of conservation of energy. 
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Usually, a force is called conservative if its work W is independent of the 
connecting two generic positions of its point of application. This defini 
too, arises from the idea of a stationary field force. 117 
According to 1, systems subjected exclusively to stationary field forces J} 
extremely scarce. Thus, a more appropriate definition, valid for any (and et N 
for reactive) forces, is based on the condition that the work done by Fo. 
any admissible displacement uniquely depends on the initial and the final ch} 
figuration of the system. By an admissible displacement, in this connection}, 
meant a real (in contrast to a virtual) finite displacement of the system, ccf 
patible with the constraints. | 
Let q,, 9, ... denote the generalized coordinates. Suppose the system to 
moved from a generic configuration g,@,... to a standard configuratif 
to = 20 = --- = 0. Provided that F is conservative, its work is a single-valufl 
function W,.9 = V (9 4, ...) of the coordinates, the so-called potential ene||} 
of the initial configuration. Hence, the work done over an infinitesimal display! 
ment is 


dW = AV = SP, dq,, Pfau.) = 37 Re 


On the other hand, the radius vector of the point of application of Fil 
r(q1, 9% ---, £). In rheonomic systems (characterized by moving constraints} 
depends explicitly on ¢, while in scleronomic systems (with steady constrai 
it is a function of q, 95, ... only. For an infinitesimal displacement 


Or „or 
dr = 3} i dq; + ap À. 


Hence, (1.3) yields 


Or 
ot 


dW = SOF ST dut FS at. 


Comparing (2.3) with (2.1), we find that, provided F is conservative, 


or Or ; 
Dent? en (7 


The first equation (2.4) implies that, apart from rare and insignificant € | 
ceptions, conservative forces do not appear in rheonomic systems. 


Example 2.1. The particle of Figure 2.1, moving along a uniformly rotatill 
rod, is rheonomic, since its position with respect to a fixed coordinate fra} 
depends on 7 and ¢. The vector 0r/0t is normal to the rod and of magnitude dl! 
Hence, any force not directed along the axis of the rod is nonconservative, 1 | 
instance the normal pressure N, the work of which increases the kinetic eneril 
of m as it moves away from O. 
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4 We now are justified in restricting ourselves in the further discussion to 
cleronomic systems. Here, since P, and r depend on q,, 9, ... alone, the remain- 
ag equations (2.4) imply that, in general, only forces depending uniquely on 
Hd, ... are conservative. 

| In any system, two kinds of forces can be distinguished (see Sipe 2). 
| 44 forces are given a priori as functions of #, qi, 9% ---, 91 Je, ..., Whereas 
jeactive forces are unknown beforehand, being obtained together with the 
‘notion only by integration of its differential equations. 


} 


Or 
= 
Fa = 
| © N yı C=2m w YX 
77 
| er 
wel 
4 di 
Figure 2.1 Figure 2.2 
Particle sliding on a rotating rod. Coriolis force. 


V, in Figure 1.1 and R in Figure 1.2 are active forces; Fin Figures 1.1 and 1.3, 
Vin Figures 1.3 and 2.1 are reactive forces or reactions. 


Some reactive forces never do work in scleronomic systems; thus, they are 
fonservative. The work done by any other reactive force in a real motion is 
legative. Forces of this type are called dissipative forces (see [14], p. 257); they 
re nonconservative. Thus, reactive forces are either workless and hence con- 
ervative or dissipative and hence nonconservative. 


Normal pressures and static friction forces (see [13], p. 37) are conservative 
eactions; kinetic friction forces and rolling friction couples (see [15], vol. I, p. 133) 
re dissipative reactions. 


As for the active forces, there follows from (2.4) the rule that those depend- 
ng on the time or on the generalized velocities are nonconservative. 

If the particle m of Example 1.1 is displaced over dy at a time /,, and over 
-dy at a later time #,, the total amount of work done by the centrifugal force V, 
fenerally does not vanish. 


The work done by R in Example 1.2 is negative for any actual motion; thus, 
ir resistance is a dissipative, though active, force. 


There is an important exception from the last rule. Some active forces, 
lalled gyroscopic forces, are always perpendicular to the velocities of their points 
of application. Though they depend on the generalized velocities, they do no 
vork i in actual motions; in consequence, they are conservative. 

Example 2.2. In a rotating coordinate frame, the Coriolis force C=2mv,x w 
Figure 2.2) is always normal to the relative velocity v,. 


_ Other examples are the gyroscopic moment of a symmetric gyroscope (see 
16], p. 345) and part of the Lorentz force in an electromagnetic field. 


94 j HANS ZIEGLER zi 


On the other hand, active forces depending only on the configuration of 1 
system are not necessarily conservative. Since the coordinates g,, dy, ... are ¥ 
determined entirely by r, some of them are not even stationary field forc}y 
In order to distinguish forces which, though functions of g;, g, ... alone, 4 
nonconservative, from those depending on qj, q, -.. or £, they will be call 
circulatory forces, the notation being borrowed from a similar case in hyd#y 
dynamics. 


Example 2.3. A constant force F, applied at the point A to a rigid baff 
(Figure 2.3), is a conservative stationary field force. 


4 N 
/ de 
I = \ 
/ 
’ A oe x 
\ I 
A i } 
Seis pas? = 
\ 
\ 
\ 
Figure 2.3 Figure 2. 4 Figure 2.5 
Constant force acting Force rigidly connected with a body. Constant couple actif} 
on a rigid body. on a rigid body. 


Example 2.4. The force F of Figure 2.4, rigidly connected with a body a | 
therefore constant for an observer taking part in its motion, is not entirely det} 
mined by r; thus, F is not a field force. When the body is moved to a seco 
position by a simple translation, F does a certain amount of work. If this trai 
lation is preceded and followed by equal but opposite rotations, the work of 
is generally different; hence, F is circulatory. 


ki 


i 


i 
i 


applied at O to a rigid body which is free to rotate about the axis z of M. Provid 
that the angle of rotation does not exceed 2 x, M is conservative. For angle 
excess of 2x, however, or if, instead of the axis z, the point O alone is fixed, {lt 
is circulatory. Two successive rotations through x about the axes x and y resi} 
in the same final position as a rotation of equal magnitude about the axis z. Hf) 
the simple rotation the work done by M is different from zero, whereas, for t# 
compound motion, it vanishes. 


Circulatory forces are more common than is usually supposed. Since thl | 
do work on bodies moving perpetually through the same positions, they pli 


an important role in power-transmitting devices (such as shafts, cranks, craill 
mechanisms and pulleys). 


| 

| 

3. Conservative Systems | 
| 
A mechanical system is called conservative whenever all (active and red] 
tive) forces acting on it are conservative. This definition is practically uselef! 


without the precise definition of a conservative force given in 2. I 
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| From the analysis of 2 follows 
Theorem 3. A scleronomic system is conservative if 
(a) tts reactive forces, in actual displacements, do no work and if its active 
4 forces are made up exclusively of 
(8) noncirculatory forces depending on the configuration of the system only, 

(c) gyroscopic forces. 

On the other hand, nonconservative systems include 

(a) rheonomic constraints, 

(b) dissipative forces (active or reactive), 

(c) circulatory forces, 

(d) instationary forces 

apart from more general (but practically less important) forces depending on 
the velocities. 

In a conservative system the work done by all forces while the system is 
moved from a generic to a standard configuration is a single-valued function 
| V(g:, %, ...) of the initial configuration. It is called the total potential energy 
and can be obtained by addition of the potential energies of every single force. 
For an infinitesimal displacement the total work, according to (2.1), is 


OV 


ree an nt 


dW = J Bag, PD = 


The principle of virtual work, applied to the actual motion, yields the energy 
theorem dT/dt = P, where T denotes the total kinetic energy. By integration 
and introduction of V the theorem of conservation of energy, 


TeV =f = const (572) 


is obtained, valid for any conservative system, whether gyroscopic forces be 
| present or not. 


Example 3.1. A particle (Figure 3.1) moving under the sole action of its weight 
is conservative. This proves right even if the motion is referred to a uniformly 


M 
Figure 3.1 Figure 3.2 Figure 3.3 
Relative motion. Double pendulum, loaded Spherical pendulum, loaded 


tangentially. by a constant couple. 
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rotating coordinate frame, since, beside the weight mg, the centrifugal forc}) 
(m w? x, m w? y), as well as the (gyroscopic) Coriolis force (2m & ÿ, -2mo& 
is conservative. Th 

If w depended on the time, all forces except mg would be instationary. I] 
air resistance were accounted for, the particle would be acted upon by a dissipe 
tive force. In both cases (3.2) would no longer hold. Th 

Example 3.2. The double pendulum with elastic restoring moments (Figure 3. 31% 
may be regarded as a simplified model of an elastic rod built in at one end 
Unloaded it represents a conservative system. However, the load F, directe} 
along the axis of the lower rod, is circulatory (Example 2.4); thus, (3.2) is na 
valid for the loaded pendulum. IN 

Example 3.3. A spherical pendulum (Figure 3.3), subjected to a constan IK 
couple of moment M, is another nonconservative system, since M (Example 2. Sf 
is circulatory. 


fi 


4. Classification of Mechanical Systems 
According to Theorem 3 the only conservative forces appearing in scleraff 
nomic systems are workless reactions, gyroscopic forces, and noncirculatorjfi 
forces depending only on the configuration of the system. With regard ti} 
stability (see II), the presence or absence of gyroscopic forces is importan 
Therefore, a conservative system shall be called gyroscopic or nongyroscopiigi} 
depending on the presence or absence of gyroscopic forces. 
On the other hand, the more important forces rendering a scleronomilff) 
system nonconservative are of the dissipative, the circulatory and the inst || 
tionary types. Transferring these notions, too, from the forces to the system 
we obtain the classification of Table 4. 


Table 4 
Classification of mechanical systems 
(with examples of stability problems) 


Euler 's Critical speeds | Buckling under Buckling by Buckling by 
buckling cases of urloaded influence of ©) tangential 8 pulsating 
shafts damping load load 
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Obviously, Table 4, in its fifth category, includes even rheonomic systems. 
The only systems excluded are those containing forces which depend on the 
jgeneralized velocities, belonging, however, neither to the gyroscopic nor to 
„the dissipative types. With respect to elastic stability, they are of little impor- 

tance. For further investigations, systems with negative damping perhaps 
would be the most interesting ones. 
| It is clear that, although a system is either conservative or not, it may 
Ibelong to more than one of the last five categories at the same time. 


Example 3.1, forinstance, with variable w and air resistance taken into account, 
‚is gyroscopic, dissipative and instationary. 

In order to avoid unnecessary complications, we shall confine ourselves, as 
a rule, to pure categories, tolerating, however, in all of the five categories, the 
presence of nongyroscopic conservative forces, since, in elastic systems, they 
jalways appear (in the form of internal forces). 


Thus, by the term «purely gyroscopic», for instance, we exclude the presence 
sof nonconservative forces. 


Table 4 contains five typical stability problems. That they all belong to 
"different categories, is easily verified by comparison with Examples 2.3, 2.2, 
te, 2.4. and 1.1. 


5. The Equations of Lagrange 


A mechanical system is called holonomic if the differentials of its coordi- 
nates (and thus its generalized velocities) are independent. 


Nonholonomic systems are relatively scarce. A well known example is the 


wheel of figure 5.1, rolling with horizontal axis on a horizontal plane. Whereas 
its coordinates x, y, x, p are independent, their differen- 
tials are connected by the nonintegrable relations 

DA —FCOSH OD) CV — Sinica, 
representing two nonholonomic constraints. 


In a holonomic system the increment ög, of a single 
coordinate g,; represents a displacement compatible with 
the constraints. The principle of virtual work, applied 
in turn to these displacements, yields the equations of 


Figure al LAGRANGE, 
Wheel rolling on a 
horizontal plane. d oT Le One BZ 


dt 0g; 09, 


the so-called generalized forces Q; being the coefficients of the increments 69; 


in the expression 
ow = 0: 601 (5.2) 


ZAMP IV/7 


| 
| 
| 
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for the virtual work. The differential equations (5.1) are valid for any holll 
nomic system, whether conservative or not. 

Any virtual work is evaluated under the assumption foe for an instar} 
the actual motion of the system is interrupted and replaced by the virtu}M 
displacement. The forces acting on the system, however, are supposed to | 
tain the values corresponding to the actual motion. Hence, the coefficients e ie 
in (5.2) are not necessarily identical with the Ps of (3.1). In (3.1) every ter: 1 
belongs to the same (actual) motion; in (5.2), however, the Q, belong to tif} 
actual motion, while all of the other terms are associated with the virtuf! 
motion. | 

As far as forces depending on g,, 9, ..., { alone are concerned, their contrib) 
tions to P; and Q, are evidently equal. They are different, however, in the cat ; 
of forces depending on g,, 4, ... . Ina conservative system, for instance, the oni! 
forces of the last type are gyroscopic. They do no work in an actual displacilk 
ment; in a virtual displacement, however, their work usually is different fro 
zero. 


In contrast to its actual work, the virtual work of a Coriolis force (Example 2. 
may be different from zero. 


It follows that in a conservative system 


| 
Q:= P;+G:, =1,2 
where according to (3.1), | 
er 0 ne 
x 94° 09% 09; ’ 
while the generalized gyroscopic forces G; are deduced from their own virtu 
work 
OW, = 26,0. ” 


Thus, the alternate form of the equations of LAGRANGE, 


d OL OL 
dt 0g; 0% : 


obtained by introduction of the kinetic potential L = 1 —V, is not valid, as ill 
often assumed, for any conservative system. It is restricted to purely nongyrall 
scopic systems, whereas, for purely gyroscopic systems, 


dr nal OL 
dt 0g, 0 


Example 5.1. The particle of Example 3.1, examined in a uniformly rotati 
reference frame, has the energies ; 


RE 1 
RE ne ne Ves Sum (EEE me 


| 
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‘ Hence, the kinetic potential takes the form 


ar 
L=—m([#*+ y?+ 22 


+ w? (x? + y?) — 292]. 


From the virtual work of the Coriolis force, 
OW, = 2m © (ÿ Ox — # Oy), 
the generalized gyroscopic forces 
Ge == 2m), Gy==?2mof,, ei 


are obtained. Substituting these relations into (5.7), we obtain the differential 
equations 


x—-20%—-o!z=0, J+20i-0:y=0, Ftg=O. (5.8) 


} Using (5.6) instead of (5.7), the terms containing X and Y would have been lost. 


Under certain assumptions [12] it is possible to use (5. 6) even for gyro- 
scopic systems. In these cases, however, L is no longer the difference T—V. 


6. Stability of a Configuration of Equilibrium 


In almost the whole field of physics (see for instance [17], p. 13) a configu- 
ration g, = 9, =... = 0 of equilibrium is called stable whenever, for any set 
Gio Vio (2 = 1, 2, ...) of initial values numerically sufficiently small, the coor- 
dinates g;(f) and the generalized velocities g,(f) remain arbitrarily small. 

In elasticity, it has become a custom to define “kinetic stability” in this 
way, while a system is called “statically stable’’ whenever the work done over 
a small displacement from the equilibrium configuration is negative. Yet there 
is no reason for using two different stability concepts. Moreover, it will be 
shown in 8 and 10 that in certain cases the two concepts are in direct opposition. 
Since, from a physical viewpoint, “ kinetic stability”’ alone matters, it is reason- 
able to adopt a single stability concept as defined above. 

If n is the degree of freedom, configuration and state of motion of a system 
can be represented by a point (4, %, ..., % 4», -..) in the phase space of 2” 
dimensions. Thus, its equilibrium, represented by the origin O, is stable as long 
as the phase point, starting within a sufficiently small sphere of center O, re- 


! mains inside a similarly located sphere of arbitrarily small radius. 


It is obvious that any stability problem can be solved by integration of the 
differential equations of motion. However, for systems containing only conser- 


_ vative and dissipative forces, a partial result can be established by means of 
_ the energy theorem. Provided that the total energy E = T + V is a continuous 


function of q;, 4; (à = 1, 2,...), it can be minimized on the surface of a sphere 
@t@t...+¢@+@+-::=7? in the phase space. By physical reasons, 
T is a positive definite function of 9, %, ... (Le. T=0 for g = g —...=0 
and T > 0 for any other set of g,) , depending also on q,, 9, .... If V is a posi- 
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tive definite function of g, 9, ..., the minimum e of E on the sphere of radiug 
7 is positive. Moreover, provided that the initial values q;, 9,0 are numerically 
sufficiently small, £, <e. Since E cannot increase throughout the motion) 
E < E, < e. Hence, the phase point does not reach the surface of the sphere 7) 
We have, therefore, | 
Theorem 6. If the total energy is continuous, the equilibrium of a system com 
taining only conservative and dissipative forces is stable whenever its potential 
energy is positive definite. 
Theorem 6 applies to the first three categories of Table 4. It does not imply |) 
however, that the system is unstable if V is not positive definite. 


II. Linear Systems 


A mechanical system shall be called linear, if its motion is governed by 
single set of linear differential equations. Actually, this set does not contai 
derivatives of higher than the second order; thus, it is of the form | 

> (m; Ic + Er du + Ce Qu) tm=0, (=1,2,...). (7.0 
where the coefficients are given functions of the time. 

We shall, without mentioning it again, confine ourselves to linear, holonomic 


an idea a TH. VON eee and M. A. Bior [18], of (7.0) te the different 
categories of systems specified in Table 4. Hereafter it will be easy to draw 
more definite conclusions concerning the stability of every category. 


7. Purely Nongyroscopic Systems 


Purely nongyroscopic systems are entirely determined by their energies 7] 
and V. | 
The kinetic energy of a scleronomic system is (see [19], vol. III, p. 48) all 
homogeneous quadratic function of its generalized velocities, 


1 wae | 
= 4 Mir (91 92 :--) di Qe » (Uri = Mir) (7.1) i 
1,h | 


with coefficients depending on the coordinates. For small displacements, these | 
coefficients, provided they are expressible in power series, can be replaced by | 
Wir(0, 0, ...) = my. Thus, T becomes a quadratic form | 


1 u: | 
Fm De (de (xs = M;x) (7.2) | 
1, À | 


of the g;, defined by the constant and symmetric matrix (m,,). Since T is} 
positive definite, so is (see [20], vol. I, p. 103) the matrix (m,,) (its determinant,f 


eS 
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according to [21], vol. I, p. 296, being positive, together with every element of 
its chain of principal minors). 
If the potential energy V(q,, 9, ...) is also expressible in a power series, 


V=V(0 4275, 5, Ehe m et 


(7.3) 


| its constant term, which is arbitrary, can be set equal to zero. Furthermore, if 


Gi = % — ... = 0 defines a configuration of equilibrium, 


OV 4 
hence, the linear terms, likewise, are absent. If, finally, there is at least one 
term of second degree, the coefficient of which does not vanish, V may be ap- 


_ proximated by the quadratic form 


5 1 02V 
V= 2 à Cin Qi Te lec = 04; dr (0/0) er; (7.5) 
of the qg;, defined by the constant and symmetric matrix (c;,). 

Expressions (7.2) and (7.5) are approximations, restricted to terms of the 
second degree. Substituting them into (5.6), we obtain the linearized differen- 
tial equations of motion, 

N (Mit Gi + cr) = 0, (7 = A) (7.6) 
k 
(m; x), (c;x) being constant and symmetric, (m;,) even positive definite. These 
equations represent (7.0) in the purely nongyroscopic case. 
It is clear that, in general, nongyroscopic systems are not necessarily linear. 


' Nor is it always possible to linearize them. There are cases where V is not 


expressible in a power series; in other cases, this series contains no quadratic 


Terms. 


Let m be a particle (Figure 7.1) between two springs of different stiffness c,, Cy 


| espectively. The spring force and its potential are 


il : 2 

—G #, [ras (a2 = (0) 
Cay. AE ) 

| as, Er (7 EN) 


Hence, the motion is governed by either one of the two differential equations 


m#+ax=0, (x 20) HIER CS Ze) 


The problem is nonlinear, since the potential V(x), the second derivative of which 


is discontinuous at x = 0, is not expressible in a single series. 
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If F(x) = —c x® is the spring force of an oscillator (Figure 7.2) with a singh 
degree of freedom, its potential V(x) = c x*/4 does not contain any terms of th 
second degree. Accordingly, the differential equation of motion, 


Wi Cat AUS 


when linearized, does not represent an oscillation. 
2 Gj , 
x 
5 7 
F 


Figure 7.1 Figure 7.2 


Nonlinear oscillator. Nonlinear oscillator. 


Since (7.2) is positive definite, there exists a linear transformation 


= À Aen te GLEN 


Sn aoe ee (7.8 


ı 1? 


for both energies. The quantities @,, @, ..., vanishing in the equilibrium co 
figuration, are the normal coordinates of the system; (7.8) are the normal for 
of T and V. The coefficients m,, c; are real; the m,’s are even positive. Substi 
tuting (7.8) into (5.6), we obtain the differential equations 


Mi Pi + Cp: =0, (tear 2) (72 


each of which contains no more than one normal coordinate. 
The differential equations (7.9) are solved by setting 


gp pS VER Re | it 


the A, being arbitrary constants. In general, (7.10) represents two fundamental 
solutions for every normal coordinate, characterized by the roots A,, —A,. Prof 
vided the coefficients c, are positive, all exponents are imaginary (Figure 7.3} | 
In this case, the fundamental solutions are harmonic oscillations. If at leası | 
one c; is negative, the corresponding roots are real (Figure 7.4). Since on! 
of them is positive, there exists an illimited fundamental solution. If c; = C 
(7.10) yields but one fundamental solution y, = A, for the 7 in question, thal 
other one being y, = B; t. It follows that the system is stable only as long a 
all coefficients c; are positive. Since c, > 0 (i = 1, 2,...) also are the condition 
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necessary and sufficient in order that the matrix (c;,) or, equivalently, the 
quadratic form V be positive definite, Theorem 6, for the case in question, can 
be restated as follows: 

Theorem 7. The equilibrium of a purely nongyroscopic system is stable only so 
long as its potential energy is positive definite. 


/ 


_ stable “\unstable 


LT 
Figure 7.3 Figure 7.4 | Figure 7.5 
Characteristic roots of a purely Characteristic roots of a purely Particle tied elastically to the 
nongyroscopic system nongyroscopic system origin. 
(V being positive definite). (V having negative values). 


| Example 7.1. The differential equations governing the motion of a particle m 
Figure 7.5) tied elastically to the origin are 


mitcz=0, my+cy=0, mê+cz=0. (7.11) 


dere, x,y,z already are normal coordinates. The equilibrium position 
= y=2z-— 0 is stable, provided c> 0. 


8. Purely Gyroscopic Systems 


According to 2, both gyroscopic and dissipative forces depend on the genera- 
ized velocities. Thus, purely gyroscopic and purely dissipative systems are 
characterized by generalized forces of the form 


G,;= — N Ein gr, @=1,2,..) (8.1) 
i 


he coefficients g,, being given functions of ¢. Their differential equations of 
motion, instead of (7.6), are 


DT (Min Te + Bin Te + Cin x) = 0. =1,2,...) (8.2) 
b 


The power of the forces (8.1) is 
P= SG = =D, Sine de (8.3) 
1 i,k 


f (g},), (gx) denote the symmetric and the antisymmetric parts of the 


atrix (g;x), 
| P=— N 844%: (8.4) 
i,k 


oy 
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since the sum containing (g/,) is zero. According to 2, gyroscopic forces do ||} | 
work in actual motions, whereas the work of dissipative forces is negatiy ji 
Hence, the matrix (g/,) represents gyroscopic forces!), while (g;,), provided | 
is positive definite, represents dissipative forces. Thus, the differential equatia] 
of motion of a purely gyroscopic system, in particular, are given by (8. 
where (m;;) and (c;,) are constant and symmetric. (m,,) is positive definite a) 
(g;,) is antisymmetric. | 
According to Theorem 6, the equilibrium of a purely gyroscopic system 
stable as long as V is positive definite. By comparison with Theorem 7 follo} 
Theorem 8a. A conservative system cannot be made unstable by gyroscog 
forces. 
In the case of a constant matrix (g,,) the differential equations (8. 2) 
solved by setting 
g; = A,e*". Gerz 


Substitution of (8.5) into (8.2) yields the characteristic system 


DY (mind? + Gnd + cn) A=0. (=12,..) (BI 

i | 
Excluding the trivial solution A, = A, =... = 0, we obtain the characters | 
equation 
| Mir À? + Lix À + Cor | = 0. (8 | 


The value of the determinant in (8. 7) is not affected if rows and colu 
are interchanged. Due to the symmetry of (m,,), (c;,) and to the antisymmetf} 
of (g;;,), such an interchange is equivalent to a change of sign in 2. Hence, if 
is a solution of (8.7), so is —À,. Since a positive real part in any root medil 
instability, the system is stable only as long as all roots are imaginaf 
(Figure 7.3). This condition, according to Theorem 6, is satisfied when Vif) 
positive definite. | 

Thus, Theorem 6 implies that, if (m,,), (c;,) are constant, symmetric and pd 


tive definite, and if (2,4) is constant and antisymmetric, (8.7) has only imaginal] 
LOOES: | 


If, on the other hand, V is not positive definite, the system, according | 
Theorem 6, would be unstable in the absence of gyroscopic forces (Figure 7. | 
There is, however, no reason why it should be unstable in their presence. 


Example 8.7. Let m be a particle (Figure 8.1) tied elastically to the axes 
a uniformly rotating plane coordinate frame. Its energies are given by 


1 


= 


= 


1 shins BE 2 
T-Zm(#+9), PC = mo?) a2 Ee mo) ye 


1) See also [40], vol. I, p. 258. 
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lt the gyroscopic forces by 


G,=2moy, Gy=—2mo#; 


os F Cy 9 .. . f Co \ = 
X — 2 © ÿ + = = 02) *=0, Y+2o%#+ (——ow?)y=0. (8. 8) 
m ; 


Zmwx 


Figure 8.1 


Relative motion under elastic forces. 


The characteristic equation is 


| Obviously, its roots 


i aaa nee Ba Mineo CRE 
12 a 1 2 Se 2 % DIRE 2 2 
— > O° + = | ) + 2 D, 


m m m 


provided c,>c,>0, are real and of different absolute values. In consequence, 
there are four roots À, real or imaginary, all different if none of them are zero. 
Thus, if cy/m+ wo? + c,/m, (8.5) yields four fundamental solutions, and the 
general solution is limited so long as all values of 1 are imaginary, i. e. so long as 
both 2? are negative. 

| If w? <c,/m <c,/m, the coefficients in (8.9) are positive. Therefore, A} < 0, 
| As < 0: the system, in accordance with Theorem 6, is stable. For c,/m < m2 <c,/m 
| the potential energy V is no longer positive definite. The constant term in (8. 9) 
] now is negative; thus, A? < 0, 45 > 0: the system is unstable. If c,/m <c,/m < w?, 
both roots 77,73 are again negative: the system is stable while V is negative 
definite. 


Under the last of these assumptions Figure 8.1 represents a system which, 
according to 6, is “ kinetically stable” though “‘ statically unstable”. 

From this example follows 
4 Theorem 8b. If the potential energy of a purely gyroscopic system is not 
| positive definite, the equilibrium may be stable or unstable. 
By comparison with Theorem 6 follows 
Theorem 8c. A conservative system may be stabilized by gyroscopic forces. 


It is easy to see that in Example 8.1 the limiting cases w? = c,/m <c,/m and 
¢,/m <c,/m =w? are unstable. If, however, cy = €, =c (m being tied elastically 
to the origin), the stable domains w*<c/m and w?>c/m meet. Since for 

w? = c/m, the differential equations are 


- ¥—2wy=0, Y+2w#—=0, (8.10) 
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having the general solutions | 
x*=Acos2Zot+Bsin2Zot+ CC, y= —A sin2 ow 1 2 Coston s Dy 
the equilibrium position x = y = 0 is always stable. For an observer taking pé 


in the rotation, the system appears to be stabilized for w? > c/m by the Corio [1 
force. For an observer at rest, the result of course is evident. 


9. Purely Dissipative Systems 1 


According to Theorem 6, the equilibrium of a purely dissipative system f 
stable as long as V is positive definite. By comparison with Theorem 7 follox 

Theorem 9a. A purely nongyroscopic system cannot be made unstable Lv 
dissipative forces. IN 

According to 8, the differential equations of motion of a 
purely dissipative system are (8.2), where (m;x), (ir), (Cex) 
are symmetric, (m;,), (c;,) are constant and (m;,), (g;,) are 
positive definite. 

In a conservative system the gyroscopic forces may be 
functions of {. However, dissipative forces depending on #, 
according to Table 4, would render the system instationary. 
Thus, in a purely dissipative system (g;,) is constant. Hence, 4 iM 
the differential equations (8.2) are solved by (8.5), the char- Be | | 
acteristic equation still being (8.7). Its roots À are real or dissipative syste 
conjugate complex. Conjugate imaginary roots (as in Figure _(V being positi 
7.3), representing undamped oscillations, appear no more. ef 
According to Theorem 6, none of the roots have a positive 
real part while V is positive definite. Thus, every root is shifted, by dissipatio 
from the imaginary axis to the stable half-plane (Figure 9.1). 


Figure oi 


Theorem 6 thus implies that, provided (m;,), (gx), (c;x) are constant, syr 
metric and positive definite, all of the roots of (8.7) have negative real parts. | 
Example 9.1. If the particle of Example 7.1 is subjected to a damping for} 
R= —-2 my vz, its differential equations of motion are | 


MA M EI NG OY On eae eee (9. 


The characteristic equation, 


has two roots 


For c/m > 0 both roots have negative real parts: the system, in accordance wit | 
Phere 6, is stable. If c/m <0, one of the roots is positive: the system, as if 
the absence of damping, is unstable. For c/m = 0 the differential equatiot 
reduce to | 
N doi (3 
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Their general solution is 
a ; say 
x =A,+ By: re eager aware 


|Thus, by contrast to the undamped case, the equilibrium position # = y = z= 0 
is still stable although V has ceased to be positive definite. 


It follows from this example that Theorem 8b is also valid for purely dissi- 
pative systems. To be sure, the damping force in Example 9.1 stabilizes the 
system only in the limiting case when V is just losing its positive definite 
character. It is, however, more important to know the effect of small dissipa- 
tive forces beyond this limit than to generalize the last result. 

Provided that one of the coefficients c, in the normal form (7.8) of V is 
positive, the positive real axis in Figure 7.4 contains, in the absence of dissi- 
pative forces, at least one root. Since it is a continuous function of the coeffi- 
cients g;,, it remains outside the stable domain while the dissipative forces are 
sufficiently small. We have, therefore, 

Theorem 9b. If, in a purely dissipative system, there exists a configuration in 
which V <0, the equilibrium is unstable, provided the dissipative forces are suffi- 
ciently small. 

By comparison with Theorem 7 we obtain 

Theorem 9c. Whenever a configuration exists in which V < 0, a purely non- 
gyroscopic system will not be stabilized by sufficiently small dissipative forces. 


10. Purely Circulatory Systems 


Since, according to 2, circulatory forces depend on the coordinates only, 
purely circulatory systems are charcterized by generalized forces of the form 


FY inate, @=1,2,..) (10.1) 
k 


the coefficients c;, being constant. 
If the matrix (c;,) were symmetric, the forces (10.1) might be derived from 
a single-valued potential 
z ] 
V= ea ax Cik di Tk: (10. 2) 


. 1,k 

In consequence, the system would be conservative. Thus, (c;,) is asymmetric ; 

its symmetric part (c},) represents the conservative forces already accounted 

for in 7, while its antisymmetric part (c/,) represents the circulatory forces. 
Again, the differential equations of a purely circulatory system are (7.6), 

where (m;,), (c;x) are constant, (m,,) is symmetric and positive definite, and. 

(c;,) is asymmetric. They are solved using (8.5). The characteristic equation is 


|| mix A? + ci | = 0. (10.3) 


If J, is a solution of (10.3), so is —2,. Hence, the equilibrium is stable exactly 


| 
| 
| 
ni | 
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so long as all roots À, are imaginary (Figure 7.3). In the absence of circulat 
forces this condition, in accordance with Theorem 7, is satisfied only so long} 
V is positive definite. Yet, if circulatory forces are present, there is no real 


for the system to behave in the same manner. | 


Example 10.7. The particle m of Figure 10.1, tied elastically to the axel 
a fixed plane coordinate frame, and subjected to a force of magnitude ur, act 


perpendicular to the radius vector, iscirculatory. Its enerjp 
are given by 


1 2 1 2 : 
Tie zZ” ee Zi MP aries EN 


and the generalized circulatory forces by 


= UV 0 


= U 


Figure 10.1 


Elastic forces andforce Ihe differential equations of motion are 
perpendicular to the 

‘tis c 1 Ee iG: 1 | 

radius. Site weds ts = @ PU Sy 7 08 (1 


They yield the characteristic equation 


2 
Cy muß = Gy bo 
fé ae CRE amt — 0, 
m m? 
the roots of which are 
72 : ! N 2 2 
A° = > CERTES Via EEE ke 
hie ny SS OF, 
à 1 
A? = ——(C ip 
= (¢ tu); 


oe N system is unstable while its potential energy is positive definite} 
= 2, C= —p/3, 


yo 5 + yı3 u 
6 m’ 


hence, the system is stable while its potential energy is not definite. 


Under the first assumption, Figure 10.1 represents a system which, acc 
ing to 6, is “kinetically unstable” though “statically stable’. Under the | 
assumption, the reverse is true. 

From this example follows 

Theorem 10a. The equilibrium of a purely circulatory system can be staff 
or unstable regardless of its potential energy being positive definite or not. | 

By comparison with Theorem 7 we obtain 

Theorem 10b. Conservative systems may be stabilized or made unstable I 
circulatory forces. 
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11. Constant Generalized Forces 


The properties of the systems treated thus far do not alter if constant 
eneralized forces — A, —A,,... are present. Their differential equations, 
owever, become inhomogeneous. 
| The general solution of (7.0) is obtained by combination of the general 
olution of the reduced system (8.2) with a particular integral of (7.0). The 
irst has been treated in 7 to 10; it represents the motion of the system in the 
bsence of constant forces. The second may be taken as 


gi — 4e 


io 


Dh) ee) 
here the constants A, are the solutions of 


D; tie Ay = hi. (RE N a 


‘his represents the equilibrium configuration which, under the action of con- 
jtant forces, is no longer g, = gg = ... = 0. If new coordinates 


Pos ets Geel 2 (ies) 


{re introduced into (7.0), we obtain, in view of (11.2), the homogeneous dif- 
lerential equations 

ra (Miz Pr + Bix Pr + Cin Pr) =9. (0 =1,2,...) (11.4) 
k 

[hey are equivalent to (8.2) and represent the motion of the system with 
leference to the equilibrium configuration (11.1). 

The system is endangered whenever the general solution of the reduced set 
8.2) is illimited, 1.e. whenever the equilibrium (11.1) is unstable. Thus, the 
lases of instability examined in 6 to 10 are dangerous, whether constant forces 
[re present or not. 

Another danger, however, arises whenever the particular integral (11.1) 
secomes illimited, i. e. whenever the equilibrium configuration, under the ac- 
ion of the constant forces, becomes infinitely removed. This phenomenon, 
hich is independent of the stability of (11.1), would pass unnoticed if the 
‚onstant forces were disregarded; it may, therefore, be called a latent insta- 
ality of the system. 

A latent instability arises whenever the determinant | c,, | of (11.2) 
vanishes. According to (8.2), however, in the absence of constant forces, 
/¢;, | = 0 also is the condition necessary and sufficient for the existence of 
an infinity of) equilibrium configurations apart from = @&=...-0. H,in 
der to distinguish these additional configurations of equilibrium from those 
onsidered so far, we call them nontrivial equilibrium configurations, we have 
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Theorem 11 a. In conservative, purely dissipative and purely circulatory sit 
tems the stability of the equilibrium remains unaffected by constant forces. 12 | 
appear, however, latent instabilities whenever the system, in the absence of constey 
forces, has nontrivial equilibrium positions. | 


Evidently, Theorem 11a remains valid if conservative, dissipative and cir¢ 
latory forces are present at the same time. It is even valid if the matrices (m; 
(gx) depend on the time, i. e. for special classes of instationary systems. 


Example 11.1. If, in Example 10.1, in addition to the forces shown | 
Figure 10.1, the particle is subjected to constant forces X, Y (Figure 11.1), tf 
differential equations of motion become 


G 1 X = © 4 YA 
A PSE RE RE (114 
m m m | m m m 


The trivial equilibrium position is 


Gy x — Bex +o, Y 
D ae 
Eye ET CINE SN hom 
If cy Co + w? = 0, it is infinitely removed; at the same time, in the absence of 


Y, there appear nontrivial equilibrium positions 
Vv Cy u 
x u Co 
in addition to the trivial one, = <7 — 10% 


In the absence of circulatory forces the determinant | c;, | is symmet 
If normal coordinates (7.7) are used, | c;x || = cy c C3 ..... Thus, we obtain 

Theorem 11 b. In conservative and purely dissipative systems there exist nd 
trivial equilibrium configurations whenever at least one coefficient c, in the norm 
form of V vanishes. 

Obviously, Theorem 11b remains valid if conservative, dissipative and ev] 


instationary forces are present simultaneously, provided the last ones appear 
the matrices (m;,), (g;;,) only. 


Suppose the coefficients c;, originally all positive, decrease. As soon as olf 
of them becomes zero, the first nontrivial equilibrium configurations appel 
Simultaneously, V ceases to be positive definite. Thus, the limit which, accor! 
ing to Theorems 6, 7, and 9b plays the decisive role in the stability of consdl} 
vative and purely dissipative systems, is marked by the first appearance of naff 
trivial equilibrium configurations. 


In Examples 7.1 and 9.1, for c = 0 any point in space represents a positif | 
of equilibrium. 

Example 11.2. If, in Example 8.1, in addition to the forces shown in Figure 8 
constant forces X, Y are applied (Figure 11.2), the differential equations 
motion are 


f | 
7 , c x 2 \ y I 
À — 2 © y + 1 — w?) x = - ¥+2o0#¢+(24-o?)y=—. (1110 
y + ie poe te w*)y nk! 
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Provided c, < cy, the trivial equilibrium position 


a Y 
x = —— vi —— 
= — m. ow? Co CU 


1 


is unstable while c,/m < w? < c,/m. The limits of this interval mark the existence 
jof nontrivial equilibrium positions (in the absence of X, Y) and, at the same 
‚time, of latent instabilities (in their presence). 


t ea 
Y MOY 
May x x 
7 —_—— 
ox 2may 
ay 
@ > 
X 
2max 
Figure 11.1 Figure 11.2 
Particle of Figure 10.1 acted upon by Particle of Figure 8.1 acted upon by 
constant forces. constant forces. 


If c, = cg, the equilibrium, due to the stabilizing effect of the Coriolis force, 
‘is stable for any value of w; however, the latent eb tw — Ge USES CU 
present. 


12. Purely Instationary Systems 


If in (7.0) the coefficients depend on the time, the system, provided that 
not only the gyroscopic terms are functions of ¢, is instationary. In order that 
it be purely instationary in the sense of Table 4, (7.0) must have the form 


Er (mir Te + Cr) + he =0, (OL, 2; 2) Eb) 


& 


om; x) being constant, symmetric and positive definite while (c;,) 


and h; are given functions of ¢. N, 
It is clear that systems of this kind do not necessarily have 
an equilibrium configuration. If one exists, there is no reason m 
why its stability should obey any of the laws established so far. mg 
| Example 12.1. Let m (Figure 12.1) be a mathematical pendu- mazar| 
jum, subjected to its weight anda harmonically oscillating ee - Figure 12.1 
bation. The differential equation of motion, when linearized, Pendulum with 
; ; oscillating 
6 de (> ae P cos o 1) D = 0. (12.2) axial load. 


If we let t = wit, a new time scale is introduced. By designating derivatives with 
respect to t by primes, we have 


D" +. (6 + ecost) 0 = 0, 
nt hp 


F =, € —, 
— lo?’ lo? 


where 
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This differential equation, which is of the MATHIEU type, may be deduced fror 
the energies 

ia 1 D 7 ! = 3 2. 

L'Est V= ZO ct 2052) Pi, 

since V depends on +, however, the problem is nonconservative. | ie 

The general solution is obtained by superposition of two fundamental solutions 

whether it is limited or not depends on the parameters 9, €, i. e. on the period an 

the intensity of the perturbation. Figure 12.2 (taken from [24] and often referre: 


= 


7+ 


Figure 12.2 


Strutt’s Table. 


to as Strurr’s Table) illustrates the stable and unstable sets 6, e. The shade 
regions, which are symmetric with respect to the d-axis, represent the sets f 
which the motion is stable. Any point outside the shaded regions (boundar 
points with the exception of those on the ö-axis included) gives rise to an unstab 
solution. 

In the absence of a perturbation, the representative point P(6, €) in Figure 12. | 
lies on the positive d-axis; thus, the pendulum is stable. When p increases, P move} 
parallel to the e-axis. No matter what the value of 6 is, P can, by a suitablif) 
choice of p, be made to leave the shaded region. Thus, it is always possible to mak | ) 
the pendulum unstable by a perturbation of any given period. i 

If / is assumed to be negative, the inverted pendulum is obtained. Its repre 
sentative point P, in the absence of a perturbation, lies on the negative d-axisif) 
hence, the pendulum is unstable. However, for any value of 6 by a suitabl i} 
choice of p the point P can be shifted into the interior of a branch of the shaded I 
region; thus, the pendulum becomes stable. i | 

By the straight line e — 6 the upper half plane of Figure 12.2 is divided into tw) 
regions I, II. When P lies inside I, V is positive definite and vice versa. . 


From this example follows | 
Theorem 12a. The equilibrium of a purely instationary system can be stabli} 

or unstable regardless of its potential energy being positive definite or not. | 
By comparison with Theorem 7 we obtain 


Theorem 12b. Conservative systems may be stabilized or made unstable b+ | 
instationary forces. 
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III. Elastic Stability 


By means of the classification of Table 4 and the theorems established in 
> to 12, we are ready to analyze the different methods in use to solve stability 
joroblems, particularly in regard to their limits of validity. 


13. Methods for the Calculation of Critical Loads 


In the unloaded state any elastic system has a configuration of equilibrium 
which is stable provided the system is not prestressed. If under the action of 
a given load and of small though arbitrary initial disturbances, the displace- 
ments q,, 9, ... measured from this equilibrium position become too great, the 
system is endangered. 

Ordinary problems of linear elasticity are characterized by small displace- 
ments proportional to the applied load. If these displacements, under certain 
values of the load, increase disproportionately and without a limit, we encoun- 
ter a stability problem. Here the increase of the quantities g,, 9, ... may be 
due either to the displacement of the equilibrium configuration itself or to 
ts destabilization by the load. 

It is obvious (see 6) that any stability problem can be solved by integration 
of the differential equations of motion, 1. e. by the kinetic method. The loads 
for which, at least under the influence of small initial disturbances, illimited 
jsolutions exist, are called critical loads. Thus, we have 
Theorem 13: The kinetic method 1s valid without restriction. 


Evidently, it even apphes in nonlinear, nonholonomic and rheonomic cases. 


In rotating systems, at least some of the loads are centrifugal forces. In 
such cases, every critical load is associated with a certain angular velocity; 
hus, we are faced with a problem of critical speeds. 

Usually the application of the kinetic method is cumbersome. Therefore, it 
is not surprising that it has been avoided as far as possible, and that, for sta- 
ionary systems, the simpler static methods are preferred. 

One of them is the equilibrium method already used by L. EULER in his 
famous investigation of compressed rods [25]. It defines as critical the values 
of the load for which nontrivial equilibrium positions exist. 

_ The other one is the energy method developed by S. TIMOSHENKO (see [1], 
p. 78) and others. It defines as critical the value of the load for which the 
potential energy of the system ceases to be positive definite. 


' In a slightly different interpretation, the energy method defines as critical 
the values of the load for which the potential energy is stationary; in this modi- 
fied form the method is equivalent to the equilibrium method. 

Both static methods have been applied with such succes that neither their 
validity nor their equivalence with the kinetic method ever have been questioned. 


ZAMP IV/8 
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They are used so exclusively that the concept of stability (which, according to fp 
is essentially kinetic) in elasticity has acquired a purely static meaning (whic | 
according to 8 and 10, occasionally results in errors). | 


14. Purely Nongyroscopic Systems 


Most buckling problems are of the purely nongyroscopic type. The pote:ff 
tial energy of the system is the sum 


V= UAW (14. 
of the strain energy U and the potential energy 
W=-PW, (14, 4 


of the load P [8]. Whereas U is positive definite, W, is not negative definit 
hence, the coefficients c, in the normal form of V, positive for sufficient fl 
small values of P, decrease with increasing P and (at least part of theri} 
change their sign. Under the load P, for which the first of them, c,, ma | | 
through zero, V ceases to be positive definite; at the same time, by Theorem jf 
the equilibrium becomes unstable (Table 14). Moreover, whenever c; = 0, 1. | 
under a series of loads P, < P, < ..., there appear, according to Theorem 11! 

| 


nontrivial equilibrium configurations. Thus, we obtain at once 


Table 14 
Critical loads for systems of different categories 


V not pos. definite 


nontrivial equilibrium positions 


V pos. definite 


Systems 


cL JS _ =z 


stable regions unslable regions stability depending 
on case 
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| Theorem 14a. In purely nongyroscopic systems, the energy method ytelds the 
| smallest critical load P,. The equilibrium method, too, yields P, as the smallest 
load of a series P.<Py<-::, the other elements of which are insignificant, 
since any load P = P, is critical. 


Example 14.1. Figure 14.1 shows a simplified model of an elastic rod built 
if in at one end and compressed by an axial load. The potential energy, 

E 1 
] = ol Pl) 4, 


Hy 


‚is positive definite as long as P< c/l. The equilibrium condition is 


(Gr Bi), 
‘hand the differential equation of motion is 
a 
a (14.3) 


4 Thus, by either of the static methods as well as by the kinetic method the critical 
loads P= P, = c/l are obtained. 


Actual systems never are free from physical imperfections. As a consequence, 
in stationary systems, the trivial equilibrium configuration is slightly different 
‘from 9g, = d=... =0.*Any such deviation, according to 11, is equivalent to 
the presence of constant forces. Therefore, the possibility of latent instabilities 
must be considered. However, according to Theorems 11, latent instabilities 
‚appear whenever c; = 0, i. e. under the loads A, P,, ... for which the equilib- 
rium itself is unstable. Thus, we have 
Theorem 14b: In purely nongyroscopic systems, latent instabilities due to 
physical imperfections can be entirely disregarded. 


P 
Figure 14.1 Figure 14.2 
Pendulum loaded axially. Pendulum of Figure 14.1 acted upon by constant forces. 


Example 14.2. If, in Example 14.1, the load is slightly oblique and eccentric, 
these imperfections can be represented by the small constant quantities Q, M 
| (Figure 14.2). The equilibrium condition is 


(c—PlI)O—Qi-M=0. 


Thus, the only latent instability arises when P= c/l = P,, i. e. when the smallest 
critical load of the perfect pendulum (Q = M = 0) is reached. 
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15. Purely Gyroscopic Systems 


Most problems of critical speeds (if referred to a rotating coordinate frame) 
are of the purely gyroscopic type. According to Theorems 8, they differ fron 
those considered in 14 insofar as the gyroscopic forces are capable of stabilizing | 
the equilibrium for P = P,. By Theorems 11, however, they do not stabiliz 4 
the latent instabilities under the loads P,, B,... (Table 14). Thus, we havi 

Theorem 15a: In purely gyroscopic systems, the energy method yields th. 
smallest critical load P,. The equilibrium method yields the critical load 
P<PB<.... Any other load P> P, may or may not be critical. 

Thus, Ne he static methods alone it is impossible to decide whether a loa« | 
P> BD butnotequalto. HB, BR. ...35.criticalior ner. IE 

In Example 8.1, provided & > c, any angular velocity satisfying the in | 
quality af! < w? £ c,/l is critical. However, the energy method only yield 
w? = ¢,/l, i.e. the smallest value, whereas by means of the equilibrium method] 
both limits m}= cı/l, w3 = c,/l of the critical interval are obtained. That th}}} 
whole interval is critical follows only from the analysis based on the kinetil| | 
method. 

By contrast with 14, the loads P,, P,,..., due to the stabilizing effect o | 
the gyroscopic forces, may represent but latent instabilities which mighil! 
remain undetected if physical imperfections were disregarded. We have, there 
fore, 

Theorem 15b. In any but purely nongyroscopic systems, the existence o 
latent instabilities due to physical imperfections must be recognized. 

If, in Example 8.1, c, = €, the equilibrium itself is stable for any angulaifil 
velocity. For w{ = c/l, however, as shown in Example 11.2, a latent instabilit 
arises. | 

Examples 8.1 and 11.2 represent a simple problem of critical speed. Folll 
a shaft carrying a single disc the forces in Figure 8.1 exemplify the elastidf 
restoring force, the centrifugal and the Coriolis forces for an observer | | 
part in the rotation. The additional forces X, Y in Figure 11.2 represent af 
small eccentricity of the disc. If the shaft has two equal flexural rigidities 
ci = Cy. Then the critical angular velocity @, is due to a latent instability and 
would escape detection if the eccentricity were neglected. 


16. The Influence of Damping 


Mechanical systems always are subjected to damping forces which, however 
usually are small. From Theorems 9 follows (Table 14) 
Theorem 16a. Small dissipative forces do not affect the stability of a pura 
nongyroscopic system. | 
There is, however, no reason to assume that other systems, likewise, arcf 
insensitive to damping. | 
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Example 16.1. If, in Example 8.1, in addition to the forces shown in Figure 8.1, 
a damping force —2 m b vw is introduced (Figure 16.1), the differential equations 
Of motion are, provided c, = c, = €, 


M +; 2 - € C ays De 
ME 2 D X — 2 «© ÿ + 5 — 2) ¥=0, ÿ+2 0 x*+720b ÿ + | “ ot) y= 0. 


m ‚m 
(16.1) 


TOY 


A 2mbx mar 
I — 
CX m cy 2moy 


144 - 
2mwx x 


msi 
Figure 16.1 


Particle of Figure 8.1 subjected to damping. 


The characteristic equation is 


AE + py + ppd? + Pal + pa=0, 


i 


where 


C 


= 4b, Pa = 2 (= tq? + 204), P3 = (0), 4 al re 


In order that none of the four roots have a positive real part, the coefficients of 
the characteristic equation must satisfy the conditions of E. J. Rouru (see [15], 
E51. II, p. 228), | 
Pi Ab = 
c 
ps Pa by = 40(. + 3 ©? + 40") = Gn 


Mm 


(Bi Pa — Pa) Ps — PEP, = ab — 02) (ot + bY) > 0, 


N 


% \ 2 
= = = Ne = ON 
Pa 4 ) 


Evidently, they are satisfied exactly as long as w?< c/m = wj. Thus, for >o,, 
i.e. in the range where the particle, according to Example 8.1, is stabilized by 
‘the Coriolis force, it is again made unstable by the damping force. 


U 


From this example follows 

Theorem 16b. Dissipative forces, applied to other than purely nongyroscopic 
systems, may have a destabilizing effect. 

In accordance with the statement made at the end of 15, Example 16.1 
‘represents the problem of critical speed for a shaft equipped with a single disc 
and subjected to internal damping. The result obtained implies that any angu- 
lar velocity w >, should be critical. It contradicts the fact that, actually, 

@, alone is critical while, for © > w,, shafts of this type run smoothly. It is 
‘improbable that this discrepancy is due to the fact that external damping 
(air resistance) has been neglected. Equally unsatisfactory results obtained in 
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other cases (see [8], p. 55) suggest that, at least in other than purely nongyref 
scopic problems, internal damping is inadequately represented by linear dampin 
forces. As a matter of fact, internal damping is characterized by a time effec fi 
(see [26], p. 237) which is suppressed if the damping forces are assumed to El 
linear combinations of the generalized velocities. Thus, it is to be expected tha 1 
the actual behaviour of other systems, too, is more satisfactorily explained bi 
neglecting damping: 

Theorem 16c. While in purely nongyroscopic systems it 1s allowed to disregan Hh 
small damping forces, in any other system it is to be recommended. 


17. Circulatory Systems 
Certain elastic stability problems are of the circulatory type. In view di 
Theorems 10 it is not to be expected that they can be solved by static method 


Example 17.1. The double pendulum of Figure 17.1, characterized by conce 
trated masses and elastic restoring moments, is a simplified model of an elast 


Figure 17.1 


Double pendulum, loaded tangentially. 


rod built in at one end and compressed by a tangential end load. Its energies a 


T= lm, af 6} + m, (dt), V= +c [Ot + (8 — 8), 


2 


the generalized forces are 
PIRE) NP EN) 
Thus, we obtain the differential equations of motion 
(m, at + m, DEN + my 1 ay, + t+ (2c — Pl) à, — (cc — Pl) 9,=0, | a7 
my 1 dy À, + My a3 Os — cd, +cd, = 
The characteristic equation is 


Po A* + poh? + PaO, 
where 
Po = Mi My af a5, 
Po = (m, a? + m, 1?) e+ m, a, (l+ a) (26 = JEXIN)) 
Pa = c?. 
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Since p, > 0, there does not exist any nontrivial equilibrium position. By Theo- 
rem 11a, latent instabilities are absent. Moreover, neither the equilibrium method 
|nor the energy method yield a critical load. 


1 2 1 
Bzw, zZ ern ne ioe 


= ml. (3967 222 Pee 3eP2 2), 
LO 


Provided P is sufficiently small, the quantities 4, po, Pa, py are positive; the roots 


À? are negative and thus the pendulum is stable. When 
e 
I c Er, 
Ni 3—< P< —.-— 
l 3 Eu 


44 is negative; the roots A? are conjugate complex: the system is unstable. If P 
exceeds the upper limit, À is positive again; however, since p, is negative, both 
roots À? are positive: the system remains unstable. Hence, any load P > 3c/l is 
critical. 


Example 17.1 illustrates the possibility of a complete failure of the static 
methods when applied to circulatory systems. 


Pet ıa Example 17.1, m, = 2m, m,— m, a,—a,— 7. Thus, the mass is\concen- 
trated in three points. Now we obtain 


a ET RC NP 
and 
Ar AC SG CERTA PERLE) 


Again, the pendulum is stable for sufficiently small values of P. When 

7 Nc 7 c 
Bern 

A is negative, and for higher values of P the coefficient p, becomes negative. 

(hus, in contrast to the former result, any load P > (7/2 — V2) 2 = 25 

critical. 

The instabilities appearing in Example 17.1 have the character of self-excited 
oscillations, depending on the mass distribution. Since, in static investigations, 
Îthe masses do not enter, we have (Table 14) 

Theorem 17: Stability problems of the circulatory type cannot be solved by 
static methods. 


18. Purely Instationary Systems 


In view of the results obtained in 17, it would be surprising if stability 
problems of the instationary type could be treated by static methods. 
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Example 18.1. The pendulum of Figure 18.1 represents a simplified mos | 
of an elastic rod built in at one end and compressed by a pulsating axial 10: 
Its differential equation of motion is | 


ÿ i (age Par cost) = 0. (18) 


m a? ma 


Taking, as in Example 12.1, 7 =f, and introducing the notatid 


P- p coswt C pl 
rer: DID GR Dee 
m a? w? m a? wo 
Figure 18.1 we obtain the Mathieu equation 


Pendulum 
under pulsating 
axial load. 


Ÿ" + (0 +ecost) 8 = 0, (18 
( 


the solution of which is stable whenever in STRUTT'S Table 
ure 12.2) the point P(ö, e) lies in the shaded region. 

If the mass of the pendulum is concentrated at its center, a = 1/2, 

4¢ | 4p 


6= —— Be 
m 1% w?* mio: 


If, on the other hand, it is distributed between the two end sections, we obta 
replacing m by m/2 and taking a=/, 
2 2p 1 


1 
OM = 0, SS - = €: 
: D mio? 2 


As is seen in Figure 12.2, it is possible that of the two points P(ö, e), P’(6/2, 
only one is stable. Thus, here too, stability depends on the mass distribution. 


From this example follows (Table 14) 
Theorem 18. Stability problems of the purely instationary type cannot 
solved by static methods. 


This theorem, of course, does not apply to the more general case where g 
scopic or dissipative forces alone are instationary. 
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Untersuchung einiger Integrale mit Bessel- Funktionen, |. 
die für die Elastizitatstheorie von Bedeutung sind 


Von JOHANNES DÖRR, Darmstadt!) 


1. Aufgabenstellung 
In neueren Untersuchungen der Elastizitätstheorie?) treten Integrale 


Form 


aie - 
Im) (4, dy) =; DETTE en: dt, (m=0,1,2) 


auf, worin die ¢, und ¢, Nullstellen der Bessel-Funktion /,(¢) sind. Du} 
Partialbruchzerlegungen lassen sich diese Integrale auf die folgenden wij 
Typen zurückführen: 


oo oo 


ot) = fH a, Rem) = re. 
0 | 0 


+ ty) 


Die Integrale R(+ #,) treten nur im Falle À = n auf. Die numerische Bere 
nung dieser Integrale ist wegen des unendlichen Integrationsweges mühs|il 
und ungenau. Ein eleganterer, von SzABÖ angegebener Weg bietet sich dul 
Reihenentwicklung des Integranden, indem man ¢ + ¢, = z setzt und auf 
Reihe 


Kz Fé - > de at Z) desk (F 4) 


zurückgreift. Durch Quadrieren erhält man daraus eine Doppelreihe, mit de} ı 
Hilfe sich die Integrale Q und R berechnen lassen, wobei allerdings der Arbe fi 
aufwand wegen der Doppelsummen recht beträchtlich ist. | 

Im folgenden wird ein Weg gezeigt, die Integrale mit Hilfe numerisc! | 
Integration (zum Beispiel mit der Simpson-Regel) schnell und bequem |} 
berechnen, indem wir sie in andere Integrale mit endlich langem Integratiaff} 


1) Institut für Praktische Mathematik der Technischen Hochschule. | 
2) I. SzABÔ, Die achsensymmetrisch belastete dicke Kreisplatie auf elastischer U era I | 
Arch. 19, 128 (1951); Beiträge zur Theorie der achsensymmetrisch belasteten dicken Kreisplatte | | 
besondere bei elastischer Lagerung, Ing.-Arch. 19, 348 (1951). 
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weg und regulärem Integranden überführen. Wir wollen dabei aber die Aufgabe 
Iverallgemeinern, indem wir folgende Integrale betrachten: 


EAC : 
On(- a) = / mi. dt mit a=+Jla]|, (1) 
JH 
Er, f Jin (2) 2 
F 
EE.) = / __ Ini?) sar Nie ale, „) == Or iid Aa 00 (2b) 


(— à 


n,m 


Der Index m soll positiv ganz sein. Die Integrale Q,,(—a) sind als Cauchysche 
Hauptwerte zu verstehen. 


2. Herleitung einer neuen Integraldarstellung fiir Q,,(+ a) 


Eine funktionentheoretische Auswertung der Integrale (1) wird dadurch 
erschwert, dass im Integranden das Quadrat einer Bessel-Funktion auftritt. 
Fiir eine unmittelbare numerische Integration ist ausserdem der unendlich 
lange Integrationsweg lästig. Um beide Ubelstande zu beseitigen, ziehen wir 
die bekannte Integraldarstellung 


7/2 
SG) = (—1)™ N cos (2 m Ÿ) Ju(2tcosd) dd (3) 


fheran und erhalten damit für Q(+ a) Doppelintegrale. Vertauschung der 
Integrationsreihenfolge ist ohne weiteres möglich, wenn vor a das positive Vor- 
zeichen steht, da dann der Integrand im gesamten Integrationsgebiet regulär 
ist und für { > co genügend stark gegen Null strebt. Es ist also 


Om(+ a) = (-1)m = eos (2 m 9) Î EEE a9. (4) 


t+a 
0 0 


Die Integration über ¢ lässt sich jetzt ausführen und führt zu dem Ergebnis 


he 
Ola) = Si cos (2 m 9) [S,(2 a cosd) — Ny(2 a cosd)] dd. 


0 


Darin ist S, die Struvesche und N, die Neumannsche Funktion nullter Ordnung. 
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Aus der bekannten Beziehung 


7/2 


| up (2 a cos?) cosy ddd = > Sure) Tas »/2(4) 
0 
folgt auf Grund von 
1 0 


Ne 2 7 Om MR ( LE Je 


TT 


die hier für uns wichtige Beziehung?) 
r/2 


/ N,(2 a cos®) cos(2 m à) d = [m(a) na) + Jem(4) Nm(a)] 


pono Pi — In (a a) N,,(a) + (—1)™ / So(2 a cosd) cos (2 md) dd. 


ù 


Damit haben wir für Q,,(+ a) eine Darstellung gefunden, die für die numerisc| 
Auswertung wesentlich angenehmer ist als (1). 

Bei dem Versuch, für Q,,(—a@) eine ähnliche Darstellung zu finden, std 
zunächst der jetzt im Integranden auftretende Pol? = a. Da der Integrand, a 
gesehen von diesem Pol, als eine in der komplexen ¢-Ebene regulär ee | 


Funktion aufgefasst werden darf, lässt sich der Cauchysche Hauptwert (1) 


folgt darstellen 
On a) + cer din is 


Das Zeichen UT bzw. _N_ soll bedeuten, dass der Weg unterhalb bzw. obé 

halb am Pol ¢= a vorbei von Null nach Unendlich geführt werden soll. 

diesen beiden Wegen ist der Integrand regulär analytisch, so dass wir jet 

dieselben Überlegungen wie bei Q(+ a) anwenden dürfen. Man erhält das 

mit der Integraldarstellung (3) 
a2 


a bre 1 foos(2m 8)| [zen a+ PAGE een) 8) aul as 


0 | 
=U- Ee 


SS 


\ 7. Dorr, Zwei Integralgleichungen erster Art, die sich mit Hilfe Mathieuscher F unktiori 
lösen lassen, ZAMP 6, 427 (1952). 


—— 
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Nun gilt 
1 eee 
RE = = Hk) + HP (RE. 


\us dem asymptotischen Verhalten der Hankel-Funktionen folgt dann 


oO 

MP ACCES (0 (2 

EL at H\)(2 acos#) “HY pee) dt 

P ia 

0 
=e 

— 09 
1 f HRY...) 
En =! Fl di . 


0 
Jabei denken wir uns Hy (k £) bzw. HŸ(R t) eindeutig gemacht durch einen von 
= 0 nach {= —oo über die reelle Achse gelegten Schnitt. Beim ersten Integral 
auf der rechten Seite der letzten Gleichung liegt der Integrationsweg auf dem 
yberen und beim zweiten Integral auf dem unteren Schnittufer. Setzen wir 
auf der rechten Seite in der letzten Gleichung ¢ = —z und beachten noch die 
Umlaufrelationen für Hankel-Funktionen, so folgt schliesslich 


oo 
“2. bcos”) 


en, 1 Hf)(2 z cos d 
| ee dt=niH, (2acosd) — 5 | ° ae - de 
PAU En 0 
1 TERN mar 
ee (7) 
0 
= ri H})(2 acos#) — / elie ee 
Mit denselben Uberlegungen erhalten wir 
(2 r Z sit 
Î ht sos Tyan HŸ(2 a cos#) = ane = ) de. (7c) 
0 0 
er 
it diesen Ergebnissen nimmt (7a) folgende Form an 
1 a 22cos® 
Oml-a) = -(-1)” = [cos (2 m d) hr N,(2 a cos?) i Aeros “| dd . 
0 0 


araus folgt aber mit den bereits hergeleiteten Beziehungen (4), (5) und (6) fiir 
eliebige Werte a = + |a! 

co 2 

Bird 3, _ _= 7 a) N,(a) — Ur [Sul acosd) cos(2m9) do. (8) 


t— a 
0 
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Durch Addition und Subtraktion von (6) und (8) erhalt man noch die Bezill 
hungen: | 


ane = | 
| aoe die == In(a) Nm(@) » (9) | 


0 
Fal) y "fs (2 a cos) cos (2 md) dd ol 
{2 — a? a / ON . | | 
0 0 | 
Auch diese beiden Beziehungen gelten für beliebige Werte a= +|a|. D 
beiden links stehenden Integrale sind wieder als Cauchysche Hauptwerte 1 
verstehen. Für m = 0 muss a + 0 sein. 


| 
3. Herleitung neuer Integraldarstellungen für R„(+a) und R,,(-t, 


Der Integrand von Q,,(+ a) ist auf dem gesamten Integrationsweg regul! | 
analytisch. Deshalb gilt | 


ee 
Rnlt a) > a Fer = 
0 
Daraus folgt unmittelbar 
et 
JE à = = mo Sao Nas Al a) — dea) N„(a)] 
0 


_ (Dez f E — S,(2a cos) cos (2m À) cost dd. 
0 


= | | 


Zur Berechnung von R,,(—tn, m) betrachten wir zunächst den Ausdruck 


t—a 


[fe à = = RO ay mit a=+ a]. 
0 


YU 


Bei diesen Integralen wird also Integrationsweg unterhalb am Pol ¢ = | 
vorbei von ¢ = 0 nach ¢ = oo geführt, so dass der Integrand auf dem gesamte | 
Integrationsweg regulär analytisch ist. Mit Hilfe der Integraldarstellung ( j 
und Beziehung (7b) erhält man dann I 


i Im) dt = ( 1m 2 


2 
(t — a)? Oa x 


7/2 


[eos (2 m à) » i H\)(2 a cos Ÿ) 


0 
Jo(2 2 cos #) | 
- [az z2+a « aoe 


y- 
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eet J (a) HU) 
Hae 7m 5 m (a) à Ont a) \ 


=+Rnlta) + 204 {Jm(@) HR (a) — Juu(a) HY (a)} . 


Inter der Voraussetzung a = 4, „ gilt 


oo co 


| ; In) Fe RE CR dt 


æ / 2 
| = ln,m) e NZ In, m) 
u 


2 ? 
E — S;(2 ta, m Cos?) | cos(2 m 9) cos Ÿ dd 


Tv 
so 2 fra a) N. (tn, i) = 


Jamit haben wir auch für R,,(—t,, m) und R,,(+ a) Integraldarstellungen ge- 
vonnen, die eine mühelose numerische Auswertung erlauben. 


Schlussbemerkung 


Die Struveschen Funktionen S,(x) und S,(x) sind zur Zeit siebenstellig ver- 
afelt!) füf den Bereich x = 0(0,02)16. Dieser Wertebereich ist für die in der 
Slastizitätstheorie auftretenden Problemstellungen nicht umfassend genug. 
Die Berechnung von S,(x) und S,(x) = 2/x — S,(x) für grössere x-Werte ist 
ıber relativ bequem mit Hilfe der asymptotischen Entwicklung 


2 12 12-32 12-32-52 
Sat = Nolx) + [1 - + rt 
möglich. 
Summary 


In the mathematical analysis of elastically supported, thick circular plates, 
sertain improper integrals occur which must be evaluated between the limits 0 
ind oo. The integrals consist of the square of a Bessel function multiplied by a 
ractional rational function. These integrals are transformed into other integrals 
laving a finit integration path and regular integrands, in which Struve functions 
of the first and second order replace the squared Bessel functions. 


Eingegangen: 17. September 1952). 


1) G.N. Watson, À Treatise on the Theory of Bessel Functions, 2. Aufl. (Cambridge University 
ress, London 1944), S. 666. 
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Le calcul de flutter en régime supersonique 


Par WERNER RUPPEL, Madrid, et ROBERT WEBER, La Haye 


Introduction 


L’établissement de l’équation du flutter, pour le calcul de la vitesse critiq ff 
de flutter d’une surface portante d’un avion, nécessite la détermination +f} 
trois genres de coefficients: les coefficients massiques, les coefficients élastiqul} 
et les coefficients aérodynamiques. La détermination numérique de ces coeff 
cients est assez longue et délicate, à part celle des coefficients élastiques qui, 4 


des coefficients massiques ayant déjà été traité ailleurs [1]1), la présente étu 
se limitera à la seule détermination numérique des coefficients aérodynamiqu 
Les paramètres aérodynamiques apparaissant dans les formules pour 
coefficients aérodynamiques sont des fonctions transcendentes de plusieulff 
variables et complexes. Généralement le calcul de ces coefficients se fait à l’aid 
de tables numériques pour les paramètres aérodynamiques [2], et le volu 
de ces calculs est assez grand. Pour pouvoir cependant les effectuer dans 
temps raisonnable, on a souvent recours à des méthodes mécanographiqu 
Mais, comme l'usage des tables numériques présente certains inconvénients poi 
la détermination mécanographique des coefficients aérodynamiques, il est nécall 
saire de developper une méthode de calcul évitant l'emploi de ces tables. 
Le présent rapport a pour but de donner une telle méthode de calcul mécan} 
graphique des coefficients aérodynamiques. La méthode est exposée pour le c 
général d’une aile en flèche munie d’un aileron indéformable en lui-même. 
On notera cependant que la méthode n’est exacte que pour le cas d’une ai 
plane et pour certains cas limites de l’aile tridimensionnelle qui, dans le supe 
sonique, peuvent étre traités rigoureusement au moyen des paramétres po 
l'aile plane (par exemple l’aile en delta). Pour le cas général d’une aile tridimer# 
sionnelle, les paramètres aérodynamiques ne sont en effet pas connus, et on el 
alors obligé de recourir à la même méthode d’approximation que dans le sul 
sonique: à l'intégration par tranches planes successives, en négligeant ain} 
l'effet du bord extérieur libre de la surface portante. Cette approximation sembill 
donner, comme dans le subsonique, des résultats assez satisfaisants. 
La méthode qui va être exposée et qui est indépendante de tout système GC 
notations, présente l’avantage que la fréquence réduite, apparaissant dans le 
formules pour les paramétres aérodynamiques comme variable auxiliaire, peu 
être complètement éliminée. Il ne reste plus, de ce fait, dans l’équation du fluttef 


1) Les chiffres entre crochets renvoient à la Bibliographie, page 144. 
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que les seules inconnues intéressantes pour le probléme: la fréquence de flutter et 
le nombre de Mach critique correspondant à la vitesse critique de flutter cherchée. 
De plus, comme on peut éviter l’emploi de tables numériques, on évitera égale- 
‚ment les erreurs numériques d’interpolation qui se présentent toujours lorsqu’on 


utilise de telles tables. Enfin, la méthode est applicable à toute surface élastique 
exposée à un écoulement supersonique (par exemple une pale). 
Remarquons encore que la méthode pourra être étendue au régime sub- 


4, sonique lorsqu'on connaîtra un développement des paramètres aérodynamiques 
| dans ce régime ; il sera toutefois nécessaire alors d'isoler la singularité à l’origine. 


“+ 


1. Dénominations 


Abréviation Dimension Désignation 
m Coordonnée dans le sens de l’envergure 
Ag, m Largeur d’une tranche 
1(z) m Profondeur totale du profil 
PA m Coordonnée dans le sens de la profondeur 
3%! m Ordonnée sur l’axe des x! du bord d’attaque du profil 
ti m Profondeur de l’aileron 
el m Distance du bord d’attaque de l’aileron à son axe de 
rotation 
0) = Angle compris entre l’axe des x et la direction d’une 
nervure 
Oo — Angle compris entre l’axe des z et le bord d'attaque du 
profil 
0 — Angle de fleche moyen du profil (valeur moyenne des 
angles du bord d’attaque et du bord de fuite avec 
l’axe des z) 
Te) kg m7? s? Répartition de la masse du profil par unité de surface 
Y,(%, 2) m i-ieme déformation propre de la surface portante 
Yo (2) m Amplitude de translation du bord d'attaque 
B(z) = Angle de rotation des nervures par rapport au plan x z 
YR(2) = Angle de rotation de l’aileron par rapport au plan des 
nervures 
IT; (x, 2) kg m”? Pression aérodynamique exercée en un point de la 
surface portante par suite de la déformation Y;(x, 2) 
de la surface 
v 5 Frequence de flutter 
v; Sch Fréquence propre de la :-ieme déformation Y,(x, 2) 
@o ke mis" Masse spécifique de l’air 
V if Sn Vitesse du vent (dans la direction de l’axe des x) 
C mise Vitesse du son 
M = Nombre de Mach 
@,=v1/(2V) = Fréquence réduite (définition KÜSSNER) 
t Ss Coordonnée du temps 


| 

| 

| 

I 
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2. Equation du flutter 


2.1. Déformation 


Considérons une section d’aile parallèle à la direction des nervures (voi 
figure 1). Nous supposerons les nervures indéformables en elles-mêmes lorsq 
Vaile effectue un mouvement vibratoire. L’amplitude Y d’un point P(z, 
quelconque de cette section sera alors donnée par l'équation [3]: 


| 


ax 


h 
Y(z,*)=M@+th)+ ay ber). 
En développant y, (z+ h) et B(z + k) en une série de TAYLOR autour du poin | 


h = 0, et en remplaçant Ah par sa valeur: 


COS d, Sin 6 


cms oe cos (09 — 0) 


qui s’obtient a partir du triangle PQR de la figure 1, l’équation (1) pou | 
Ve, x) devient: 


= Lee Se = FE mar. A 


Cette équation représente la déformation d’une section d’aile parallèle à l’ax 
des x. 

Les coefficients y, (2) sont sans dimension et s'expriment à l’aide des donnée, 
initiales. On a: | 


vl) = [BE + 66 sind] en 


Br, 1" sin Ô(z) | cos? 69(z) sin ö(z) 
vale) = [B'@) + sole) A] LEE, 


a | Dan mn Sin 6(z) | cos?ö,(2) sin? d(z) 
yale) = [5 Be) + 6a) ee, ete. 


avec 


et, d’une façon générale, 


= 1 _ a * Ble) d'yo(z) sind] cos” d9(z) sin’-1 6(z) 
Yr() kn a | cold) — oy] A 
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Le cas particulier de l’aile droite s’obtient en posant 6, = 0 et celui des 
nervures parallèles à l’axe des x en posant 6 = 0. 

Dans ce qui suit, nous nous limiterons à un nombre fini de termes de la 
série (2) et considérerons de plus une aile comprenant un aileron effectuant un 
mouvement de rotation d'amplitude yz autour de sa charnière. Nous suppose- 


Fig. 1 Fig. 2 


rons l’aileron indéformable. La déformation d’une section d’aile parallèle a 
Maxe des x s’écrira alors (voir figure 2): 


Ys) = = bi 2° (4 — 4) +2y(*— % —1+t—€) yp (3) 


| 9 pour OS asl = Tr; 
avec 4 = 


IN 


| 1 pour 1l—715% 

Dans le cas où l’aileron reste toujours horizontal, on posera: 
Vy ben en. 

2.2. Les coefficients de l'équation du flutter 


On sait que la vitesse critique de flutter s’obtient par la résolution d’une 
équation donnée sous la forme d’un déterminant complexe: 


i) ak 
pr Pete Hae Ad = 0. (4) 


Les coefficients de cette équation sont généralement définis par les formules 
suivantes : 


T 
| 
| 
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Coefficient massique 


IE Y;(x, 2) u(x, 2) Ya(x, 2) dx dz pouri=k, 


Mir = 
| 0 pour? + À; 
Coefficient élastique 
ve Mes pour 7 =k, 
ies | 0 pour? + k; 


Coefficient aérodynamique 
ae 
As, = — / | Uz) V(x, 2) Ie 2) ax 2, 


2 
p2 


Y,(x, z) et Y,(x, 2) représentant les formes propres calculées de la surface poil 
tante ou encore les formes de résonance obtenues dans un essai au sol. Les intdl} 
grales dans ces formules s’etendent à toute la surface portante. 

On voit que pour calculer le coefficient A,, il est nécessaire de connaître 1} 
pression //, exercée en un point de l’aile par suite de la déformation Y,, di 
Vaile. Or cette pression //, n’est connue explicitement que pour le cas d’urjif 
aile «plane», c’est-à-dire une aile à bords parallèles et d’envergure infinie. Pouf] 
un cas pratique de calcul de la vitesse critique de flutter d’une aile d’envergu 
finie, on est alors obligé de recourir a une méthode d’approximation qui co 
siste à diviser l’aile en un certain nombre de tranches par des sections paralleld® 
à la direction du vent. On suppose que ces tranches d’ailes ont leurs bords paral} 
lèles et que la déformation est constante dans chaque tranche. Cette method) 
conduit à la définition suivante du coefficient A, ,: 

À 
Aix =e D Mlle) | Vite zu) Lele, zu) dx) Aen 
& 0 


— 


(oe 


lu(zn) désignant la profondeur moyenne de la tranche n, Y;(x, z,) désignant I 
déformation «moyenne» de cette tranche et J/,(x, z,) désignant la pressid N 
exercée en un point x de cette tranche par suite de la déformation Y,(x, 2, 

Dans ce qui suit, nous nous occuperons uniquement du calcul du coefficienil 
Ax, le calcul des u,, et g;x pouvant se faire de la manière habituelle, c’est-All 
dire en divisant l’aile en tranches parallèles aux nervures. 


2.3. Calcul du coefficient aérodynamique A; ;, 


| 

| 
D'après l'équation (3), on voit que la déformation Y, peut s’écrire sous i 
forme d’une combinaison linéaire des termes y,, qui s’obtiennent à partir de 
données initiales du problème. On montre que la pression /7,(x, z,) peut égale 
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déformation Y,, (voir Annexe, page 137): 


(x, Zn) ER en ) ds(x 2 (6) 


s=0 


En introduisant les équations (3) et (6) dans l'équation (5), on obtient pour A;,: 


i | r [y R=1 
he. | be / (45 Veen (es ro) (D ret p,) as 


| R 
À 2 Yin 2(% —%) —14+ 4-2) > Vis Ds a Az, 
s=0 


et, en transformant légérement cette équation: 


1 
ia = — 6 I 2 Vir Pes ln | 2 (x — He)" pe dx | 
0 


1 


J 
Tr 


+ eS pret If? este ap) dy 


Les intégrales apparaissant dans l’équation (7) peuvent être ramenées au 
cas particulier de l’aile droite (ö,, = 0), c’est-à-dire d’une aile ayant ses bords 
perpendiculaires à la direction du vent, par la relation: 


Ps = COS On, (Ps) om=0 ® 


En introduisant encore les abréviations suivantes: 


1 
pp | 2" (x — Xo)" (Ps RE dx = 0, V? an : a Hs (OF SR = 1) (a) 
ù 
: I 
4 n 
Dy 2% 147-0) B)m-odz= 09 V? are à PH SE) 


j 1-r 


fou les paramètres m,, sont des paramètres aérodynamiques qui peuvent être 
explicitement calculés (voir Annexe, page 141), l’équation (7) pour A,;, devient: 


Aj, = (—)’ 09 COSOm ALES DA 2)? (rm rs Ye) 17, 


r=0s 


‘ou bien, en notation matricielle: 

| 
y \2 4 (LN 

AUS [ee RSS =: A. 9 

| Asx FC ) 00 Cos Ons VM?=1 > ( 2 ) [ver] [m, 5] [ysx] 2 ( ) 
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Dans cette équation: 
|m,,] est une matrice carrée, représentant les paramètres: aérodynamiques! | « 
Vaile pour la tranche 7; 
[y;,) est un vecteur contrevariant (ligne) représentant la z-ieme déformatid] 
de l’aile pour la tranche 1; 
[y,r] est un vecteur covariant Baht représentant la k-ieme déformatid] 
de l’aile pour la tranche #. | 
Lorsque l’aile à étudier a des nervures parallèles à l’axe des x (6 = CH 
l’ordre de chacune des trois matrices ci-dessus diminue d’une unité. 
Les paramètres aérodynamiques m,, sont représentés par des fonctions co: | 
tinues de la fréquence réduite w, (du moins pour des valeurs finies de w,). Cy 
peut donc développer ces fonctions en des séries convergentes autour du poi 
w, = 0. Ces développements sont connus sous la forme générale suivante (va. 
Annexe, page 143): 


= OY Mrs, o (= On); ( 
o=0 


7 étant l’unité imaginaire. 

Les coefficients m,, ,„ sont des fonctions du nombre de Mach et, pour 
paramètres de l’aileron, de certaines grandeurs géométriques de l’aileron. 

Le nombre de termes nécessaires de cette série dépend d’une part de ||! 
précision désirée et d’autre part de M et de w,. Pour les problèmes stationnairt 
(divergence, inversion, stabilité, etc. [4]) caractérisés par des valeurs de w, ext A 
mement faibles, ainsi que pour les problémes de flutter a trés haute vitesg | 
on pourra se limiter aux deux premiers termes de la série. Pour les calculs 
flutter usuels (1 < M < 2) il faudra en général prendre les huit premid 
termes de la série (0 =o = 7). 

En introduisant la série (10) dans l’équation (9) on obtient: | 

| 


| 


a 4 " o h In 
Air = (—) 90 COSO VAT De > (ie) er [vir] ls [vsx] Az 


n o=0 


Îl 
| 


A OI 09 COSOm — | 
| 


«SE EY BY bella | | 


En inversant la suite des sommations dans cette équation et en remarquant qf 
le rapport 2 w,/l, = v/V ne dépend pas de la tranche # considérée, on a final | 
ment pour A,,: 


Air = 00 COSOm TA ZE + An a al 
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avec À, = AR (2) 8 ale: (13a) 


et 
Bon = Wir [ms 0] [sx] (13b) 


ou, en séparant en parties réelle et imaginaire: 


: ; 
Aj, = Air + t Age 


} 4 y \2o-2 
Aj = Des, — Wig | ; A, 
k <0 > AVE | 2, | ) I ) 20 


avec 


7 y \20—1 
A", = 09 C0Sô» ST HEURE Ce. 

Les indices n et o de l'expression (13b) pour B,, indiquent qu'il faut cal- 
culer B,, pour chaque o et chaque tranche. D’après l'équation (13a), la somme 
de toutes les tranches donne l'expression A, qui ne dépend donc plus que de 6. 
L’équation (12) donne ensuite le coefficient A,, en fonction du rapport »/V. 

Remarquons que l'équation (10) peut également s’écrire dans la forme 
matricielle suivante: 


Aix = 00 050m ga : — |( i (ey | (ey Bon] [420] (14) 


In 1)” i. étant une matrice à une ligne; 

(4) N étant une matrice rectangulaire ; 
[Az,] etant une matrice a une colonne, 
etes étant défini par l’équation (13b). 


Enfin, en remplaçant dans les équations (12) et (14) V par M c, on obtient: 


4 UT D A 
A;x = 0 c*cos 0 ym-ı >? (—7) MES Ze (15) 
+ = a=0 
avec Les I N ’ 
A= E (1 Br (16a) 
= Mrs, o 
By, = [vir] [ie | [sx] (16b) 
ou bien 
2: 0, 0-2 In GE 
AG, = 09 c4 COS Om ymr-ı [(—7) v ] ( 2 | Bon] [Az] h (17) 


On voit qu’en employant pour les coefficients A,, les expressions (15) ou 
(17), l’équation du flutter ne contient plus que les deux inconnues » et M. 
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3. Résolution de l'équation du flutter 


Les coefficients w;», Pix et A;, une fois calculés, il ne reste plus qu’à résoudr} 
l'équation du flutter (4). Deux méthodes sont possibles, selon que l’on choisi! 
comme équation de definition de A,, une des équations (12) ou (14) contenant 
v, V et M comme inconnues, ou bien une des équations (15) ou (17) ne conte 
nant que » et M comme inconnues. Par suite du caractère compliqué des coef 


Ma) 


ficients A,,, on sera, dans les deux cas, obligé de recourir à un procédé de rés 
lution semi-graphique de l'équation (4). 

Dans le premier cas [équation de définition (12) ou (14) pour 4,;]j, on co 
sidérera M comme paramètre et » et »/V comme inconnues. On se donner 
différentes valeurs de M et on déterminera, pour chacune de ces valeurs, le | 
inconnues » et V de telle façon que l'équation (4) soit satisfaite, la solution diff 
problème étant celle pour laquelle la valeur calculée de V correspond à celle dl | 
M introduite comme paramètre. On part donc d’une vitesse critique supposé 
Vu et on détermine d’abord le nombre de Mach effectif M correspondant, pa | 
la relation: | 


cos 6 
faa m 
M = Vs Er 


subsonigue Supersomigque 
3 | 
| | 
2F | | 
| 1) 
| | 
| 
| | 
| 
/ | 
| | 
| | 
| À 
| | 
0 0851 47 2 Mu 3 4 MA 
Fig. 3 
ll 
| 
| 
I 
| 


| 

| 

| 

| 

: | 

Vu, devant être choisi tel que M soit supérieur à 1. | 
Les deux équations résultant de l'équation complexe (4) ne contiennent alon 
be = , . | 

plus que » et »/V comme inconnues. Pour la résolution de ce système d’équai 
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tions, on procédera comme dans Vincompressible, c'est-à-dire on calculera les 
coefficients des équations pour un certain nombre de valeurs »/V, et on déter- 
| minera » graphiquement de telle sorte que les deux équations soient satisfaites. 
On obtiendra ainsi les solutions » et »/V de l'équation (4) correspondant à la 
valeur de M introduite dans le calcul. Du couple de valeurs calculées » et »/V, 
on déduira V que l’on appellera vitesse critique calculée V,,;. On effectuera 
/ ainsi plusieurs calculs, chaque fois en partant d’une autre valeur pour Aide 
façon à pouvoir tracer la courbe V,,, en fonction de V,„,. L’intersection de la 
droite Viur = Viuy avec cette courbe donnera la vitesse critique de flutter 
ccherchée (voir figure 3). Si la courbe possède plusieurs points d’intersection 
avec la droite, l’intersection correspondant à la vitesse la plus faible donnera 
la vitesse critique cherchée. 

Dans le deuxième cas [équation de définition (15) ou (17) pour A;,], on cher- 
‚chera pour différentes valeurs de M la ou les valeurs réelles », annulant la 
partie réelle de l'équation (4) et la ou les valeurs réelles », annulant la partie 
imaginaire de l'équation (4). On tracera ensuite les courbes », et », en fonction 
de M. L’intersection des deux courbes donnera la fréquence critique »,,4 et 
le nombre de Mach critique M,,,, correspondant à la vitesse critique de flutter 
cherchée; la vitesse critique elle-même s’obtiendra par la formule 


ANNEXE 


Détermination des paramétres aérodynamiques 


On sait qu’en régime supersonique les effets ne se répercutent que dans le sens 
de l’ecoulement. Il s’en suit que la pression aérodynamique //(x) exercée en un 
‚point x d’une aile plane A, ayant une profondeur égale à t/ et effectuant un 
mouvement d'amplitude Y, est égale à la pression exercée en un point (¥ + 1 — 7) 
de l’aileron d’une aile plane B dont la partie située en avant de l’aileron n'effectue 
pas de mouvement, l’aileron en question ayant une profondeur égale à t/ et 
effectuant le même mouvement d'amplitude Y que l’aile A. Il suffira donc de 
calculer les paramètres m,, pour une aile plane de profondeur 7 /, tous les para- 
mètres m,, pour une aile plane de profondeur totale / et munie d’un aileron de 
profondeur 7 / pouvant être déduits directement des paramètres 7,4. 

De plus, comme les paramètres aérodynamiques pour une aile plane dont les 
bords font l'angle ö,, avec la direction du vent se déduisent de ceux d'une aile 
droite (ö,, = 0) par simple multiplication par cos 6,,, on peut se limiter, pour la 
‚determination des paramètres m,,, au cas particulier ö,, = 0; on pourra par consé- 
quent également supposer x, = 0. 

Nous considérerons donc une aile plane droite ayant une profondeur totale 
égale à 7 / et effectuant un mouvement vibratoire, harmonique en fonction du 


temps, d'amplitude: A 
= ] : 
| \ FRERE T yf pivt 1 
ala) ee = 7 DU HEIN (1) 
r= 
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cette aile étant exposée à un écoulement parallèle animé d’une vitesse supe} 
sonique V. 
Pour les besoins du calcul de flutter d’une aile il sera suffisant de pousser | 
serie (1) jusqu’au troisième terme (R = 2). 
D'après la definition des paramètres m,, et d’après ce qui a été dit ci-dessu, 
il nous faudra calculer des intégrales de la forme générale suivante: | 


M,„(t, &) = 21 2r(x — &)" II(x) dx, (0o<r<2) ( 
, | 


£ étant un point de référence quelconque. 


1. Calcul de Mo(T) 


La pression //(rt) exercée au point t de la tranche d’aile est donnée par 
formule [5]: 


1 
II(t) = 2 0, V? — 
fi MONT TE | 
2 M? ; 1 2M? 3 
A lege or | w(x) KG Or *)) ax | 
0 
eat Le Balt) + 1 Pale) + ve Pall (3 
avec 
K{v,u) = ve-I* [I (wu) +jv Ju w)] 
et 
A a 
MH gape RT rt 


Jo et J, sont les fonctions de BESSEL d’ordre 0 et 1. En posant la série (1) dan { 
w(x), et sachant que 


» _ 20, 
OT ai 
on obtient: , 
wi) = voi or + yı (1 +25 0,x) + 724 (2 + 70,2). (4 
On sait que l’on a pour M(t): | 
M,(t) = I | II(x) dx (54 
0 
1 
FR 2 VY? SSS 
otre | 
(54 
z NV aff EVE 
x1 w,(t) + EPS: of wıla) Rp ne @,(T x) dx | 
0 
Be 4 l md. > | 
00 ym=ı "7 [Yo Moo(t) + Vy Mox(T) 4 V2 Moo(t)] (58 
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x 
i a . k 2 3 
CAFE / wi) dE = yof ©,Xx + y1 (x +7 @,%2) + y, 4 (> Aue). at (6) 


e paramètre ,,(T) est connu et admet un développement en une série conver- 
Ente autour de w,= 0 ([2]). On a: 


oo oo 
Moo(t) = pie hoo(M) (—7 @,)? = I Mio, 79,0 (7) 
o=0 o=0 
vec 
Af? 
Br "a, Sa 
M4 à 
hoi = —1, hos = 12 QE = 1) (4 M? + 3), 
1 M* 
h ee = = 4 2 
‘0,2 M®_-1’ lo, co ee ne Me 
M? M5 
is 2 DRE = 7a 2 M? 
hos arme ho, 180 (M? 1j (8 M4 +12 M?+5), 
M$ 
== ae fon q Gute 2 4 1 2 
hos 5040 (M?—1)? (64 MS + 240 M4 + 60 M? +5) 
1 bien, d’une façon générale: 
(0/2) —1 


M °-? 
TNT ECS: 


(2 NT) ein m 
(co — 2—2m)!m! (m +1)! 


,.(M) bou for ee) 


m=0 


emarquons ici que cette série est également valable pour des valeurs complexes 
EG. 

En comparant les équations (3a), (3b) et (4) avec les équations (5b), (5c) et 
»), on voit que l’on a: 


— Ta 
Pilt) = j @ Po(t) + 2 moo(?) (8) 
oT: 
a) = 4 Malt). (9) 
n intégrant l’équation (8) de 0 à r on obtient: 
a 1 a Pp N 
Moi(t) = To, Moo(t) + 2 EC dc 
av v 
0 
-, en introduisant pour A,,(T) la série (7): 
co ed) 70 +1 
Mo (Tt) = FA ho,o(M) (—7 De PR ang ho o(M) (—j w,)°. (10) 


achant que fy .(M) = 0, l'équation (10) peut s’ecrire: 


co 


2 7 
Mo1(T) ee (—7 @,)? Es ho, o(M) — No o41(M) | . 
o=0 


u. 
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Nous posons encore: 


2 | 
hyo(M) = ak ho, o(M) — ho,o+ılM) it 
et mp ,(t) sera égal a: | 
fore) oo | 
Mole) = Dr hy, o(M) (—j op)? = Dor, 0 (—7 Or)? : 
o=0 o=0 


En intégrant l’&quation (9) de 0 à 7, on obtient: 


Maar) = 4 / male) al 


0 


et, en introduisant pour 77 (¢) la série (12): 


- Sz 


she o(M) (-j ©, Pel e De 


2. Calcul de Mı(T, 5) 


ZEu: 


et, en effectuant une integration partielle, 


On a pour M,(T, €): 


Mo 


II(x) dx 


Mix, à =2 (x —&) Mb) — 2 | M,(x) dx 
0 

= 4 

= Qo Fe i a: [Yo 07, €) + Yı Mur, E) + Ya Malt, &)]. 


re 


Il s’en suit: 


My (r, &) = 2 me) — 2 | Mos(x) dx. 


u 
0 


On aura donc, en introduisant dans cette équation tour à tour les séries (7), ( | 
Cie (ilaiys 


love) © | 

— e ) I; T 2 = 3 | 

Molt, 5) : (7 - 6 + 1 ) T° ho, o(M) ei Cy)? = I Mo,o (=; Wy)? | | 
o=0 a=0 


oo N 
= es LA 
Ma(t, 9 = 27 8-7) 104 hy (M) (—j 0, = D : 


fre 


00 1 
= > 7 tote . | 
Mur) = 372 (r a ) 4 hl) (-j 0, = in To 
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3. Calcul de M(t, 5) 
On a pour ™,(r, &): 


Mr, ) = 4|(€— 1)? Mir) + 2 (&—1) | My(x) dx + 2 / | M) dé dx 

0 0 0 
=p, 7° pe rt: Yo Mao(t, &) + Yı Malt, 8) + Ye Malt, &)] 

2 yM:-ı 
s’en suit: : 
= ee 

malt, &) =4|(E — 1)? m,,(t) + 2 (€ —2) / Mio (x) dx + 2f | Wi (€) dé dx 

0 0 0 


n aura donc, en introduisant dans cette équation successivement les séries (7) 
Pet (13): 


’ 


oo 
. aM A Age Die: k ; a 
Bolt, ©) sae G alas, Su (eb he aa) | T° ho o(M) (—]7 o,) 
oo 
= ) Wiz, (—] w,)° 
c=0 
= À nn 2 Dee . 
a1(T, é) = pis G Se (T &) a) (o 4, ) (o TR 2) | vn hy o(M) (=; Wy)? 
o=0 = ï F 
a Din, (—7 w,)° 
o=0 
e DD 2TE 
1 = ; £)2 £ 
tr, 8) = 274 [ $) (T leon ! STAGES 


41072 : 
Fra hy o(M) are 


Me 
S 


22,0 (to) 


4. Calcul des paramètres m,, 


Nous pouvons maintenant calculer sans peine les paramètres m,, et mr, 
éfinis par les équations (7a) et (7b) du paragraphe 2 du présent rapport. 

| Les paramètres m,, concernant l'aile (0 <r,s< 2) se déduisent des para- 
iètres m,, en posant t = 1 et £ — 0 [puisque le point de référence est, d’après 
équation de définition (8a) du paragraphe 2, le bord d'attaque]. On a donc: 
AO) (OS% 5S 4) 


Mr 
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Les paramètres mp, concernant l’aile (0 < s S 2) et ayant comme point] | 
référence l’axe de rotation de l’aileron s’obtiennent à partir des paramètres 
en décomposant l'intégrale de définition (8b) du paragraphe 2 de la façon 3 
vante (avec #, = 0): | 
1 1 1 


1 [2147-2 ddr 21 [wu -Mpar-2e| pas 


1-7 1-7 1-r 
On a donc pour mp,: 
Mp, = Mall, 1-T) —m,,(1 —t, 1—t) —2e[m,,(1) —m,(1—1)]. (Ss 


Pour calculer les paramètres m,p concernant l’aileron (0 Sy S 2 et r= 
nous devons effectuer une transformation des paramètres du fait que la rotatll 
de l’aileron ne s’effectue pas autour de son bord d’attaque, mais autour d 
charnière. En désignant par m,r le paramètre de l’aileron, pris par rapport 
point de référence £, lorsque l’aileron effectue une rotation autour de sa charni 
on a d’une façon générale: 


MrT Ae) = Malte) 2iemr (Te) (Oy SS eta, 


Pour les trois premiers de ces paramètres (0 Sv S 2), le point de référence | 
d’apres leur équation de définition (8a) (paragraphe 2), le bord d’attaques 
Vaile, c’est-à-dire situé a une distance égale à |z — 1| du bord d’attaque de l’a 
ron. On a donc = t — 1, et on obtient: 


MN, R= My, R(t, t  I)=m,,%r 1) —2em,(v,7 —1). (0% 


Enfin le quatrième paramètre mrr, qui correspond au moment par rappo 
l’axe de rotation de l’aileron, lorsque l’aileron effectue une rotation autour de 
axe [d’après l'équation de définition (8b) du paragraphe 2], s’obtient de m, p(t 
en y posant € = &; on a: 


MRR = MırR(Tt, €) = M4,(T, €) — 2 € Muolt, €) . 


5. Cas d’un aileron avec fente fermée 


Dans ce qui précède nous n’avons considéré qu’un aileron avec fente ouv 
(définition KÜSSNER-SCHWARTZ [6]), c’est-à-dire avec une compensation ad 
dynamique. Il nous faut donc encore considérer le cas d’un aileron avec felff 
fermée. On sait que cette caractéristique n’a d'influence que sur le param 
aérodynamique provenant d’une translation de l’aileron, donc le paramètre 
Soit #99 le paramètre de l’aileron avec fente fermée lorsque celui-ci effectue 
translation. Considérons la figure 4. Le profil d’aile A, est rigide et effectue 
mouvement vibratoire de rotation autour du bord d'attaque x= 0. Le profil 
se compose d’une suite d’ailerons à fente fermée et disposés en escalier; chadll 
aileron a la même profondeur 4%; les ailerons effectuent chacun un mouvemill 
vibratoire de translation, tous avec la même fréquence et en phase, de sorte ch 
lorsque les ailerons passent par zero (axe des x) le profil A, est une droite. 1 
désignant par f l’angle de rotation du profil A,, on voit que l’amplitude de vik 
tion d’un aileron par rapport à l’aileron précédent est égale à LB Ax. La fall 
aérodynamique agissant sur le profil A, est égale (à un facteur près) à / B mA 
tandis que celle agissant sur le profil 4, est égale à LZ B Ax mo. À la lin 


\ 
wi 5 
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Ax +> 0, les deux forces aéro- 
dynamiques sont égales: 
1 
i 2 | ig OB? 
0 


Par le changement de variable 
= 1 — 7, on obtient: 


it 


Voi = 2 | M0 CMe 
0 


Nous développons #59 en une 
Fig. 4 série semblable à la série (7): 


oo 
Moy = Das: Ro,cM) (—] @,)° 
o=0 


En introduisant pour mp, la série (12), avec t = 1, on obtient: 
2 
hy,glM) = 2 ho,o(M) | 1% dt = - 


0 
On voit done que pour un aileron non compensé aérodynamiquement (fente 
fermée) il suffit de remplacer h, „(M) par 


Tio, o(M) = 3 — hy, o(M) 


| dans les formules pour m,r (0 Sr <2etr=R). 


6. Les paramètres m,, pour r,s > 2 


Dans certains cas (pales ou autres surfaces de ce genre), il sera nécessaire de 


considérer plus que trois termes dans le développement en serie de TAYLOR de Y. 
‚Il sera alors également nécessaire de connaître les paramètres m,, pour 7, s > 2. 
Pour déterminer ces paramètres, on posera, en généralisant les formules obtenues 
dans les paragraphes précédents: 


co 
Mrs = D> Mrs, (ion 


o=0 


| Comme on pourra facilement s’en rendre compte en raisonnant par récurrence, 
les termes m,, 5 S’obtiennent par la formule générale suivante: 


| 27 (o + s) 
gS PART TOR Pak 5 (7, s+ R) 


avec 
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7. Conclusion 


Nous avons ainsi obtenu un développement en série autour de w, = 0 pour lef 
seize paramétres m,, entrant en ligne de compte pour un calcul de flutter d’un! 
aile avec aileron. Comme on a pti s’en rendre compte, tous les paramètres se dé] 
duisent d’un seul d’entre eux, en l’occurrence le paramètre 9. De plus, les coeffilll 
cients des séries sont des produits d’une fonction de w, seul et d’une fonction d} 
M seul; d’ailleurs cette fonction de M ne doit être calculée que pour un seul para 
mètre; en effet, il n’apparait dans les coefficients que les fonctions 45,5 et hı,o © 
les deux fonctions sont liées par une relation très simple [équation (11)]. Dans le 
cas pratiques, on déterminera donc uniquement A, „, et on en déduira %,,, par 1) 
relation (11). | 

Tous Jes résultats obtenus dans cette annexe pour les parametres m,, som 
rassembles dans le tableau ci-contre. | | 
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Zusammenfassung 


In vorliegendem Bericht wird eine Methode entwickelt zur numerische 
Berechnung der im Uberschallgebiet geltenden Luftkraftkoeffizienten mit Hilf® 
von Lochkartenmaschinen oder programmgesteuerten Maschinen. Dazu werdeill 
die Ausdrücke für diese Koeffizienten in Reihen entwickelt, wobei jedes Reihenf 
glied ein Matrizenprodukt ist. Dadurch wird es ebenfalls möglich, die reduziert |} 
Frequenz, die bei Flatterrechnungen immer als Hilfsvariable auftritt, zu elim i 
nieren. Die Flattergleichung enthalt dann als Unbekannte nur noch die Be | i 
interessierenden Grössen: die kritische Frequenz (Flatterfrequenz) und die krilfl 
tische Machsche Zahl (Flattergeschwindigkeit). | | 

Da die Luftkraftbeiwerte für den allgemeinen Fall einer schwingenden Tragf 
fläche noch nicht bekannt sind, wird diese streifenweise eben angenommen. Did, 
Methode wird dargelegt an Hand einer schräg zur Windrichtung angestelltes N 
Tragfläche mit ebenfalls schräg zur Windrichtung angebrachten Querrippenil 
Alle anderen Fälle lassen sich ohne weiteres aus diesem allgemeinen Fall ableiteni| 

In einem Anhang werden die zur Berechnung der Luftkraftkoeffizienten bell 
nötigten Reihenentwicklungen der Luftkraftbeiwerte bestimmt. | 


(Reçu: le 20 novembre 1952.) 
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Resolution de problemes aux limites au moyen de transformatio, 
fonctionnelles!) 


Par PAUL BURGAT, Neuchâtel 


1. Introduction 


On a utilisé, pour résoudre certains problèmes aux limites, la transformatil] 
finie de FOURIER?). 

Je me suis proposé, dans ce travail, non de prendre pour point de départ 
transformation et de déterminer son champ d’application quant a la résolut 
des problemes aux limites, mais de rechercher un opérateur ou, ce qui revient 
même, un type de série approprié a un problème donné). 

La relation de Green, j'en fais usage, joue un rôle fondamental dans plusieil} 
questions relatives aux équations differentielles®). Elle s'écrit (pour les fonctid 
d’une variable) | 


| 


> 


(Lu, v) — u, L* v) = (U, A) AL, 


=; 


iv 


si l’on pose 
Lu = pew + Dun» pisos 5,0, 
b 
(f, g) = | fgdx (fet g, fonctions réelles et intégrables) 


a 


et que l'on désigne par L* l'expression différentielle adjointe de Zu et 
(U, V), le produit intérieur des vecteurs 


U [u(a), u’(a), ..., w"-V(a), u(b), w’(b), ..., u0t-1)(b)] 
et 


V [u(a), ..., vm-D(a), v(b), ..., v-N(0)] . 


A est une matrice régulière à 2 lignes et 2  colonnes; les fonctions réelles 
satisfont aux hypothéses habituellesÿ). 


2. Problème 
Considérons l’équation différentielle linéaire du n-ieme ordre 


Ly+ry= f(x) 


1) Résumé des trois premiers chapitres d’une thèse élaborée sous la direction de M. Cu. BLAM 
professeur à l’Université de Lausanne, et présentée, en 1950, à Neuchâtel. Voir aussi C. r. Ac I 
Sci. Paris 231, 321-323 et 398-400 (1950). 1 

A) @ Dors Math. Ann. 112, 52-68 (1935). H. Knıess, Math. Z. 44, 266-292 (1939). \. || 
aussi [DA ROETTINGER, Quart. appl. Math. 5, n° 3, 298-319 (1947). | 

3) Cf. R. V. CHURCHILL, Amer. math. Monthly 59, n° 3, 149-155 (1952). 

4) Cf. M. PICONE, Appunti di analisi superiore (Rondinellk, N 1940), p. 746. 11 

5) Cf. E.L. Ince, Ordinary Differential Equations (Dover Publications, New-York, 1944), p. 2 

| 
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+ 
et les conditions aux limites, supposées linéairement indépendantes, 


| L(y) = af) y(a) + ag) y’(a) + + af) yfr-M(a) 


Eu of) y(b) ++ oft) ("1 (p) rn 


Ir et les « sont des constantes réelles; f(x) est une fonction généralement continue 
(sfückweise stetige Funktion) sur (a, b). 

Nous nous proposons de trouver une série de fonctions propres qui représente, 
dans l'intervalle ouvert (a, b) ou sur le segment (a, b), la solution y du problème 
[(1) et (2)], supposé déterminé. Nous en ici que le cas dans lequel le 
probleme homogene correspondant est auto-adjoint. 


3. Méthode de résolution 


Soient v une fonction que l’on va definir et Y le vecteur de composantes 


3a), GMa) pd), 52, aM). 
Ona 
(y, L*v+ ru) = (f,v) — A(Y, V). (3) 


Dans les questions où la formule de Green intervient, on cherche d'ordinaire a 
déterminer v de manière que A(Ÿ, V) soit nul; nous choisirons au contraire v de 
façon que cette expression soit une fonction connue des quantités al). 

M désignant une matrice régulière quelconque, à 2 n lignes et 2 n colonnes, 
posons 


N=(M-)'4A;: Y=MY, V= NV; 
nous avons 
ACT) Vy = WAV = (VEY) NEV = YM) A NL 
= (M-1) A N-lUY, V) = E(Y, V) }). 


Le second membre de la formule de GREEN prend la forme (dite canonique) 


J) = 3 ¥4(0) Valo) 


les Y,(y) et les V,(v) étant respectivement les composantes des vecteurs Yet V. 

Jusqu'à présent, la matrice M était quelconque (régulière); désormais, ses n 
| premières lignes seront constituées par les coefficients qui figurent dans les conditions 
aux limites (2); nous aurons 


ALP = - j'ai )+ 2 Yi») Yo). 


| Nous prendrons, pour v, une fonction satisfaisant aux conditions 
Vo) =0 G=n7+ 1,44 2... 20), 


A(Y, V) sera une fonction connue des al) (i= 1,...,”) et la relation (3) deviendra 


(y, L*¥v +70) = (f, 2) > al) Y,(v) . (3% 
i=1 


1) Y’, par exemple, est la matrice transposée de Y, matrice à une colonne. 
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Pour définir complètement la fonction v, nous l’astreignons à vérifier l’equaf 
tion 
Lu Ae = (44 

outre les conditions trouvées précédemment: 
V;(v) = 0. (no Mme ene ee) IE) 


| 

Nous supposons dès maintenant que le problème [(4) et (5)], nous l’appellon: 
«problème associé») de [(1) et (2)], est auto-adjoint. Désignons par À, À, ... set 
valeurs propres et par v,, V2, ... les solutions propres correspondantes. La relatiorfi 
(3’) nous donne, si nous tenons compte de l’&quation (4), 


1 Tl p| | 
Ov) = Ay? 2 al) Wfux) — (f, 23) |; (3° 


> i=1 


(y, v3) est la transformée de la solution y du probleme [(1) et (2)] par l’opérateu} 
intégral de noyau v,. Si les fonctions propres forment, après avoir été normées} 
un système complet?), la formule (3”) donne, à un facteur près, les coefficients di 
développement de y selon les fonctions orthogonales 4, Us, .... 


4. Equation du second ordre; conditions de troisiéme espéce 
Nous allons résoudre, par la méthode développée dans le § 3, le probleme: 
EEE FI Pe) ON Sr MS Fd me aes (6 
% Y(a) + % y'(a) = x, Bz y(b) + Ba y"(b) = B, (at + a) (BE + BE) +0; (7 


p(x) et g(¥) sont des fonctions continues sur (a, b); on suppose de plus que p(x 
est positive et qu’elle admet une dérivée premiere continue [sur (a, b)]. 


cir 
| 9 p(a) 0 0 | 
_ || —pla) 0 0 0 
ae | 0 0 0 —p(b) i 
|) Go 0 Pb) 0 | 


Nous pouvons prendre pour M la matrice régulière 


| où “to 0 0 
Re ee 
|| Ao — 0 0 


i 
| 
| 


|| 0 0 =p, Bs 


Calculons la matrice N, puis les composantes du vecteur V; nous obtenons 


— ey 


V2;3(v) = (—1) ears (a) v(a) + Fe pes me AC) v'(a), 
ß B (RIRE) (8 
VUE ends b) v(b) 4 1)t 2+i b) v’{b) . 
ee Be apy ee) ( "ar pe POO) 
1) (4) et (5) et Lu+Av=0, L,(v) = 0 (¢=1,...,n) sont des problèmes équivalents. Dan! 


certains cas cependant (équation du second ordre avec conditions aux limites générales, par exemple} 
le premier conduit aux résultats les plus simples. 


2) Vollständig (CourANT et HILBERT); closed. ne 
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Le problème associé de [(6) et (7)] est le problème de StuRM-LIOUVILLE. Les 
théorèmes d’équiconvergence nous permettent d’affirmer que la solution y de 
[(6) et (7)], fonction à variation bornée, est représentée, dans (a, b), par son 
développement à l’aide des v, [on suppose que p(x) et g(x) satisfont aux hypothèses 


de ces théorèmes]. Si a, 6, + 0, y est égale à son développement sur le segment 
(a, b) (théorème de Haar). 
| Les coefficients a; de ce développement sont données par la formule 
r Le ft Xo Oy P 
| aes 1, - FIN, E Pia) | ta Viel) + a? + a5 vi(a)) | 
B B ; \ à 
nr b DI ae U x b ni eos Die b | — A BY | 
BP) (gg ge Ve) Pro) | — Ar, 


déduite des relations (3”), pour ~= 2, et (8); on a posé N,= (v,,v,) et 
A, = (1/N,) (f, vx). Les A, sont les coefficients du développement de la fonction 
f(x), second membre de l’équation (6). 

On peut mettre le second membre de (9) sous une autre forme, plus commode 
dans certains cas. 

Soient g(x, À) et h(x, À) deux solutions de l’équation Lvu+Av=0 qui 
constituent un systeme fondamental et telles que 

PAG, A) = 08 har) = 0% 

quel que soit À. Posons 


PGA) CA) CEN elle: 
L’équation caractéristique du probleme associé peut s’écrire 
uch) Fu na) — 
Bs g(b, 4) + By g’(b, A) Bahlb, A) + By h’(6, A) © 
Désignons par o, la valeur commune de ces rapports, pour 2 — 1,. On obtient 
‚aisement ; 
| a Ba Vr() — Bs vr(b) AT 
(Ba + B3) [e’(b, Ay) Alb, Ax) — 8(b, À) h’(b, A3)] 


= PE), Ba e(b) — By wild) 
C(x) d(/x) P(A) Bz + BB , 
puis | . a) | 
1 c(A,) d(},) pla 
ee RS 2 N : N - Læ 0% B] A | ; (10) 


les fonctions propres sont: 


Up(#) = Oy (Ag) (4, Ar) — do d(Ay) 8(4, Ar): 


5. Exemples 
a) 4 
(x?y7+ry=7f(x), y(a)= x, yb)=8. b>a>0) 
Les fonctions propres sont: 


ZEIG 


i AR ST x £ e 
DV, = 4712 sin (VI m À), avec “Ange La bhi he In b/a’ 
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La formule (9) devient ici 


1 [V4 À — 1 TENG NIUE fl ZI | (N =n) 
ay, = cps Ps LU = ZEN ‚a % ( ) ß] ie 5 k 2 a 


b) 
y" + ry = f(x); 


ay Y(0) + a Y'(0) =a, Ba v(t) + Ba YU) = B. (a % 0; By Ba 2 0) 
Les fonctions propres sont 


Ur = & SIN@, # — Hy Wy COS, X , 


les wm, étant les racines positives de l’équation caractéristique 


Oy hy © 


10) = ; 0. 
| Bs coso 1 — B, vosinw! P,sinwl-+ By, w cosw l 
En particularisant (10), nous obtenons la formule 
1 [0] 
k 2 
a, = — - (a . B) — Ar = (Ne 
k A 7 N, ( 0% B) k ( k in 
ou 
l a5 WF — 
— = 2 2 2 k 1 > = =e iy 
Ny = (Up, Un) = (ef + © wi) at ERS sin2 w,/ — a % Sin? w, 1 
et 
2 oe hy =. | ne OK ss. 
“EP cosai t= en Ba Sinw, 1+ By w, cosw, 1” 


Remarque. 4 = 0 est valeur propre si les conditions aux limites sont y’(0) = 
yill) = B, et dams ce cas seulement. Alors A, = 0, v, =1 et 


1 [ax — 
ay = + Ay]. 


6. Application à l’équation de la chaleur 


Pour donner un exemple d’application à une équation aux dérivées partielle 
considérons l’équation 
OU : oU 
DE mor 
à laquelle se ramène celle de la chaleur par un choix convenable des unités, 1 i 
condition initiale | 
HUE (OR) 
t— +0 | 


et les conditions aux limites 


lim U(x,t) = A(t), li —— = Bft). t 0 j 
x—>+0 ( ) ) I 0x ÿ 4: ) | 
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Appliquons la transformation de LAPLACE: nous obtenons le probleme 


u—su=0, u(0,s) = as), w’(i, s) =d(s) , 


u(%,s)= L{U(x,t)}, a(s) = L{A(t)}, b(s) = L{ Bid}; 


; 


Ey < = a [er 1) + als) ( 18 2 b(s)| sin(& — >) 4 x 
SiG \ 


‘ou 


RTE he 
— (—1)* 2 Bit) ela | jsin(s- à). (OT) 


Nous avons obtenu ce résultat sans recourir à la théorie des résidus. 


7. Conclusion 


Tout problème aux limites complètement non homogène est réductible, on 
sait, à un probleme semi-homogène. L'intérêt des séries que nous avons obtenues 
side dans le fait qu’elles donnent la solution des problèmes non homogènes sans 
1’il soit nécessaire de faire cette réduction, ni de chercher l’intégrale générale de 
squation du problème considéré. Ces séries conviennent parfaitement à l’intégra- 
on des équations dont le second membre est une fonction généralement continue, 
juations qui se présentent fréquemment dans les applications. 

Le tableau à la page 152 donne l’expression des coefficients de la série dans 
ıelques cas particuliers. 


Summary 


The purpose of this article is not to use a certain transformation to solve 
oundary problems, but to find an operator (viz. a type of series) adapted to the 
ven problem. 
| In this paper, we limit ourselves to problems for which the homogeneous 
rresponding problem is self-adjoint; the method is applied to problems of the 
cond order and to a partial differential equation. 

The obtained series give the solution of completely non-homogeneous pro- 
‘ems without our having to reduce them to semi-homogeneous problems or to 
ad the general solution of their equation. 


eçu le 27 novembre 1952.) 
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Uber die Instabilität beim Verfahren der zentralen Differenzen 
für Differentialgleichungen zweiter Ordnung 


Von LOTHAR COLLATZ, Hamburg!) 


Bei schrittweiser numerischer Integration gewöhnlicher Differentialgleichun- 
+ 


gen y(n) = f(x, y, y’,..., yn-D) kann es passieren, dass ein an sich gutes Verfahren 
mit kleinem Fehlerglied in der numerischen Brauchbarkeit duch ein instabiles 
Verhalten?) (« Aufschaukeln », «Aufrauhung») mehr oder weniger stark beeinträch- 


A nay = Ke 
14 
hd 
12 


Abies = 


Fig.1 Fig. 2 


| tigt wird. In dieser Zeitschrift hat H. RUTISHAUSER?) eine Erklärung dieser Er- 
| scheinung gegeben; er vergleicht das Anwachsen kleiner Störungen en k Schrit- 


ten der Schrittweite A, is unter der Annahme konstanter partieller Ablei- 
tungen von f nach y, y’,..., yn-1) durch ||? gegeben wird, mit dem Anwachsen 
der Lösungen der Differentialgleichung, ' gegeben sei. 
Dabei ist À die dem Betrage nach grösste Wurzel einer gewissen algebraischen 
Gleichung. Durch Verwendung genauerer Näherungsformeln kann sich der Grad 
der algebraischen Gleichung erhöhen, und es werden weitere À «eingeschleppt», 
für welche |A|>|A | sein kann und welche dadurch Instabilität bewirken können. 

Diskutiert man die Verhältnisse noch etwas weitergehend, zum Beispiel für 
das Verfahren der zentralen Differenzen bei Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung y” = f(x, y, y’), so ergibt sich das folgende Bild, welches vielleicht von 


1) Forschungsstelle für praktische Mathematik der Universität Hamburg. 
2) Auf diese Erscheinung wurde hingewiesen in L. CorLatz und R. ZurmÜnL, Beiträge zu dem 


Interpolationsverfahren der numerischen ge von Differentialgleichungen erster und zweiter 


Ordnung, Z. angew. Math. Mech. 22, 42-55 (1942), speziell Seite 46. 
3) H. RUTISHAUSER, Über die Ti von Methoden zur Integration gewöhnlicher Differential- 


gleichungen, ZAMP 3, 65-74 (1952). 
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Interesse ist, da das Verfahren der zentralen Differenzen wegen mancher Vorzüge‘ 
ein vielbenutztes Verfahren ist. 
Bei diesem rechnet man nach den Formeln 48 
1 


h 
Von 29e art ae aah We 


bo 


ae EE 
Mira Mr dr u (frs + 4 fy + fr) : 


Mit dem Ansatz für Störungen 7, = p A*, nk = q Ay 7. 
kommt man mit den Abkürzungen A = h? f, und 
B=hf,, auf die Gleichung (hergeleitet bei RUTIS- 
HAUSER; dort ist lediglich a = A/12 und b = B/3 7 PTIT III 25 
geschrieben ; wir beschränken uns hier auf das Mit- 2 
teilen der Ergebnisse und verweisen bezüglich der 
Rechnung auf RUTISHAUSER) LH 


(A—1)[12(A®—1) (A—1)— 4 (A+ 1) (424+ 10441) à 
—4B(4—1)(42+44+1)]=0. 


Die Werte A berechnen sich mit A=e® aus 
0? — Bo—A=0. Die Figuren 1 und 2 geben in 
einer (A, B)-Ebene die Werte des maximalen | /| 
bzw. des maximalen |A|. Figur 3 zeigt in einer 
(A, B)-Ebene zwei Gebiete I, II; in Istimmen maximales || und | 4| mit grosser 
Genauigkeit überein; für das Verfahren der zentralen Differenzen ist dort keineif 
Instabilität zu befürchten; im Gebiet II dagegen besteht Instabilitatsgefahr, so-H 
fern man nicht vorbeugende Massnahmen ergreift!). 

Ähnliche Überlegungen lassen sich auch bei verschiedenen anderen Verfahren 
durchführen. 


Fig. 3 


Summary 


In the numerical solution of an ordinary differential equation by step by stepil! 
methods it may be that the computational solution is instable and has after a 
certain number of integration steps of the length / nothing to do with the solution/f 
of the differential equation. For the method of central differences for the diffe- 
rential equation y” = f(x, y, y’) figure 3 gives in the (A, B)-plane (with A = h?2 f 
and B=hf,, a general view of the risk of instability; in the region I there is 
no risk for instability on account of the method of central differences. 


(Eingegangen: 25. September 1952.) 


1) Vgl. zum Beispiel L. Corrarz, Numerische Behandlung von Differentialgleichungen (Springer; 
Berlin 1951), S. 51. 
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iträge zur numerischen Behandlung der Schrédinger -Gleichung 
im Falle des Yukawa-Potentials 


Von KALERVO V.LAURIKAINEN und ERKKIK.EURANTO, Turku, Finnland!) 


Die Eigenwerte der radialen Schrödinger-Gleichung 


d?® eee ae oes e-# 
De a re = 


© den Randbedingungen 
ie) — (2) 


d neulich im Falle 7= 0 von HULTHÉN und LAURIKAINEN durch Benutzung 
Rayleigh-Ritzschen Variationsmethode tabuliert worden [1]?). Für die Eigen- 
ktionen wurde dabei der von HULTHEN vorgeschlagene Ansatz 


n 
G=e+1— Eh ue (3) 


sewandt [2]. Für grosse Werte von k wurden die drei niedrigsten Eigenwerte 
by, bs, unabhängig von der Variationsmethode, auch zu semikonvergenten 
mptotischen Potenzreihen nach Potenzen von t= 1/(2k +2) entwickelt. 
wurde als gegeben, b als Eigenwertparameter betrachtet.) 

| Wir haben versucht, diese Berechnungen für andere Werte von / zu verall- 
aeinern. Zuerst war es möglich [3], verallgemeinerte asymptotische Entwick- 
gen für grosse Werte von À zu gewinnen, wenn / eine beliebige ganze Zahl 
0) ist. Wählt man 


1 
Peso N 2) 
Entwicklungsparameter, so lautet die Entwicklung des ersten Eigenwertes: 
+1 2 
A= —_ — (J + 1)? 4 > (+1)? (272+41+4 3) r? 
T 


= oa + 1)? (10 774+ 241 +415) x? 


5) 
4 ae (14 1)2 (464 14 + 946 + 664 12 + 7611+ 495) 74 9) 
i 43 (I + 1)2 (4560 1° + 23360 15 + 24280 /4 — 37020 18 — 88120 1% 


— 606057 — 15015) 75 +... 


Wenn man den Variationsansatz (3) fiir positive /-Werte verallgemeinern will, 
ss man vor allem das Verhalten der Eigenlösungen bei grossen und kleinen 
rten von x beachten. Wenn x + oo geht, so reduziert sich (1) asymptotisch 
lie Gleichung ‘ 

eee [a + Ber >] @=0. (6) 
dx? 


x? 


1) Universität Turku. ps | 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite 158. 
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Die im Unendlichen verschwindende Lösung ist hier 


RE eee 
®,, = const att (— ) Aa (x > ©) 


ABE | 
und dasselbe asymptotische Verhalten muss also die Ansatzfunktion aufw 
In der Nähe von x = 0 haben wir entsprechenderweise folgenden asymptotis, 


Ausdruck | 


D. = Cousts * (= 10) NS) 


Wir haben zunächst den Fall / — 1 untersucht, wobei insbesondere die 
genden Ansätze versuchsweise gebraucht wurden: | 


N 
Dy SIE ea) Da. 
v=0 
1 N n 
C= ae (4 = à (Er) er 
62 y=0 


(vergleiche zum Beispiel [4], IV C, (119), S. 412), 


6 i= pe n 
= ( + ——_— ) (C=) SR CR, 
# v=0 

Man wird erwarten, dass (10) und (11) eine bessere Konvergenz fiir die Variat} | 

methode erzeugen als (9), weil erstere sich für grosse Werte von x den Eigen 
tionen näher anschliessen. Für kleine Werte von À gibt (10) in der Tat befr] 
gendere Resultate als (9), für grosse Werte von À verhält es sich aber gerade! | 
gekehrt, während (11) für alle A-Werte die besten Resultate liefert (Tabel 


Tabelle 1 


Vergleich der Ansatzfunktionen (9), (10) und (11) 
b, berechnet mit je 2, 3 und 4 Parametern Ah, 


Anzahl 
Ansatz | der Para- k=0 k = 0,5 fe i 
meter h, 
(9) 2 9,18645, 10,153 06, 11,923 70, 19,7991 
3 9,186 36, 10,15068, 11,92069, 19,797 02 
4 9,16103, 1014973, 11,92057 19,797 00 
(10) 2 9,08283, 10,155 74, 11,947 89, 19,963 77] 
8 9,082 09, 1014927 DE 9217247 19,814 65% 
4 9,081 98, 10,14912, 192046, 19,798 76 
(11) 2 9,082 83, 10,14977, 145921833 19,79812 
3 9,08209, 10.149155 11,92048, 19,797 01! 
4 9,081 98, 10.149123 11,92046, 19,797 04 


Im Falle 7 = 2 wurde dann der Ansatz 


à 1 — et I ee QUIN n 
D = eke | pra + sie ) = =) 
e | +3k > -3{ z | (1 —e Ze x 


/ 


gebraucht. Die Konvergenz des Variationsverfahrens ist dabei sehr befriedig 
aber die Berechnungen werden schon ziemlich mühsam. Die Ansatzfunkti 


| 
a 
| 
| 
| 
| 


— 0,00000 0404 #4, 

4 = 1,9801, + 0,06496 60 t — 0,000 26 54 1? + 0,00000 91 # 

+ 0,000 00 04 #4, 

1 = 1,3159, + 0,04560 25 4 — 0,000 25 54 #2 + 0,000 01 25 1 

+ 0,000 00 04 1, 

te = — 0,4553, + 0,00546 84 { — 0,000 00 10 #2 — 0,00000 84 4 
+ 0,00000 08 #, 

ts = 0,4979, — 0,00590 00 ¢ + 0,000 20 46 1? — 0,000 00 09 & 
— 0,000 00 46 1, 

— — 0,1871, + 0,00444 66  — 0,000 14 17 1? + 0,000 00 34 8 
+ 0,000 00 17 #, 
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Tabelle 2 
Beispiele der approximativen Eigenwerte 
ird- 
ngs- Anzahl 
‘1 des | der Para- k=0 A710 k=1 k=3 
igen- | meter A, 
srtes 
a) / = 0; Ansatz (3); drei erste Eigenwerte 
by 2 1,67993, 2516923. 3,81663, 7,896 63, 
3 1,67985, 2.109237 3,81662, 7,89661, 
4 1,607981,, 2,169 22, 3,81662, 7,89661, 
by 3 6,44849, 8,77351, 10,967 75, IMS sh taal 
4 6544771, 8,77057; 10,964 04, 19734201, 
D; 4 | Se 17,99 21,3828, SH All 
b) / = 1; Ansatz (11); zwei erste Eigenwerte 
2 2 9,08283, 10,14977, MESSE 19,79812, 
3 9,08209, 10.149415, 11,92048, 19,797 01, 
4 9,081 98, 10,491, 11,92046, 19,797 00, 
3 3 17,76476, 19,668 52, 22,561 34. 54719790 
4 17,14592, 19,65087, 22,539 095, SEUSS 
c) 1 = 2; Ansatz (12); erster Eigenwert 
be 2 21,904 61, 22,864 64, 24,968 98, 36,017 63, 
3 21,89524; 22,89935; 24,96400, 36,01150, 
4 21,895 00; 22,859 26, 24,903.95, 36,01147, 


(11), (12) lassen sich für alle Werte von / verallgemeinern, wobei ohne Zweifel 
aer genügende Konvergenz erreicht wird, die Berechnungen werden aber bei 
jsseren /-Werten noch beschwerlicher. 
Für den Fall / = 0 geben wir noch Interpolationsformeln für die Berechnung 
fersten Eigenwertes b, und der entsprechenden Koeffizienten h,, wobei wir im 
jatz (3) n = 4 gewählt haben: 


Pi = 2,44899 4, + 0,10742 744 1 — 0,00025 385 ?? + 0,00000 9812 28 


(13) 
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WO 


po ae 

0,05 

ist. Die approximative Eigenfunktion ist hier auf 1 normiert worden, Den Ei 
wert b, erhält man aus (13) im Intervall (0,25 ... 0,45) mit etwa sieben Dezim4 
und in den Parameterwerten k, ist die fünfte Dezimale mit ein paar Einhe 
unsicher. a 
Eine ausführlichere Darstellung wird etwas später in den «Annales Univ 
tatis Turkuensis» veröffentlicht /5]. 


LITERATURVERZEICHNIS 


[1] HULTHÉN, L., und LAURIKAINEN, K.V., Approximate Eigensolutiora 
d?@/dx? + [a + b (e-*/x)] © = 0, Rev. mod. Phys. 23, 1 (1951). 

[2] HULTHÉN, L., Some Integral Theorems for Eigenfunctions of a Discrete 
trum, K. Fysiogr. Sällsk. Lund Förhandl. 75, Nr. 22, App. (1945). 

[3] LAURIKAINEN, K. V., Asymptotic Eigensolutions of the Radial Deu) 
Equation, Ann. Acad. Sci. Fennicae AI 730 (1952, im Druck). 

Pau, W., und KusAKA, S., On the Theory of a Mixed Pseudoscalar 
Vector Meson Field, Phys. Rev. 63, 400 (1943). 

[5] LAURIKAINEN, K. V., und EURANTO, E. K., Approximate Eigensolutio 
d?@/dx* — [R? + 1 (1+ 1)/#? — be-*/x| D = 0 for s-, p-, and d-states (in 
bereitung). 


Summary 


Earlier calculations by L. HULTHEN and K.V.LAURIKAINEN conce 
approximate solutions of the eigenvalue problem (1) and (2) in the case / = 
have been generalized for other values of !. Asymptotic expansions, valid f 
integer values of /, have been deduced for large values of k [3], the expaill 
for the lowest eigenvalue being (5). As possible generalizations of the function ||! 
which has turned out to be the “best fit’’ in the case / = 0—for the case Al! 
trial functions (9), (10), and (11) have been studied, (11) giving the best rq 
(Table 1). In the case /= 2, the trial function (12) was then chosen anc 
found to lead to a very satisfactory convergence. These trial functions call 
generalized for all values of /, no doubt leading to a good convergence i 
variational procedure; the calculations, however, become very laborio 
higher values of /. Some results are given in Table 2. For calculation of the 1 
eigenvalue b, and the corresponding parameters h, there are also given 
polation formulas (13) for the case / = 0, taking n = 4 in the trial functich 
and normalizing the approximative eigenfunction to unity.-A more det 
paper will be published in the Annales Universitatis Turkuensis [5]. 


(Eingegangen: 8. November 1952.) 
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Zur Frage des Dunkelstromes in Photomultipliern 


Von N. ScHAETTI und W. BAUMGARTNER, Zürich?) 


| In einer Arbeit?) über den Dunkelstrom von Li-Sb-Photozellen mit Sekundär- 
' elektronenvervielfachern konnte gezeigt werden, dass dieser Dunkelstrom keinen 
von der Belichtung unabhängigen Wert besitzt. Eine Komponente des Dunkel- 
stroms, die thermische Emission der Photokathode, ist nach Belichtung des 
Photomultipliers grösser und fällt erst nach einer gewissen Zeit auf den Anfangs- 
wert ab. Inzwischen sind analoge Verhältnisse bei Vervielfachern mit Cs-Sb- 
Kathoden konstatiert worden. Der Effekt ist hier noch ausgeprägter. 


INA 
-1074 | 
10 1 
1} 
Spannung: 1,5 Volt 
09 : Messung bei Zimmertemperatur 
\ o———e 120" 
x x 180" 
J 
0.8 \ — —— Dunkelwert 


04 + r ae = ; = 
10 20 30 40° 50 GOT 
Fig. 1 


Verlauf der Leitfähigkeit einer Cs-Sb-Schicht in Funktion der Vorbelichtungsdauer. Beginn der 
Messung: 1 min nach Belichtung der Schicht. 


Alle Messungen wurden so durchgefiihrt, dass der Vervielfacher bei spannungs- 
| losem Dynodensystem mit einer W-Lampe vorbelichtet und der Dunkelstrom an- 
_schliessend verfolgt wurde. 

Die Ergebnisse lassen sich wie folgt zusammenfassen: 

1. Durch Belichtung wird die Nullstosszahl einer Li-Sb- und Cs-Sb-Photo- 
_kathode erhöht. Die Erhöhung der Nullstosszahl in Funktion der Belichtungs- 


| dauer zeigt Sattigung. 


1) Institut für technische Physik an der ETH. 
2) N. Schaettı und W. BAUMGARTNER, Untersuchungen über den Dunkelstrom von Photozellen 


mit Sekundärelektronenvervielfachern, Helv. Phys. Acta 25, 605 (1952). 
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. Nach Vorbelichtung der Photokathode findet man eine höhere Rotempfind- "N 

lic ce Diese klingt parallel der Nullstosszahl im Dunkeln wieder ab. 
3. Das Abklingen der Nullstésse einer vorbelichteten Photokathode kann || 
durch Belichtung mit Rotlicht beschleunigt werden (Ausleuchteffekt). | 

4. Die spektrale Abhängigkeit von Nullstosszahlerhöhung und Photoeffekt ist ||] 
für 400mu <A < 800 ma im wesentlichen gleich. In der Nähe der langwelligen | 
Grenze des Photoeffektes aber fällt die Nullstosszahlerhöhung langsamer ab. 

Diese Untersuchungen sind weiter durch Messungen der Leitfähigkeit von 
Cs-Sb-Kathoden nach Vorbelichtung ergänzt worden. Diese Kathoden wurden in 
einer zylinderförmigen Zelle zwischen zwei Silberringen formiert!). Wiederum 
wurden sie ohne Spannung vorbelichtet, und anschliessend wurde der Verlauf 
der Schichtleitfähigkeit verfolgt. 

Figur 1 zeigt das Resultat dieser Messungen: Eine Vorbelichtung der Photo- ||] 
kathode erhöht deren Leitfähigkeit. Durch genügend lange Vorbelichtungsdauer| 
wird ein Sättigungswert der Leitfähigkeit erreicht. Die Abhängigkeit dieser Er-| 
scheinung von der Lichtwellenlänge der Vorbelichtung zeigt einen der Nullstoss- 
zahlerhöhung analogen Verlauf. Insbesondere stimmen die Wes der langwelligen | 
Grenze für beide Effekte überein (~ 775 mu für Cs—Sb). | 

Das obenerwähnte Verhalten von Li-Sb- und Cs-Sb-Photokathoden zeigt, 
dass sie neben dem eigentlichen Photoeffekt ebenfalls Eigenschaften aufweisen, 
wie sie bei Photohalbleitern und Kristallphosphoren beobachtet werden. Lage 
und Aussehen des Absorptionsspektrums erinnern speziell an das vielfach unter- 
suchte CdS?). Weitere Untersuchungen sollen zeigen, inwieweit die dort vorge- 
schlagenen Modellvorstellungen bezüglich optischer und elektrischer Eigen-H 
schaften auch auf diesen Fall zutreffen. 


Summary 


The investigations on dark current in photomultipliers with Li-Sb- andifl 
Cs-Sb-photocathodes and on conductivity of Cs-Sb-cathodes indicate, that theseil| 
cathodes show, beside the normal photoelectric effect, the behaviour of somelf) 
photoconductive cells and cristal-phosphors. 


(Eingegangen: 14. Februar 1953.) 
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X. Generalversammlung der Union Radio-Scientifique Internationale 
(CULR.. S215) 


Im gegenwärtigen Turnus vereinigt sich die U.R.S.I. alle zwei Jahre zu einer] 
Coney D Als erste der elf wissenschaftlichen Unionen der UNESCA 
hat sie sich diesmal nach Australien begeben, wo sie als Gast der australischen! ; 
Commonwealth Scientific and Industrial Research Organisation ihre X. General-|} 
versammlung durchftihrte. Der amtierende Pi ot Sir EDWARD APPLETON,) 


I | 
| 


1) N. Scharrrı und W. BAUMGARTNER, Cathodes bhotoélectriques Lithium-Antimoine, Le “as 
6, 1041 (1951). 


2) J.FASSBENDER, Ann. Phys. [6] 5, 33 (1949). — I. BRoser und R.WARMINSKY, Ann. Phys. [6] | 
7, 289 (1950). 
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eitete die sehr gut besuchte Versammlung — allein aus überseeischen Ländern 
jvaren 55 Delegierte eingetroffen, sozusagen alle auf dem Luftwege. 
Die eigentlichen Verhandlungen, wofür die Universität Sydney ihre Räum- 
ichkeiten zur Verfügung stellte, erstreckten sich auf den Zeitraum vom 12. bis 
‘1. August. Der Stoff war auf sechs Kommissionen verteilt: 
I. Messtechnik und Normungsfragen, 
II. Wellenausbreitung in der Troposphäre, 
Ill. Wellenausbreitung in der Ionosphäre, 
IV. Atmosphärische Störungen, 
V. Radio-Astronomie, 
VI. Schwingungslehre und Schalttechnik. 
Ganz allgemein führten die Verhandlungen zu einer Reihe von Resolutionen 


lerhandlungsberichten, durch das Generalsekretariat in Brüssel, im einzelnen 
yerOffentlicht. Auf den Abdruck der 300 wissenschaftlichen Beiträge — jeweils 
Mol. II der Verhandlungsberichte — wird dagegen verzichtet. Statt dessen sollen 
askünftig in vermehrtem Masse Sonderberichte herausgegeben werden. Zu ge- 
yebener Zeit und von Fall zu Fall sollen damit bestimmte, wichtige Fragen in 
Jaren weiteren Zusammenhängen übersichtlich dargestellt werden. 

|) Den Abschluss der Versammlung bildete ein zweitägiger Besuch in der Bun- 
feshauptstadt Canberra, verbunden mit einem Abstecher nach dem benach- 
harten Commonwealth Observatory auf dem Mt. Stromlo. 

M Die folgende, XI. Generalversammlung wird im Jahre 1954 in den Nieder- 
landen durchgeführt. Der Präsident für die neue Amtsperiode ist R. P. PIERRE 
{ejay (Frankreich). W. GERBER 


Schweizerische Physikalische Gesellschaft 


Die Frühjahrssitzung der Schweizerischen Physikalischen Gesellschaft findet 
‚m Samstag, dem 2. Mai 1953, im Institut für Physik der Universität Genf statt. 
\nmeldungen für Referate aus dem Gebiet der angewandten Mathematik und 
Physik sind umgehend zu richten an die Schweizerische Physikalische Gesell- 
chaft, Sekretariat für angewandte Physik (P. DE HALLER, c/o Gebrüder Sulzer 
AG., Winterthur), wo weitere Auskünfte über die Veranstaltungen und Besich- 
tigungen während der Tagung zu erhalten sind. P. DE HALLER 


4. Kongress der Internationalen Vereinigung für Brückenbau und 
Hochbau, Cambridge und London 1952 


| Der wissenschaftliche Teil des 4. Kongresses der IVBH. wurde in den Räumen 

ler Ingenieurfakultät der Universität Cambridge durchgeführt. In sechs Arbeits- 
itzungen befasste sich der Kongress mit den Themen, deren wichtigste Schluss- 
lolgerungen im folgenden zusammengefasst wiedergegeben werden. 


A. Allgemeine Fragen 
I. Bemessungsgrundlagen und Sicherheit. Eine zuverlässige Bemessung eines 
auwerkes stützt sich sowohl auf die Erfassung aller Belastungen im weitesten 


Sinne und auf die möglichst gute Kenntnis der Festigkeitseigenschaften der Bau- 


‘AMP Iv/ll 
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stoffe; die dabei noch vorhandenen Lücken sind vor allem durch die Versuch} 
forschung zu schliessen, wobei eine internationale Zusammenarbeit wünschbar is 
Bei der Behandlung der Frage der Sicherheit spielen Wahrscheinlichkeitf 
betrachtungen eine immer grössere Rolle. 
II. Entwicklung der Berechnungsmethoden. Die Berechnungsmethoden passel 
sich dank der Vielfältigkeit der neueren Untersuchungsverfahren immer bess} 
den verschiedenartigsten Problemen an. Die Fortschritte sind besonders auge} 
fällig bei den numerischen Methoden und der Entwicklung besserer experimeill 
teller Verfahren. 


B. Stahlbau 


I. Grundlagen. Im Vordergrund standen hier die Probleme, welche sich a} 
der Anwendung des Schweissens ergeben, wie etwa die Einwirkungen der Teri 
peratur und der gefährlichen inneren Spannungen. 

Il. Praktische Anwendungen. Durch die Anwendung von Leichtprofilen, 
sonders im Hochbau, durch die geschickte Verwendung von Leichtmetallen odif} 
durch geeignete Verfahren zur Vorspannung von Fahrbahndecken bei Verbunifi 
trägern sind in der letzten Zeit Fortschritte erzielt worden. Aber auch die klas 
schen Konstruktionsarten sind durch zweckmässige Massnahmen zur Aufnahn 
der Kräfte noch verbesserungsfähig. Durch eine bessere theoretische und expe 
mentelle Erfassung der Beulprobleme können die Sicherheitsgrade bezügli 
Ausbeulen noch weiter verkleinert werden. 


C. Massivbau 


I. Grundlagen und Eigenschaften des Betons. Neben den eigentlichen Festil]l 
keitseigenschaften wurden auch allgemeine Betoneigenschaften, wie Regelmässijfl 
keit des Gefüges, Frostbestandigkeit und Verarbeitbarkeit, behandelt. Der Begrili 
der Dichte und seine verschiedenen Bedeutungen erforderte eine Klarstellung. 

Bei den Verwitterungsvorgängen fällt vor allem die Vielfältigkeit der mö 
lichen Ursachen auf. Von grossem Einfluss kann das Zusammenwirken von se 
reinem oder säurehaltigem Wasser mit Meerwasser oder Meeratmosphäre seilf} 

II. Aktuelle Probleme des Betons; vorgespannter Beton. Bei der Berechnujf 
des Eisenbetons ist die Tendenz festzustellen, die Bruchspannungen an Stelle 
zulässigen Spannungen bei Gebrauchslast als massgebende Grösse einzuführeil 

In letzter Zeit wird der vorgespannte Beton auch bei statisch unbestimmt!f 
Systemen angewendet. Das führt zu Problemen, deren Schwierigkeit besondeif 
Anforderungen stellt, die jedoch systematisch einer Lösung entgegengefühlf 
werden können. Beim vorgespannten Beton ist bei den Berechnungsmethoddl! 
und den Konstruktionsverfahren ein Höchstgrad von Genauigkeit und Sorgfaflf 
erforderlich, um nicht nur die Tragfähigkeit der Bauwerke, sondern auch deril! 
Dauerhaftigkeit zu gewährleisten. H. WANZENRIAB 


Wissenschaftliche Jahrestagung der Gesellschaft für angewandte || 
Mathematik und Mechanik vom 21. bis 25. April 1953 in Aachen | | 
Der Vorstandsrat der GaMM hat beschlossen, die diesjährige Tagung vq { 


21. bis 25. April 1953 in Aachen abzuhalten. Anmeldungen sind zu richten a 
Herrn Prof. Dr. F. SCHULTZ-GRUNOW, Technische Hochschule, Aachen. 


H. GortTLifi 
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Redaktionelles 


Die Redaktionskommission beklagt den Verlust ihres Mitgliedes Herrn Prof. 
Dr. P. Nicci, der am 13. Januar unerwartet gestorben ist. Die Würdigung des 
Lebenswerkes des Verstorbenen wird zu einem späteren Zeitpunkt erfolgen. 
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The Vector Algebra of Vectors and Matrices. By T. L. WADE (Addison- 
Wesley Press, Cambridge, Mass., 1951), 189 pp., 10 figs.; $4.50. 

An der Florida State University gebräuchliches Lehrmaterial ist hier zu 
einem Buch von 189 Seiten zusammengefasst, das den Stoff der ersten einer Reihe 
von Vorlesungen über Algebra enthält. 

149 Lehrsätze und 196 im Text verteilte Übungsaufgaben kreisen um die 
Grundaxiome der elementaren Vektoralgebra, so dass das Buch besonders fiir 
didaktische Betrachtungen Interesse finden diirfte. Th. Stutz 


Supersonic Flow and Shock Waves. By R. Courant and K. O. FRIED- 
RICHS (Interscience Publishers, New York, 1948) XVI + 464 S., 216 Abb.; $7.00. 


Das vorliegende bedeutungsvolle Buch von R. COURANT und K. O. FRIED- 
RICHS will einen Überblick geben über die Überschallströmungen und die damit 
verbundenen Fragen, also über eines der wichtigsten Gebiete der Aerodynamik. 
Trotz der grossen praktischen Bedeutung dieses Gebietes sind wir heute noch 
weit entfernt von einer allgemein befriedigenden Theorie; ebenso fehlen einheit- 
liche Methoden zur Lösung der auftretenden Probleme. In den letzten Jahren 
wurden zwar die Bemiihungen sehr intensiviert, vor allem auch in Amerika, 
und manche Fortschritte erreicht, aber das Ziel liegt noch in weiter Ferne. Von 
Bedeutung sind in erster Linie die Untersuchungen der nichtlinearen (quasiline- 
aren) partiellen Differentialgleichungen, die zum Begriff der einfachen Welle 
(simple waves) führen, mit deren Hilfe manche schwierigere Str6mungsprobleme 
erfasst werden können. Wie B. RIEMANN schon fand, werden die quasilinearen 
Probleme in der Hodographenebene linear. 

Die Darstellung der Gasdynamik ist in diesem Werke teilweise referierend 
behandelt, indem Probleme nur qualitativ, unter Hervorhebung der Grundge- 
danken, während andere Belange, insbesondere mathematische Entwicklungen 
und Verallgemeinerungen, etwas eingehender ausgefiihrt sind. Fiir Einzelunter- 
suchungen wird auf die einschlagige Literatur (im ganzen sind rund 200 Titel 
aufgefiihrt) hingewiesen, wobei allerdings manche Originalarbeiten in schwer 
zugänglichen Zeitschriften oder in nur mit Miihe erreichbaren Reports verôffent- 
licht sind. Um so dankenswerter ist es, dass R. COURANT und K. O. FRIEDRICHS 
versuchten, eine Synthese zu geben, soweit das beim gegenwärtigen Stand der 
Erkenntnisse überhaupt möglich ist. 

Einleitend geben die Autoren eine Zusammenfassung der Thermodynamik 
und der Bewegungsdifferentialgleichungen der kompressiblen Gase und der mathe- 
matischen Theorie der hyperbolischen Differentialgleichungen erster Ordnung 
für Funktionen mit zwei und mehr Variablen, und es werden die wichtigsten Be- 
griffe, wie Charakteristik, Hodographentransformation und «simple waves», ein- 
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geführt. Das dritte und langste Kapitel befasst sich mit instationären, eindimen- 
sionalen Strömungen (Funktionen von 4, ¢) und behandelt Verdünnungs- und 
Verdichtungsströmungen, Verdichtungsstösse, sowie in allgemeiner Übersicht 
das Zusammenwirken mehrerer solcher Erscheinungen. An diesen Entwicklungen 
waren die beiden Verfasser während des Krieges massgebend beteiligt. Anschlies- 
send folgen Untersuchungen von Explosionswellen und Verbrennungsvorgängen. 
Im nächsten Teil kommen die ebenen isentropischen wirbelfreien stationären 
Strömungen zur Sprache. Als wichtigste hier behandelte Probleme sind zu nen- 
nen: Strömungen durch Kanäle und Düsen, Verdichtungsstösse und damit zu- 
sammenhängende Fragen, Überschallströmungen um Tragflügel gemäss den Stö- 
rungsmethoden. Bemerkenswert ist die hier eingeschaltete allgemeine Diskussion 
über das Problem der Randbedingungen bei stationären Strömungen. Gas- 
strömungen durch zwei- und dreidimensionale Kanäle und das Ausströmen 
aus Düsen (speziell Lavaldüsen, wie sie bei Turbinen, Raketen, Windkanälen 
auftreten) werden im fünften Kapitel behandelt. Das letzte Kapitel befasst sich 
mit dreidimensionalen Strömungen, insbesondere mit den zylindersymmetrischen 
Strömungen um schlanke Körper, mit stationären, isentropischen und wirbel- 
freien kegeligen Strömungen und instationären Kugelwellen (Explosionswellen 
in Wasser, Luft). 

So gibt das Buch, dessen Text durch zahlreiche Figuren unterstützt wird, 
einen vorzüglichen Überblick über dieses interessante physikalische Gebiet, und 
gelegentlich werden auch allgemeine erkenntnistheoretische Fragen gestreift. Die 
Verfasser bemühten sich, weder zu sehr die mathematischen Probleme noch die 
physikalisch-experimentelle Seite in den Vordergrund zu rücken, so dass gleicher- 
weise Physiker, Ingenieure und Mathematiker dieses Buch mit Gewinn zur Hand 
nehmen werden. E. Roth-Desmeules 


Adhesion and Adhesives. By N. A. DE BRUYNE and R. Houwınk (Elsevier 
Publishing Co., Amsterdam, 1951), 518 Ph 2058-70 


Das allgemeine Bestreben der Technik, die Werkstoffe dem jeweiligen Ver- 
wendungszweck möglichst anzupassen, um eine maximale Ausnützung zu errei- 
chen, bringt es bei der grossen Zahl heute zur Verfügung stehender Werkstoffe 
mit sich, dass auch Fragen über die Verbindungsmöglichkeiten der einzelnen 
Werkstoffe miteinander an Bedeutung stark zugenommen haben. Dabei sind vor 
allem bei ungleichartigen Va (Metall — Keramik, Metall — Kunst- 
stoffe usw.) die Verbindungen besonders von Interesse, die mit Hilfe eines Binde- 
mittels (Leim, Klebstoff, Kitt, Adhesiv usw.) erreicht werden. Gerade in den letz- 
ten Jahren sind auf diesem Gebiet, wie das Beispiel des bekannten Klebstoffes 
«Araldit» der Ciba zeigt, grosse Erfolge erzielt worden, die erlauben, konstruktiv 
prinzipiell neue Wege zu gehen. Die Technologie des Verbindens stofflich gleich- 
artiger Oder ungleichartiger Konstruktionselemente mit Hilfe eines Bindemittels 
ist äusserst komplex, denn es spielen hier vor allem Fragen der Oberflachen- 
beschaffenheit und damit der wirksam werdenden Grenzflächenkräfte eine wesent- 
liche Rolle, die bei der Wahl des Bindemittels und bei der Herstellung der Ver- 
bindung berücksichtigt werden müssen. Obschon noch viele Einflüsse, welche die 
Haftfestigkeit zweier Grenzflächen bestimmen, nicht in allen Einzelheiten abge- 
klärt sind, ist es ausserordentlich zu begrüssen, dass in diesem Buch die een: 
probleme der Haftung auf Grund der in den letzten Jahren erzielten theoretischen 
und praktischen oi a behandelt werden. Die Verfasser haben bei der 
ausserordentlichen Vielgestaltigkeit des Stoffes den einzig richtigen Weg gewählt 
und jedes Spezialgebiet durch einen Fachmann behandeln lassen. ee dadurch 
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vielleicht an Kontinuität des gesamten Stoffes verlorengeht, wird mehr als wett- 
gemacht durch eine klare und griindliche Darstellung der einzelnen Stoffgebiete. 
Die wichtigsten Kapitel behandeln dabei folgende Themata: 

a) Thi Teil: Die allgemeinen Bedingungen fiir Benetzung von Ober- 
flächen und Adhesionen von Grenzflächen. Mer ere Kräfte, die an Ceres 
wirksam sind. Das Verhalten von Klebstoffen während und nach dem Abbinde- 
prozess bei mechanischer Beanspruchung. Kraftlinienverlauf in der Verbindungs- 
schicht bei statischer Beanspruchung in Funktion der Art der Grenzflächen. 

b) Praktischer Teil: Aufbau und Verw endung organischer Bindemittel, auf- 
geteilt in tierische, pflanzliche, synthetische el asphaltartige Stoffe. Anorga- 
nische Bindemittel, umfassend Zemente und metallische Verbindungen (Lote). 
Spezielle Bindemittel für natürliche und synthetische Kautschuke. Physikalische 
Prüfung der Bindemittel und der Haftfestigkeit. 

Am Schluss jedes Kapitels folgt eine ausführliche Literaturübersicht, wobei 
auch die wichtigsten Patente angefiihrt sind. 

Trotz der Vielgestaltigkeit der in den einzelnen Kapiteln behandelten Probleme 
ist es den Autoren gelungen, eine geschlossene Darstellung des Stoffes zu geben, 
wobei vor allem die Tendenz, allgemein gültige Zusammenhänge hervorzuheben, 
erfreulich stark hervortritt. Die meisten Kapitel sind nicht nur für den Chemiker 
von Interesse, sondern ebensosehr für den konstruktiv tätigen Ingenieur, sei 
es im Holz- oder Maschinenbau oder in der Elektrotechnik. Überall stellen sich 
Probleme über zweckmässige Verbindung von Werkstoffen, für deren Lösung 
das Studium des vorliegenden Buches sicher wertvolle Anregungen geben wird. 
Bezüglich Ausstattung befriedigt der bekannte Verlag auch verwöhnteste An- 
sprüche, und das Buch darf als Standardwerk auf diesem speziellen Gebiet der 
Werkstoffe allen interessierten Fachleuten bestens empfohlen werden. F. Held 


The Magnetron. By KR. LATHAM, A. H. KING and L. RUSHFORTH (Chapman 
& Hall, London, 1952). 142 pp., 82 figs.; 18s. 

Die Verfasser sind bekannt durch Beiträge zur Entwicklung des Multi-Cavity- 
Magnetrons in Blockkonstruktion. Das Buch gibt mit einer historischen Einlei- 
tung, welche auch andere Oszillatoren umfasst, eine zusammenfassende Darstel- 
lung des Magnetrons speziell im Hinblick auf die Verwendung für Radar auf 
Zentimeterwellen mit Impulstechnik hoher Leistungen. Die allgemeinen Eigen- 
schaften des Multi-Cavity-Systems (gekoppelte Resonanzkreise) und die Lei- 
stungsauskopplung werden ausführlich in zwei weiteren Kapiteln behandelt. 
Drei folgende Kapitel diskutieren den Elektronenmechanismus, Schwingungs- 
unterhaltung (mode stability), Schwingungsanfachung, Wirkungsgrad, ferner die 
Probleme der Kathodenkonstruktion für hohe Emissionsströme, die Konstruk- 
tion und Fabrikation des Magnetrons. Anschliessend folgt das Kapitel über die 
Belastung des Magnetrons mit Betriebscharakteristiken (Belastungsdiagramme, 
Leistungsmessung). Den Schluss bildet die Anwendung des Magnetrons für Radar 
mit zugehöriger Modulationstechnik. 

Den Verfassern gelingt im ganzen eine anschauliche Darstellung, welche durch 
die 82 schematischen Figuren und Photographien vorteilhaft unterstützt wird. 
Das Literaturverzeichnis nach jedem Kapitel (hauptsächlich Reports) zeugt von 
grosser Verarbeitung des Materials. Ob den Verfassern auch die anschauliche 
Darstellung des Elektronenmechanismus (nach den schwierigen Originalarbeiten) 
gelungen ist, bleibe dem Leser zur Beurteilung tiberlassen. Jedenfalls wendet 
sich das Buch nicht nur an den Aussenstehenden, sondern auch der Fachmann 
kann vieles daraus lernen. F. Lüdi 
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Partielle Differentialgleichungen. Von J. Horn (W. de Gruyter, Berlin 
1949). 228 S., 8 Abb.; DM 14.-. 


Die vorliegende vierte Auflage dieses bewährten Lehrbuches ist ein Neudruck 
und entspricht damit im wesentlichen der zweiten Auflage aus dem Jahre 1929. 
Einzig das Literaturverzeichnis, das nur das Wichtigste umfasst, ist bis etwa 1940 
nachgefiihrt. Das Buch bietet den klassischen Bestand der Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen unter Beschränkung auf die am häufigsten auftretenden 
partiellen Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung mit zwei unabhän- 
gigen Variablen. Die allgemeinen theoretischen Entwicklungen werden klar und 
ausführlich dargestellt, die Existenz der Lüsungen wird bewiesen. Meist sind die 
verschiedenen Lösungsmethoden noch an wichtigen Beispielen aus der theoreti- 
schen Physik (Mechanik, Thermodynamik, Potentialtheorie) und der Flächen- 
theorie vollständig durchgeführt. Inhaltsübersicht: Normalformen der linearen 
partiellen Differentialgleichungen (DGln.) zweiter Ordnung mit zwei unabhän- 
gigen Variablen; hyperbolische DGln.; Theorie der linearen Integralgleichungen 
nach D. HILBERT und E. SCHMIDT, Lösung von FREDHOLM; Randwertaufgaben 
für gewöhnliche lineare DGln., soweit diese für die partiellen DGln. von Bedeu- 
tung sind; Randwertaufgaben für elliptische DGln.; parabolische DGln.; par- 
tielle DGln. erster Ordnung mit zwei unabhängigen Variablen; partielle DGln. 
zweiter Ordnung mit zwei unabhängigen Variablen (Monge-Amperesche DGl.). 

Das gut und übersichtlich aufgebaute Werk kann den Studenten der Mathe- 
matik und der Physik sowie der Ingenieurwissenschaften sehr empfohlen werden. 
Allerdings sei abschliessend noch darauf hingewiesen, dass das Buch — und dies 
lag in der Absicht des Verfassers, der nur die «reine» Theorie darstellen wollte — 
nichts enthält über numerische Methoden zur Lösung von nicht geschlossen 
integrierbaren Fällen, die ja in vielen Gebieten eine Rolle spielen und von grosser 
praktischer Bedeutung sind. E. Roth-Desmeules 


Tables of the Error Function and of the First Twenty Derivatives. 
By the Staff of the Computation Laboratory (The Annals of the Computation 
Laboratory of the Harvard University, Vol. 23). (Harvard University Press, 
Cambridge, Mass., 1952). 300 pp.; $8.00. 


Es handelt sich um eine ausführliche, sechsstellige Tafel des Fehlerintegrals 


x 
; = pert? a 
ad 0 


und dessen 21 ersten Ableitungen [q((%) bis g(2°)(x)], die jedem, der mit dem 
Fehlerintegral arbeiten muss, eine willkommene Hilfe sein wird. 

Die Tabelle reicht so weit, als die Funktionswerte noch die Schwelle von 
107$ übersteigen, und das Argumentintervall (meist 0,002 oder 0,004) ist so ge- 
wahlt, dass mit Hilfe der mit tabellierten Ableitungen leicht nach HERMITE oder 
auch mit einer Taylor-Reihe interpoliert werden kann. 

Den eigentlichen Tabellen (276 Seiten) geht eine Einleitung voraus, in der die 
wichtigsten funktionentheoretischen Eigenschaften der tabellierten Funktionen 
und der damit zusammenhängenden Hermiteschen Polynome sowie einige An- 
wendungsmöglichkeiten mit den zugehörigen Literaturangaben zusammengestellt 
sind. H. Rutishauser 
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IV. Buckling by Compression 


Straight rods and shafts present a variety of applications of the preced | 
theory. | 
19. Euler’s Buckling Cases 


A straight rod, subjected to a sufficiently small axial thrust P (Figure 19 | 
has a stable equilibrium configuration in which it is slightly compressed. I 


Pad 


P 


Z 
x J 


Je 7 2 3 z & 


x 


Figure 19.1 Figure 19.2 


Rod under axial thrust. 3uckling cases. 


equilibrium is disturbed, it executes axial, torsional and flexural vibrations.|f} 
P increases, the equilibrium, for a certain value P,, becomes unstable, and {|} 
rod, being heavily bent by its load, buckles. 

The so-called buckling load P, depends on the constraints (Figure 191]! 
The reactions, provided the constraints are rigid and frictionless, do no wa i 
If damping, in accordance with Theorem 16c, is disregarded, the internal fo | 
are conservative. So is the load, provided it is not only of a constant magnit 
but also retains its axial direction independent of the shape of the deflect 
curve (Example 2.3). Hence, the problem is purely nongyroscopic. Frjff 
Theorems 14 it follows that any load P = P is critical and that P, can | 


obtained by either of the static methods. 
Let the rod be homogeneous and prismatic. Then, provided it is supporif 
symmetrically with respect to the principal planes (x, z), (v, z) (Figure 19 
the displacements of the deflection curve in either of these planes are indepaf 
dent. Thus, we are confronted with the buckling problem of L. EULER [25]}), 
solution of which can be obtained by individual treatment of either projectidf 
while compression and torsion may be disregarded. The result is the well kno# 
formula of L. EULER 
Paka À, (al 
where / denotes the length of the rod, B its smaller flexural rigidity and A 
numerical factor taken from Table 19. 


1) Numbers in square brackets refer to the Bibliography, page 184. 
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Table 19 
Euler’s buckling loads 


ECHENENENENEN 


| Factor k | 4 | 1 | 0-25 | 2-045 | 1 | 


20. The Influence of Constraints 


By Theorems 14 (Table 14) any purely nongyroscopic buckling problem is 
aracterized by a buckling load P, which represents the limit between the 
able and the unstable regions and is obtained as the smallest value of P for 
nich V is not positive definite. In order to distinguish it from other kinds of 
itical loads (particularly from the so-called buckling loads of higher order), 
> might call it a genuine buckling load. 

Let A and B be two purely nongyroscopic systems differing only by their 
nstraints. If B is subjected to all the constraints of A and, in addition, to a 
imber of workless constraints, A and B have the same potential energy. Any 
nfiguration of B compatible with the constraints also is an admissible con- 
uration of A (while the reverse is not true). Thus, if V in the system A is 
sitive definite, so it is in the system B; hence, the buckling load of B can not 

smaller than the one of A. We have, therefore, 

Theorem 20a. If, in a purely nongyroscopic system, workless constraints are 
ded, the buckling load does not decrease (but generally increases). 

From Theorem 6 it follows that Theorem 20a, formulated for the smallest 
tical load, remains valid in the presence of gyroscopic and dissipative forces. 
lus, we obtain 

Theorem 20b. If in a stationary, noncirculatory system workless constraints 
2 added, the smallest critical load does not decrease (but generally increases). 

The constraints illustrated by Figure 19.2 are workless, provided that friction 


negligible. Their number increases from Case 3 to 1 and from Cases 3 and 5 
pectively to Case 4. Table 19 shows the corresponding increase of k. 


21. Asymmetric Constraints 


If the constraints (Figure 19.2) are asymmetric with respect to the prin- 

al planes of the rod, the projections of the deflection curve, being connected 
the end conditions, can not be treated separately. There are various types 
asymmetric constraints; perhaps the most important one is represented by 
arge bearing, the axis of which is rotated in the end section through an 
itrary angle # with respect to the y-axis. 
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In Figure 21.1 Case 5 is shown, both axes being rotated through the sa 
angle # which can be restricted to the interval 0 = # S 7/2. The buckling load [, 
is given by (19.1) again, the numerical factor k (by which P, exceeds the Eux 
load of Case 5) depending on the angle #. In Figure 21.2 te square root oft 
factor is plotted versus #, the parameter 2? = ae denoting the ratio of the flexut | 
rigidities. For #= 0, k= 1; the rod buckles in the plane perpendicular to the aif 
of the bearings, P, being the Euler load in Case 5. If 4 increases from 0 to 2/2, 11] 
buckling load is raised by the increasing stiffness with respect to the axes of 1l 


Pt rt x : AI | 


GNU ONE NT NT SO CO TEN el 
Figure 21.1 Figure 21.2 


Rod with rotated hinges. Buckling load for rotated hinges. 


bearings, the deflection curve generally being a space curve. The highest va 
k = 4, attained by rods of slender cross section (A? 4) for à = 2/2, aie | 
to buckling in the plane of the axes, P being the Euler load in Case 1. 


Other examples of asymmetric constraints have been examined by P. F1 
LUNGER [28]. Like the case just treated, they are obtained from cases 
Figure 19.2 by adding or removing workless constraints; hence, their buckli 
loads, according to theorem 20a, are limited by the corresponding values 
Table 19. 


22. Twisted Rods 


If the rod is twisted in the unstrained state by a constant angle w per un 
length, its displacements in either direction are connected by the differenti 
equations. 


In Case 5, the buckling load is found [29] to be given by (19.1), the numeri 
factor k (by which P, exceeds the Euler load) depending on the total angle | 
| 
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fist, ® = Io. In Figure 22.1, k is plotted versus @ for several values of 22 = x/B. 
m the whole, the buckling load, owing to the stiffening effect of the greater 
jexural nn &, increases with the angle of twist, À tu for @ + oo, to 


A2/(1 


= 


2. For a given value of 42, the factor k is de by an 


+ = successive arcs. The reason is obvious: near ®= 2 a the buckling load 
f the first order (of the untwisted rod) begins to exceed the second order load, 
nd since this process is repeated with higher orders, P, is successively determined 
y buckling loads of increasing order. 


: | | | | | = 
194 ER 8 sa ne 
| | ee 

| | | | | 
14 - 
17 al 

] | = 

16 | 
15 | | | 

| | 
4 + + | - | + =; + 

| | | | Re 2-2 
43 + - + | 

| | | | 
12 - — 

| | | 

| | | 

HH | + = } IP 
/ | zi | | | | | | Vest 
O 45 90 135 160 225 270 35 360 208 450 495 540 585 630 675 720 


Figure 22.1 


Buckling load of a twisted rod. 


Case 3 has been solved by E. LÜscHER [30]. Other cases of twisted rods 
ave not been treated so far. 


23. Tangential Compression 


The rods considered in 19 to 22 are purely nongyroscopic. If, however, the 
ırust P, although of constant magnitude, has no constant direction but 


Figure 23.1 
Rod loaded 
angentially. 


remains tangential to the deflection curve (Figure 23.1), the 
problem (Example 2.4) may be circulatory. 

Resolving P as shown in Figure 23.1, we obtain, in the case 
of a prismatic rod with symmetric constraints, 


V=P, H=P%. (23.1) 


While V is conservative, H represents the circulatory constituent 
of P. From Figure 19.2 it follows that H, apart from Case 3, 
does no work. Hence, Cases 1, 2, 4, and 5 are characterized by 
genuine buckling loads P, given by (19.1) in connection with 
Table 19. In Case 3, however, the existence of a genuine buckling 
load is uncertain. Besides, the critical loads according to Theo- - 


m 17, must be calculated by means of the kinetic method. Eventually, latent 
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instabilities must be taken into account, appearing, by Theorem 11a, whenky | 
a nontrivial equilibrium position exists. | 

This problem has been solved by M. BECK [31]. He found that there s 
exists a genuine buckling load, given by (19.1) with k = 2-031. It is apprq 
mately eight times as large as the axial buckling load. 


| 
24. Pulsating Compression 


If the rod is acted upon by a pulsating load 
P=Q+ Scoso@?, (24 


the problem is instationary. According to Theorem 18, the kinetic meth] 
alone is legitimate; besides, the question of physical imperfections deser 
attention. 

Case 5 has been treated by E. METTLER [32]. The most general motion |} 
the rod consists in an infinity of normal vibrations with amplitudes À, satif) 
fying the Mathieu equations 


nr! 


A+ (da — en cost) 4,0, (=1,2,...) (AM 


where derivatives with respect to tT = wt are denoted by primes. The paif 
meters of (24.2) are 


a > Q Az S En Ss 

te Cor en | 
where the quantities Q,, A, represent the static buckling loads (of all ordell 
and the natural frequencies respectively of the unloaded rod. 

Let the points P,(ö„, €,) in Figure 12.2, for given values of Q and S, 
represented by polar coordinates 7,, #,. Since Q, ~ n?, their arguments 
form a rapidly decreasing sequence. At the same time, since A, ~ 22, their radiilff 
increase so fast that ¢,~mn®. By the straight line & — 0, the upper hif 
plane is divided into two regions of which, on the whole, I is stable while |f 
is unstable. Provided Q + S < Q,, all points P,, according to (24.3), lie in tif 
region I. Thus, a rod, as a rule, is stable if the maximum of the pulsating lo 
does not exceed the static buckling load. If Q +S > Q,, at least P, lies in ti 
region II. Moreover, for Q>Q,, the argument 9, + x/2, and for Q > A 
3, > x/2. Thus, under a pulsating load the mean value of which is near or 
excess of the static buckling load, the rod, as a rule, is unstable. | 


restrict ourselves to loads deviating but little from their mean values (S € (SEC fi 
Here, it follows from (24.3) that, apart from the cases Q — Q,, the points P, À 
near the 6-axis. Thus, mean loads Q > Q, are critical. If Q < Q,, howeve 
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Istabilities are to be expected for 0, = 1/4, 1, 9/4, ... , i. e. whenever 
N: An i ae = 1 fi 3 
| o | ce Zur 


aese conditions are met by arbitrarily small values of Q whenever 
ZI 
[42] = Ne An, = hy rete te (24.4) 


wing to damping and to the fact that the unstable regions near the 6-axis, 
kcept in the vicinity of 6 = 1/4, are extremely narrow, the most important 
lution of (24.4) is « =24,. This instability is often referred to as subhar- 
lonic resonance. 

| In Cases 1 to 4, the problem is more complicated [33]. The influence of 
ıysical imperfections has been examined by E. METTLER [34]. 


V. Buckling by Torsion 


A. G. GREENHILL |35] has shown that straight rods and shafts subjected 
» torsion are capable of buckling. In order to discuss their instabilities, we 
all confine ourselves to shafts having two equal flexural rigidities ( = «). 

special case of a prismatic rod with different flexural rigidities has been 
‘eated by R. GRAMMEL [36]. 


25. Axial Torsion 


_ Figure 25.1 shows a shaft acted upon by a constant couple of moment M. 
rovided that its vector remains axial during deflection, it shall be called an 
axial moment. Such a moment is (Example 2.5) circulatory unless 
the end of the shaft on which it acts is held in alignment. Thus, 
Cases 1 and 2 of Figure 19.2 indeed are purely nongyroscopic. 
They have, according to theorems 14, a genuine buckling load M, 
which can be obtained by static methods. However, Cases 3, 4, 
and 5 are circulatory. Their critical moments, according to Theo- 
rem 17, must be calculated by means of the kinetic method. 

According to A. G. GREENHILL [35], the buckling moment 
has the form ' 


i 5.1 
.» M,=+ka =, (25.1) 
Shaft acted l 
upon by a g e : ; 
couple. k being anumerical factor depending on the constraints and given 


by Table 25. It has been calculated by A. G. GREENHILL [35], 
je author [5] and A. Trösch [6]. In Cases 1 and 2, k defines a genuine buckling 
ad. In the other cases, it merely marks the transition of the shaft from a 
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stable to an unstable state. It is probable but has not been rigorously pro} 
so far that in the latter cases M, is a genuine buckling load. 


Table 25 
Axial buckling moments 
| Case | 1 2 3 | 4 | 5 | 


| Factor À | 2.861 | 2 | 0 | 0 | 2 | 


The stability of rods both under compression and axial torsion has 1 | 
discussed by A. G. GREENHILL [35], R. GRAMMEL (see [4], p. 545), and A. Trew 
[6]; for a full account of all buckling cases see [6]. 


26. Conservative Torsion 


Since actually, for arbitrarily small values of M, instabilities never hé 
been observed, the results obtained in 25 for Cases 3 and 4 disagree with jf} 
facts. Thus, the question arises whether it be justifiable to assume that 
vector of the moment M remain axial during deflection. One might as 
assume that it remain tangential to the deflection curve; however, an atte | 
by J. Morris [7] based on this assumption has shown that (at least in Cast 
the instability does not disappear. In any event, it is evident that any a prillll 
assumption concerning the direction of the moment vector is arbitrary ail 
that, in order to obtain more reliable results, the forces contributing to 
moment M must be examined [9]. 

If the moment acting on the section z, of a shaft is produced by two consté 
forces having fixed lines of action (Figure 26.1), the moment vector 


M = M(0, 0, 1) (2a 


is axial. This case, however, is extremely rare; perhaps it is approximatil} 
realized in Pelton turbines. In most cases, however, any deflection of the shi 
is accompanied by a displacement of the lines of action of the forces and, |} 
consequence, by an inclination of the moment vector, though the force vectd hi 
themselves remain constant. 

In Figure 26.1, for instance, the lines of action of the constant forces mb 
be free to follow an inclination of the disc. This type of loading is easily obtain} 
by means of threads; besides, it is realized (in connection with an axial thru 
in axial turbines having two jets. As soon as the shaft is deflected, the tangell 


tial vector £(x;, yj, 1) at z, is inclined. So is the moment vector M (Figure 25. 
which is given by 


M= Mix, 0,4), (26 
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fovided the forces are parallel to the y-axis. A moment vector of this type has 
‚en called a quasitangential moment. 

If two couples of this type are combined as shown in Figure 26.2, the 
oment vector is 


1 LA 1 / 
M=M(> x, = 94.1). (26.3) 


ich a semitangential moment is independent of the axes x, y and appears 
henever a uniform distribution of more than two circumferential forces are 
yplied to the disc, particularly if this distribution is continuous as in most 
dal turbines. 


P 
x 
d y 
Figure 26.1 Figure 26.2 Figure 26.3 Figure 26.4 
Axial or quasi- Semitangential Pseudotangential Two quasitangential 
angential moment. moment. moment. moments. 


In Figure 26.3 the couple is applied by means of a cross bar fixed at right 
hgles on the shaft. This type of loading, too, is easily realized by threads or 
an electric or magnetic field. If M, = 2 P a denotes the original moment and 
, the angle of twist just before buckling sets in, the moment responsible for 
ickling is M = M, cos#,, while obviously 
o<a <5. (26.4) 
uring deflection, 
| M = M(x, + y; tand,, 0, 1), (26.5) 


‘ovided that the cross bar in the unloaded state and the loads are parallel to 
ie axes x, y respectively. Equation (26.5) defines a pseudotangential moment. 
| If the shaft is loaded by means of a Cardan link, M is of the quasitangential 
‚pe. In case 5 (Figure 19.2) the buckling load, provided that the moments 
both ends are quasitangential, depends on the angle 6 (Figure 26.4) through 
hich one of these couples is rotated with respect to the other one. If the direc- 
on of the forces P is fixed, so is 6. In the case of two Cardan links, however, 0 
spends on the elastic twist which itself is a function of M; this problem, 
hich is more complicated, has been solved by W. T. KOïTER [10]. 

Since the moments (26.2), (26.3) and (26.5) are conservative [9], we have 

Theorem 26. Semi-, quasi- and pseudotangential moments are purely non- 
roscopic. : 
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27. Semitangential Torsion 


According to theorems 26 and 14, a shaft loaded by a semitangential r 
ment has a genuine buckling moment which can be obtained by static methq 
The semitangential buckling moments, calculated [9] for the cases of | 
gure 19.2, are given by (25.1); the factor k being taken from Table 27. Six 


moment, the corresponding values in Tables 27 and 25 are identical. 


Table 27 
Semitangential buckling moments 
Case | 1 2 3 4 | 5 | 
> 


Factor k | 2-861 | | 1 | 2-168 | 1.564 | 


Note that the values of Table 27 satisfy Theorem 20a. 


28. Quasitangential Torsion 


Quasitangential moments are treated in the same way as those of 27. 
The quasitangential buckling moments, calculated [9] for the cases 
Figure 19.2, are given by (25.1), the factor k being taken from Table 28. T 


Table 28 
Quasitangential buckling moments 
Case | 1 | 2 | 3 4 | 5 | 
ji = 
2-861 2 0-5 1-576 er 


| Factor k 
| er 1.021 (5 = 2/2) 


differ from those of Tables 25 and 27 in Cases 3 to 5 and again are in accd] 
with Theorem 20a. | 

In Case 5, provided both external couples be quasitangential, the buckl | 
moment depends on the angle 6 (Figure 26.4). Table 28 gives the values 
6 = 0 and 6 = x/2 only. 


29. Pseudotangential Torsion 


Pseudotangential moments are treated in a similar manner [9]. In all of : 
cases of Figure 19.2, however, the buckling moment would produce an ani 
of twist beyond the interval (26.4). Thus, the shafts of Figure 19.2 do if 
buckle under pseudotangential moments acting at their ends. | 

The stability of shafts both under compression and conservative torsion I 
been examined by M. BECK [37]; the results will soon be published. 
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30. Pulsating Torsion 


If a shaft is acted upon by a pulsating moment 


M=0+Scoswt, (30.1) 


jp problem is instationary. A kinetic investigation shows that the shaft 
2cutes torsional vibrations which, in the case of resonance, may be dangerous. 
sides, the pulsating moment, like the pulsating load of 24, is capable of 
citing lateral vibrations. 

In Case 5 and under the assumption of an axial moment, they have been 
vestigated by W. KELLER [38]. 


VI. Critical Angular Velocities 


For an observer at rest the critical speeds of a shaft are resonance pheno- 
ma [11]. For an observer rotating with the shaft, they are instabilities of a 
roscopic system. In a few simple cases it is possible to obtain the critical 
gular velocities by static methods which, thus far, have been used almost 
thout exception. According to Theorem 15a, however, this way of approach 
unsatisfactory; in numerous problems it does not yield all of the critical 
eds. 


31. Critical Speeds of an Unloaded Shaft 


Figure 31.1 shows a shaft rotating with the angular velocity w. It is 
uipped with a single rotor of mass m, which is assumed to be statically and 
qetically balanced. In order to simplify the problem, let us neglect the mass 
the shaft, its compression and twist, the weight of the rotor and its deforma- 


Case / 2 4 
: le | 
AE >\< 
Y2 VA 
Consraints | 1 
Ve Ye 
Ae A > 
AN toa 
Inf number 2 = Ts ae | 
Figure 31.1 Figure 31.2 
Shaft equipped with a rotor. Different cases of critical speeds. 


| 


yn as well as frictional forces and gyroscopic moments. Then the flexural 
brations, referred to a coordinate frame rotating with w, are determined by 


em (%,—20%,—0%? x)=, m(y,+20%,—o0*y,)=—F, (31.1) 


MP IV/12 
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where Æ,, F, may be interpreted as the forces producing the static dispill 
ments x,, y, of section 21. | 
Provided that the flexural rigidities «, ß of the shaft are equal, the deff 
tion a at z, due to a unit force acting at z, is parallel to this force. It hash} 
character of an influence number and depends on the constraints of the seh 
Introducing this influence number which, in three simple cases is give | 
Figure 31.2, into (31.1), we obtain | 
| 


1 


il ; = 
2 #2 
~- OÙ DER 6 | 
m a jel ( | 


m a 


%,—20y,+ | - 0?) i= 0, Were ow diy + |- 
Hence, the problem is purely gyroscopic. Its differential equations are thos 
Example 8.1, provided the particular case €, = c, = 1/a is considered. Tf 
the shaft is stable for any value of o. | 

In order to explain the existence of a critical speed, physical imperfect} | 
such as static or kinetic unbalances must be taken into account. They cal 
represented by a few small additional masses located at arbitrary points off 
rotor, giving rise to constant inertia forces. These forces, according to Theol 
11a, produce a latent instability whenever a nontrivial equilibrium posilff 
exists. Thus (and in accordance with Example 11.2), the angular velo | 


1 
Wo ne 
ma 
is critical (if negative values of w are neglected). 
32. The Influence of Gyroscopic Moments 


When the gyroscopic moments of the rotor are taken into account 
problem still is purely gyroscopic. 


’ 


477 
=f ~ 08 0 05 % 
Figure 32.1 


Influence of a gyroscopic moment on critical speed. 
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{It has been treated by A. Sropora [39], R. GRAMMEL (see [40], vol. IT, 
13) and the author [11]. Here again, the critical angular velocities represent 
ent instabilities. Provided the rotor is flattened (its axial moment of inertia 
exceeding au equatorial moment A), there appears a single critical angular 
city ©, > w,. If the rotor is elongated (C < A), there exists a pair of them 
ke greater and the other smaller than Oo) 

‚In Figure 32.1, &,/o, is plotted versus k?/l?, the quantity k? = (C — A)/m 
ng positive or negative according to a the rotor is flattened or elon- 
ed. The curves are obtained by using the influence numbers of a cantilever 
ft; thus, they are valid in Case 1 of Figure 31.2. 


33. Shafts Having Two Unequal Flexural Rigidities 


} Provided the flexural rigidities «, B of the shaft are unequal, the elastic 
ice (F,, F,) introduced in 31 generally does not have the direction of the 
lection (x,, v,). If the influence number 4,4 (7, k = x, y) represents the 
jlection at z,, measured in the direction 7 and due to an unit force parallel 


4the axis k, we have 


Neglecting the gyroscopic moments again, we obtain, by introduction of 
2) into (31.1), 


_ ©?) %=0, +20 + | = w?) yy =O, 


(33.3) 


Bo © ÿ1 + (= 


IM a ma 


YY 


us, the problem still is purely gyroscopic. Its differential equations are those 
Example 8.1; hence, the angular velocities 


1 1 


an 
1 Ym Dp » ym ay y 
i critical. 


This result has been established by R. GRAMMEL (see [4], p. 786). According 
(33.3), both limits of the critical interval (33. 4) represent latent instabilities 
1 might have been obtained by static methods. According to Theorem 15a, 
wever, it cannot be proved by static means that the whole interval is 
‘ical. Hence, the principle of equivalence which, likewise, is due to R. GRAM- 
L (see [4], p. 782), stating that the critical values of are those for which, in 
| absence of unbalances, nontrivial equilibrium positions exist, is not gener- 
7 valid. It must be replaced by 


Be 2 33.4) 
x YY 
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Theorem 33. In a purely gyroscopic system, the angular velocities @,< Wz <I 
admitting nontrivial equilibrium positions (in the rotating coordinate frame) | 
critical. Any other angular velocity © > ©, may or may not be critical. 


34. The Influence of Compression 


The shafts of Figure 31.2, loaded by a constant axial thrust P, give (| 
to the five cases illustrated in Figure 34.1. Since P is conservative, the prob 


x Aly wee 


Figure 34.1 


Loaded shafts. 


still is purely gyroscopic. Provided that « = f, the differential equation] 
motion are (31.2); the critical angular velocity therefore is 


QO, = ee ; (A 
Vm [7 | 
the influence number a denoting the deflection at z, due to a horizontal unit ff} 
at z, and the vertical thrust. 
The evaluation of a shows that, for loads small compared with the buc 
load, the ratio of m, and w, is given by the formula of R. MELAN [41], 


oO; PR 
= : 


en (3 
Mo x 
the factor k being taken from Table 34 (see also [4], p. 800). 
Table 34 
Influence of a thrust on critical speed 
Case | il 2 3 | 4 | 5 | 
| Factor k : = a . | 
2 80 160 20 40 | 


35. The Influence of Torsion 


If the shafts of Figure 34.1 are acted upon by a torque in place off} 
thrust, the differential equations (31.1) remain valid. Due to the torque, howd 
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hd in spite of the assumption « = B), the force (F, Æ,) does not necessarily 
{ve the direction of the deflection (x,, y,). Making use of the influence numbers 
fined in 33, we have 


M = Aye Hot den us Vi ay Pt de le 331) 
le determinant 
| À = Gay — Bey Aye (35.2) 
positive (see [4], p. 89); hence 
i 1 
F, = 7 (Ay — y Va)» = A Ga + One Ya) - (35.3) 


‘roducing (35.3) into (31.1), we obtain the differential equations 


a 
YY _ 42 = ny = 
| at) 2, — SD | 


se , N { a 
xy — 2 © Vs + = 


gu m A 
(35.4) 
+ ayy a 
+ 2 © % 2 x + (. a 2) = 
Past DX maa 206, A (a) | Vi OF 
d the characteristic equation 
fie te (2 m2 + on uv) 122129 Pau Et o À 
ie mA mA 
a ae 1 (3555) 
4 ee yy 2 24 
ip CO i sii aa en) en 
mA ae m? A 


| If all of the couples acting on the shaft are axial, the rotating system 
<cept in Case 2) is not only gyroscopic but also circulatory. This implies, ac- 
‘ding to 10, that a,, + a,,- 

| In Case 1 the shaft at rest, according to 25, is unstable under arbitrarily 
all values of M. It has been proved in [5] that it remains unstable for any 
ue of w; thus, any angular velocity is critical. A. TROSCH [6] has shown that 
» same result applies in Cases 4 and 5, while in Cases 2 and 3 the critical 
zular velocity (for moments small compared with the buckling moment) is 
ren by the formula of R. GRAMMEL (see [4], p. 800), 

a -1-k(-),, (35.6) 


Mo 02 
» factor k being taken from Table 35a. 
Table 35a 


Influence of an axial moment on critical speed 


Case 


| | Factor À 
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In most actual cases, however, the moments acting on the shaft are eit 
semi- or quasitangential. In Case 2, this is irrelevant. In Cases 1 and 3, 
moment acting on the disc must be specified; in Cases 4 and 5 those acting 
the ends must also be specified. | 

If the moment acting on the disc is semitangential (as is the case in turb# 
having more than two jets), the problem, in Cases 1 to 3, is purely gyrosco} | 
hence 


ap 
dpa Oy; Gag = Open Mage 0e (3 
Moreover, since the semitangential moment (26.3) is independent of the cel] 
| 
dinate frame, a,, = ay, and ay, = —4,.,5;thus 
tity Ee. 0 ea (3 


It follows that (35.5) is quadratic in 2°. The discriminant of (35.5) is 


and the roots 2? are negative or zero. Hence, the only instabilities are of | 
latent type. They are given by (34.1), @ denoting the deflection at z, due 
horizontal unit force at z, and to the moment M. 

The evaluation of a shows that, in Cases 1 to 3, formula (35. 6), toge 
with the factors k taken from Table 35b, is valid [11]. 


Table 35b 
Influence of a semitangential moment on critical speed 


Case | 1 2 3 
sl 5 1 
Factor & | —— | —— = 


160 640 7680 | 


of various types. If applied by means of Cardan links, they are quasitangeniil 
i. e. of the form (26.2). The problem, which is being treated by CH. WEHRLI[H 
is purely gyroscopic. Since the relations (35.7) still hold, the discriminf}} 
(35. 9) is positive; hence, the roots A? of (35.5) are real. They are both nega‘) 
if and only if the constant term in (35.5) is positive. Thus, an entire inte 


oO, So Sa, (354! 


is critical, the limits of which follow from 


Ge + Ayy F V (ee at a, ) . (35) } 
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' In Case 5, CH. WEHRLI [42] obtained the critical interval 


5 Mi a) a3 VIEL. 
64 OL CI, ae are 


(35.12) 


juse 4 is more complicated, since the critical interval depends on the angle 6 
‘igure 26.4) which, by itself, is a function of M. 

_ Ii the moment acting on the disc is quasitangential (as is the case in turbines 
iving two jets), (26.2) holds in a coordinate system at rest. Therefore, the 
soblem is best treated in a fixed coordinate frame. 

| In Cases 1 to 3, this treatment [11] shows that there are two critical angular 
slocities. In Case 1, they are given by 


(35.13) 


h Cases 2 and 3, they coincide for small values of M, being given by (35.6) in 
pnnection with Table 35c. 


Table 35c 


Influence of a quasitangential moment on critical speed 


Case | 2 | 3 
N 3 13 
we 640 7680 


Case 4 does not present any new aspects, since the disc is not loaded. In 
‘ase 5, the assumption of a cardan link at one end implies that at the disc (26. 2) 
olds with respect to a fixed coordinate frame, at the end, however, with 
espect to a rotating one. As a consequence, there exists no coordinate frame 
a which the influence numbers are independent of the time. The problem 
rhich, in this case, is instationary, is still unsolved. 


36. Conclusion 


The problems treated in 19 to 35 are taken from a comparatively narrow 
ield. Yet they clearly show that the range of validity of static methods is 
nore limited than is usually supposed. Besides, it seems probable that this 
esult will have some bearing on other problems treated so far by static 


1ethods. 


184 


] S.TimosHENKO, Theory of Elastic Stability (McGraw-Hill, New York | 


] J. RATZERSDORFER, Die Knickfestigkeit von Stäben und Stabwerken (Spring ' 


1 C.B. Brezeno and R. GRAMMEL, Technische Dynamik (Springer, Berlin, 193 


] A.Trösch, Ing.-Arch. 20, 258 (1952). 


|} H.ZIEGLER, Ing.-Arch. 20, 377 (1952). 


] J.P.pENHartoc, Mechanics (McGraw-Hill, New York, Toronto, Londd | 
] E. J.RoutTx, Dynamics of a System of Rigid Bodies (Macmillan, Londd | 
] S. TIMOSHENKO and D.H. Young, Advanced Dynamics (McGraw-Hill, N 
] A.A.AnDRONow and C.E.CHaIKIN, Theory of Oscillations (Princeton Univ} 
] TH.von KARMAN and M.A.Bror, Mathematical Methods in Engineeri 

] R.ZuRMÜHL, Matrizen (Springer, Berlin, Göttingen, Heidelberg, 1950). 
] H. WEBER, Lehrbuch der Algebra (Vieweg, Braunschweig, 1898). | 
2] R.Courant and D.HıLBERT, Methoden der Mathematischen Physik (Sprilff 


] E.T.WKHiTTAKER, Analytische Dynamik der Punkte und starren Körper (Spril 
ger, Berlin, 1924). 


] P. FILLUNGER, Z. angew. Math. Mech. 6, 294 (1926). 
IRVSBECREZANIPES 22551352: 
] E.METTLER, Forsch.-Hefte Gebiete Stahlbaues 4, 1 (1941). 


} À. G. GREENHILL, Proc. Inst. mech., Eng. 7883, Os BENZ. 


] M.Becx, Thesis, Eidgenössische Technische Hochschule, Zurich (to 


HANS ZIEGLER 


BIBLIOGRAPHY 


London, 1936). 


Vienna, 1936). | 
A. PFLÜGER, Stabilitätsprobleme der Elastostatik (Springer, Berlin, Gôttingli 
Heidelberg, 1950). 


HP ZIEGTERDZAM EP 2, 265) (OS: 1 | 


J.Morris, Aircraft Eng. 23, 375 (1951). 

H. ZIEGLER, Ing.-Arch. 20, 49 (1952). 

ENNZIESLER, ZAMP 396219527 

W.T. Koirer, Proc. Kon. Akad. Wetensch., to be published. 


H.ZIEGLER, Elem. Math. 7, 121 (1952). 
S.TIMOSHENKO and D.H.Younc, Engineering Mechanics (McGraw-Hif 
New York and London, 1940). | 
1948). 

1930). 

York, Toronto, London, 1948). 
Sity ress, Princeton 1949). 


(McGraw-Hill, New York and London, 1940). 
E. MEISSNER and H. ZIEGLER, Mechanik (Birkhauser, Basel, 1946-1952). 


ger, Berlin, 1931-1937). 


J.J. STOKER, Nonlinear Vibrations (Interscience Publishers, New York, 195¢ 
L.EULER, Histoire de l’ Aacadémie, vol. 13 (Berlin, 1757). 
K.KLOTTER, Technische Schwingungslehve Gen Berlin, Göttingen, Hd 
delberg, 1951). 

H. ZIEGLER, Schweiz. Bauztg. 66, 87 (1948). 


Hi. ZIEGLER, Schweiz. Bauztg. 66, 463 (1948). 
E.LÜSCHER, Schweiz. Bauztg. 77, 172 (1953). 


E.METTLER, Mitt. Forsch.-Inst. GHH-Konzern 8, 1 (1940). 
E. METTLER, Ing.-Arch. 77, 418 (1949). 


R. GRAMMEL, Z. angew. Math. Mech. 3, 262 (1923), see also [4], p. 540. 


es 


published). 


l.IV, 1953 Eigenschwingung einer idealen Flüssigkeit in kommunizierenden Röhren 185 


3] W. KELLER, Diplomarbeit, Technische Hochschule Stuttgart (Prof. R. GRAM- 
MEL), 1951. 

9] À. STODOLA, Z. ges. Turbinenwesen 75, 253 (1918). 

40] R.GRAMMEL, Der Kreisel, seine Theorie und seine Anwendungen (Springer, 

Berlin, Göttingen, Heidelberg, 1950). 

WE] R.Meran, Z. öster. Ing.- u. Arch.-Ver. 69, 610 (1917). 

2] CH. WEHRLI, Diplomarbeit, Eidgenössische Technische Hochschule, Zurich 
(1952). 


Zusammenfassung 


'Elastische Systeme können im wesentlichen in konservative (und zwar 1. nicht- 
wroskopische und 2. gyroskopische) sowie nichtkonservative (3. dissipative, 
| zirkulatorische und 5. instationäre) Systeme eingeteilt werden. Eine Analyse 
»r fünf Kategorien zeigt, dass die bei Stabilitätsuntersuchungen üblichen sta- 
schen Verfahren nur in der 1. und in beschränktem Masse in der 3. Kategorie 
lässig sind, während die übrigen Systeme kinetisch behandelt werden müssen. 
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Beitrag zur Kenntnis der Eigenschwingung einer idealen 


Flüssigkeit in kommunizierenden Röhren 


Von HsıEn-CHIH Liu, Schanghai?) 


1. Einleitung und Geschichtliches 


Isaac NEWTON?) behandelte die Schwingungen von Wasser in ‘ner U-för- 
1ig gebogenen Röhre mit senkrechten Schenkeln und konstantem Querschnitt. 
Venn L die Länge der Wassersäule ist, so beträgt die Zeit einer vollen Schwin- 
ung 


T=2a| (1) 


JOHANN BERNOULLI?) zeigte, dass, wenn die Schenkel des Rohres die Nei- 
ungen «, und + gegenüber der Waagrechten haben, die Schwingungsdauer 


[ IE — = 
— 2 —— nn 2 
2 Zul + ein (2) 
st. 


DANIEL BERNOULLI) 5) untersuchte die Schwingungen von Wasser in ver- 
undenen Gefässen mit senkrechten Schenkeln. Es werde angenommen, dass 


1) Technische Hochschule Tsinan. 


2) Isaac Newton, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (London 168 
3) JoHANN BERNOULLI, Commentarii Academiae Scientiarum Petropolitanae (17 
4) H. pe LaGrent, Cours de Navigation intérieure (Paris 1869). 

5) DaNIELIS BERNOULLI, H ydrodynanica (Argentorati 1738). 


7). 
27). 
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die Endräume Zylinder bilden oder, bei beliebiger Gefassform, dass die Schyfi 
gungen in derart engen Grenzen bleiben, dass man F und Æ als konst} 
betrachten darf (wobei man unter F, und Æ die Mittelwerte der Querschn 
im Bereich der Schwingung versteht). Ferner sei 

1 = = = = const 
gesetzt (wobei F, der Querschnitt des Rohres an einer beliebigen Stelle unc#} 
ein Linienelement längs der mittleren Stromlinien bedeuten), nämlich bei zy] 
drischen Endräumen Æ = F,, oder nahezu konstant, nämlich bei ungleich 
zylindrischen Endräumen. Auch sei jeder Zylinderquerschnitt viel grösser 
jener des Verbindungsrohres oder auch bei beliebiger Gefässform die Schv | 
gung recht klein. Unter diesen Annahmen erfordert die Vollschwingung die 


T=2 De 
en: gr +B) 


Querschnitt. 
2. Ableitung der Bewegunsssleichung 


Nach der erweiterten Bernoullischen Gleichung für nichtstationäre St 
mung ist für die beiden Spiegelquerschnitte wegen p, = #, = Atmosphär 
druck 

vi 


= v5 : 1 oh 
= = SSI = +5 Sin + / —— ds 


DE 
reo 


Fig. 1 


Festlegung der Koordinaten fur das Schwingungssystem. 
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dieser Gleichung und in Figur 1 bezeichnen v, und v, die Spiegelgeschwindig- 
ten, v die Geschwindigkeit an einer beliebigen Stelle s zwischen den beiden 
Jegeln, s, sin, und s, sing, die entsprechenden lotrechten Komponenten der 
rschiebungen der Spiegelflächen gegen die Gleichgewichtslage, und ds ein 
| Strömungsrichtung gemessenes Längenelement. Wegen A =v, F5 und 
f= s, F, folgt aus (4) 


fd unter Beachtung von v, = ds,/dt und vF = v, F, wird 


i F, \2 Ts, \2 : EU: 
[1 = (=) | (7) — 2g (sing, + EF, sin %) en / F ds 


er mit 


n 


F FE, ete 2 
Ne: an F, ’ | aT ds = | mas wind) A= EN 
et Nay | oe 
B Ze 5 ae + £ (sina; + 7 sind) s;=0 . (5) 


3. Umformung der Bewegungsgleichung für den Fall F, — const, 
F, = const 


| Die beiden Schenkel der Röhre (Figur 2) mögen verschiedene Neigungen 
sitzen, also a, + &. Jetzt gilt 


Fig. 2 
Spezialfall des Rohres; 0 — 0’ die Gleichgewichtslage; F = F, = const bei Stelle 1; 
= = Const bei srelles2: 
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Für die reduzierte Lange L wird zweckmässig geschrieben 


So Soo Si S2 
L= | nds= | mds— | nds+ | nds; 
5, rif 0 Soo 
hierin sind 
Sao Ss Se 
Ly = / nds = const, | Has = 84, | nds = ns, 
0 0 Soo 


also L = L, + As,, und damit lautet die Bewegungsgleichung: 


g (sina, + M9 SiN) s;= 0. 


4. Integration der Bewegunsssgleichung 


Der Wert », ist je nach der Rohrgestaltung sehr verschieden, und demnäf 
kann auch die Lösung dieser Differentialgleichung sehr mannigfaltig sein. ] 
Untersuchung soll hier nur auf den Spezialfall A, = const, 4 = const beschraaiy 
werden, da man sonst auf grosse mathematische Schwierigkeiten stösst. {ll 
wird also vorausgesetzt, dass die beiden Enden der Flüssigkeitssäule sich stil 
in Rohrstücken von konstantem Querschnitt bewegen. 

Es seien 25,maz (Figur 2) die Länge des Stückes 1 mit A, = const 
2 So max die Länge des Stückes 2 mit & = const. Das Rohr kann durch 
Ziffern I, II, III und IV in drei Abschnitte unterteilt werden, und zwar 

IV I 
Ly = / = ds = Sy max T / —- ds SE "2 So max - 
i TI 
Nach der oben erwähnten Einschränkung sollen die Enden der Flüssigkei | 
säule während der Bewegung sich niemals in dem Abschnitt II-III befinde 
Infolgedessen muss sein: 


< ‘rar ( 


S 
10 Ne 


i 
/ 


Nach Multiplikation von (7) mit s, lasst sie sich in die folgende Form bringe 
ee re ee: Sen hy . : | 
= (2 ST + As Sa (sin % + M2 Sin) s) = 0 (1 


/ 


oder nach Integration 


(Lo + 25) (= \ + g (sina, + m Sing) sj = À, (1 
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obei 
[A = g (SING, + Mo SiN a) 0 (11) 


arch die Anfangsbedingung ¢ = 0, s, = 0 und s, = s,, bestimmt ist. s,, bedeutet 
ie maximale Anfangsamplitude. Der Ausdruck (10) lässt sich schreiben 


g (sina, + Me Sin %) | he = (12) 


ds, | _ > 
dt =o 


meichung (12) besagt, dass die Maximalausschläge auf beiden Seiten der 
deichgewichtslage gleich sind. Auffällig ist das Auftreten von s, im Nenner 
nter der Wurzel. Daraus lässt sich schliessen, dass die absoluten Werte der 
reschwindigkeit, bezogen auf gleiche Abstände zu beiden Seiten der Gleich- 
ewichtslage nicht gleich sind. Wenn man s, gegen s, aufträgt, so bekommt 
aan ellipsenartige Kurven (Figur 3), deren Maximalwert jedoch nicht auf der 
ichse s, = 0 liegt. Nach welcher Seite und um welchen Betrag dieser Maximal- 
vert von der Mittellage abweicht, wird durch den Wert n, bestimmt. 


Bei dem Ausschlag 


zen (13) 


Fig. 3 
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen in Abhangigkeit vom Wege für 7 = 7. 
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hat die Geschwindigkeit ihren Maximalwert, wobei das positive Zeichen } 
der Wurzel für 7, > 1 und das negative Zeichen für 7, < 1 zu setzen ist. 
Man erhält noch 
ds, \2 2 ; | ; ER ee me 
= = —- g (sina, + Mo SIN) bhi + VL — %), 

dt max 7 > a à 
wobei das negative Zeichen für 7, > 1, das positive Zeichen für 7, < 1 
Ferner ist die Beschleunigung 

d’s, 


> A sty + 2L Si + 4 Si 
dt? 


= —g (Sina, + M SING) 


bezüglich der Gleichgewichtslage unsymmetrisch (Figuren 4 und 5). Bei 
Gleichgewichtslage hat sie den Wert 


Fig. 4 


Wege, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen in Abhängigkeit von der Zeit für 75 = 7. 
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Fig. 5 


Die maximale Beschleunigung in Abhängigkeit von den grössten Auslenkungen. 


> maximale Beschleunigung hat den Ausdruck 


g (sin a, 4- N, Sin) Ss 
Lo + (75 —1)s 


N (17) 


max 


d2 
( in > 


Nach Trennung der Veränderlichen und Ausführung der Integration nach 
Zeit in (12) ergibt sich 


zt man s, = S,, cos in Gleichung (18) ein, so erhält man 


er = 2  —— Ze. 
A Sis 105 

— ty = = — / - ‚do. 1 
ei 2 (sin, + 72 SiN a) / | si pene ay RE 
Pi 


sh weiteren Umformungen lässt sich die Gleichung (19) in der Form schreiben 


ur Zr EV 
Lo + À Sio tirer, d ) 
a) ee jr k? sin?y dy ; (20) 
Yo 
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darin bedeuten 


Die rechte Seite von (20) ist ein elliptisches Integral zweiter Gattung. | 
Ausschlag sei willkürlich als positiv festgelegt, wenn die reduzierte Linge} 
wachsendem Ausschlag zunimmt, und umgekehrt. Die Schwingungszeit | 
Null bis s,, und wieder nach Null zurück wird 


S10 ee ren , 
2 f | Li+2 Si A - 
Wey, = Besseren | / ( = TE Si, 
Vg (sin & + 7, Sins) J S10 51 
Mik.s, = 8,4050: 
we a Le = a 
EN 225 iV —*— + cosy dp 
MY (Sin Sr Ya Sina.) 


oder mit go = 2 w: 
Ane | 4 


Ze [V1 — sin y dy, 


g (sin, + 7, Sin Oy) x 


oder schliesslich mit der üblichen Darstellung für elliptische Integrale zw 
Gattung 


Die Zeit fiir die Halbschwingung in der entgegengesetzten Richtung von | 
bis —s,, und wieder nach Null zurück ist 


> 


0 =< 
(ie Wea ass 


Dee ae 
Vg (sina, + % sin a) Son 


—Sio 


mit Ss; = Sy) COS: 


es 
T = 2 2 em >10 an Lo S ne 
ab | g (sin + Mo sin a) À Sio ee, 


n]2 


odermitp=2 y 


et. 
a / Legs iso an ee 
wi | g (Sina, + 72 Sin >) | V1 — k? sin?y dy 


m/2 


oder schliesslich 


PET See 107208 a 
a À _ : 0 zu 10 
oe | g (Sin a+ 7, Sin a) E . IV IE en ZN 
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e Zeit einer Vollschwingung ist 


Lo+is 
Th = f+ Te —4 | au, 
eu + Ja u g (Sin &, + 7 Sin a) = es) 
in E ein vollständiges, elliptisches Integral zweiter Gattung ist. T* ist ab- 
htlich eingeführt, um den Fall hervorzuheben, bei dem die reduzierte Lange 
thrend der Schwingung nicht konstant bleibt. Durch Reihenentwicklung und 
ch gliedweiser Integration erhält man mit 


ee la 
ee ER eet 


D 
> 


-6..2n 


T* = 27 | Lo is À Sio a 1 a ib Ve DER: S10 \* 24 
w e (Sin a + 7, Sin«,) Pasay a) ; (24) 


n=1 


‚lassen sich noch die folgenden Verhältnisse ableiten: 


T* E Ty  E—Et(k, 0/4) T* E 
T, E74)’ Ty Eat) ' Ty  EBag © 
Da nach der Eigenschaft der elliptischen Integrale stets 
Elk, 7)<E<228(, 7) 
t, so kann man noch die nachstehende Tatsache folgern 
Ton < Tru | (26) 


iltig für 7, +1). Für Schwingungen der Flüssigkeit in kommunizierenden 
hren, bei denen 7, +1 ist, sind die zwei Schwingungszeiten 7,, und 7, 
beiden Schwingungseinrichtungen verschieden (Figur 6), und zwar ist die 
hwingungszeit in der Richtung, in der die reduzierte Länge mit Zunahme der 
slenkung wächst, grösser als die in der entgegengesetzten Richtung. 

Unter Beibehaltung von L, setzt man in (24) 7, = 1, dann ergibt sich 


en 


g (sina, + Sin %s) 


s stimmt überein mit Gleichung (2), die von JOHANN BERNOULLI bereits 
seleitet worden ist. Wenn man weiter x, = % = 2/2 setzt, dann wird wie in 
sichung (1) 


Bei gleicher reduzierter Lange L, erreicht T* ein Minimum, wenn die beiden 
1enkel des kommunizierenden Rohres lotrecht stehen. Für ein senkrechtes 


P ]V/13 
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IS: 
27, 
| 
| 
065 * 
2 | Ji 
) | | | ) 
| 
045 i: Li T 


= | 
0,3 " +— OP: 


Fig. 6 


T*, T,, und Ty, in Abhängigkeit von 7, mit der Anfangslenkung s,, als Parameter. 


zu 


U-Rohr mit ungleichen Schenkelquerschnitten Æ = const und Æ, = const 
die Schwingungsdauer als Funktion von FH, & und x,, (Figur 2) 


PT Saye =D Se 2(n?—1)x n 
Tr: | SOE 0 à 07 nt Ei) ) x 
à g(m +1 À el a (nè — 1) #415 
Entsprechend sind 


t= >= Mad p(]/_2 Dim = 
zu (nee, 2 EN 


(nee [2 (yf = Nia m 
fy af Ve [ef ZH Dew a) 
à gene + 1) Lot (ns—1) 4% 7 4 


Für sehr kleine Ausschläge kann man die folgende gute Annäherung erhal 


(gültig für sehr kleines x,,). Setzt man 
adh ore 7 F 
Iy=|jpds=2L, 
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erhält man 


Tt = 2% 


s wiederum mit Gleichung (3), dem Resultat DANIEL BERNOULLIS, überein- 
amt. 


5. Vergleich zwischen T und T* 


Wir definieren T als die Schwingungsdauer einer Flüssigkeitssäule in einem 
mmunizierenden Rohr von konstantem Querschnitt. Die Länge dieser Flüs- 
keitssäule sei Ly. Dieses System soll mit einem zweiten kommunizierenden 
ihre verglichen werden, das jedoch ungleiche Schenkelquerschnitte aufweist. 
e Länge der Wassersäule sei auch in diesem zweiten Fall - in der Gleich- 
wichtslage — gleich Ly. Die Neigungen der Schenkel seien für beide Fälle ent- 
rechend gleich. 7 soll als ein Vergleichsmass für 7* dienen. Von den früheren 
‘sultaten lässt sich bestätigen, dass 

[ie GR 95 + sina, Feine. 2E 


= lim |/ —— 


ea 


* 
| +: (bet 0 


IE Sin 0 + #2 SIN ag TT 


/ sina, + Sind, 
| Sin + 7, Sina, 


L# > 1 ist, gewinnt man offenbar die Beziehung 


ER (31) 


Ss, >0 


e Bedingung 07*/0s,, = 0 liefert sy) — 0 als Lösung von 


t Sj) = 0 kann man zeigen, dass 


5) 7 A? 
Ost 0-0 einer 7, sino) 41° 


folge dieser Untersuchung besitzt 7* bei s,, -- 0 ein Maximum, woraus man 
liessen kann, dass stets gilt 
nace (32) 


tig für #% +1). Die (T*,s,,)-Kurve besitzt bei 5, = 0 eine horizontale 
ngente und fällt mit wachsendem s,, monoton gegen die Syp-Achse ab. 
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6. Eigenschaften von T,, und Ty 


Aus der Beziehung 


108, 


zu 


| 0510 fe 0 Vg (sino, + No sin >) JET 


ist ersichtlich, dass die (T,,, s9)-Kurve bei sj) = 0 nur horizontal verla| 
kann, wenn 7, = 1, das heist F, = & ist. Wenn ,.> 1 ist, steigt die Ky | 
mit wachsendem 5,,, und wenn 7, < 1, fällt sie monoton ab. | 

Die Eigenschaften von T,,, können aus der Differenz T* — T,, abgelef) 
werden. | 


7. Vergleich zwischen 7/2 und T,, 


Aus (21) erhielt man 


/ IL, 
ee OT | Zt, = 


g (Sina, + 72 Sin 0) 


und 


T ate La 
2 GE V- = 


g (sin Carat sin to) 


Man kann daraus schliessen, dass 


ae) 


ZU/s,,>0 


Bei zunehmendem s,, ist aber auch 7,, > T/2 möglich. 


Summary 


The oscillation of an ideal liquid in communication tubes of arbitrary sh 
leads to a non-linear differential equation of second order. The coefficient of) 
second derivative is a linear function of the displacement, and furthermore 
differential equation is not linear, because a quadratic term in the first deriva’ 
appears. 5 

The equation becomes linear if and only if the cross sections at the ends of | 
liquid column are constant but not equal, the periods of oscillation in the | 
directions are different and the difference increases monotone with increas 
amplitude of the displacement. 


(Eingegangen: 27. November 1952.) 
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Torsion of a Circular Shaft with Diameter Varying 
Periodically along its Length 


By Hayimu Oxupo, Sendai, Japan?) 


‘In this paper, the torsion problem is treated for a shaft of circular section, 
diameter of which varies periodically along the length of the shaft. An 
roximate solution for the problem is derived on the assumption that the 
lensions of a groove are small’as compared with those of the shaft. In the 
umption used here, however, the dimensions of a groove are meant to be 
aparatively small, and not meant to be infinitely small as is assumed in the 
ck of NEUBER?). 
We may take the axis of the shaft as the z-axis, and use the polar coordi- 
es (7, 6) for defining the position of a point in the plane of a cross section. 
en, the stresses, which do not vanish, are expressed by the equation?) 


G dp G Oy 
Tite ak. igh eh eee (1) 


ere G is the modulus of rigidity, and the function y satisfies the differential 
tation 


oa (2) 


the outer surface of the shaft is free from traction, the function must satisfy 
- condition 

| y = const (3) 
the boundary. 
‘As the stresses for the present problem vary pemedacally with z, we take 
the function y the expression 


0 5 nTY n TZ ‘ 
yp=zrtr 2 And (= ) cos , (4) 


ere § is a constant, J, is a Bessel function, and 2a is the period of the grooves 
ng the length of the shaft. Let v denote the displacement normal to the axial 


1) Tohoku University. 
2) H. NEUBER, Kerbspannungslehre (Springer, Berlin, 1937), p. 140. | 
3) S. TIMOSHENKO, Theory of Elasticity (McGraw-Hill, New York, 1934), p. 276. 
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plane. Then we have 
ie 
Oz \r OY 


Substituting the foregoing expression for y into (5), we obtain 


oo 
eh TT WY N AZ 
(=) = + _— y n A, 1, | — ) COS ——— , 
02 \7 av à hs 0 a 


n 


Integrating both sides of the equation with respect to z over a period of grodlf 
it follows that 


The left hand side of equation (6) denotes the difference in the rotations betvif 
two cross sections z — + a. Consequently 9 is the mean twist in a periojf 
grooves. 

Let us now assume that the dimensions of the axial section of a groove} 
small in comparison with those of the shaft. At the points where 7 is 1 
compared with a, the function y is given by the expression 


0 eka ne fore) 1 re 
4 “in Un nara UE 

ie en — D Female GOS = 

6 : n=1 Be a 4 


by virtue of the approximate relation 


GE TE CREME TAOS Bs iby @ 
MR ir —) = tt where 7, = 1 — — 
= n(2nr)12 ? In Suna 


Let us consider another function y*, given by the equation 


pipe SC, Rig], 


n=1 


where R denotes the real part of a complex variable, C,, is areal constant, 


TT 


Gi = log (1 -+e" (0e), w= apna, Ps = — | pe dE, | (= 7 + 


a y 


If y = 1, y, may be expanded in the series 


except at the points 7 = 1, z = (2+ 1) a, in which » is an integer. We t 


TV, 1953 Torsion of a Circular Shaft 199 


Pn the expression 


fe. (£ -1)2 zur v” AE te de 
Zar Ge re u 
T° A 3 00 (—1)n41 5 
Ps 7 3! as iS 1) 6 a ( = 1) 2 n3 ce fa > 
n=1 
ai (€ 1)! at (€ 1)2 3 TT 5 (-1)"1 eee 
es 2! 6 a? 360 nt ; 


To simplify the discussion, let us consider a portion of the shaft bounded 
two sections z = + a, and denote the value of z in this portion by 2, Ihen, 
the foregoing expansions for y, hold for all values 
of z=2,+2na, consequently R[g,] is a many- 
valued function of z. In the calculations for R[g,], 
however, we must take z, for z, since the shearing 
stress 7,, on the section z, = 0 must vanish from the 
symmetrical condition of the shaft with respect to 2p. 


If the equation 
| = Klee (++ 11) RC) 


Fig. 1 represents the outer surface of the shaft, Figure 1, 
and the function y* satisfies the boundary condi- 
n (3), except at the point 7 — 1, z — 4, it follows that 


pe h (a—2z)}!+{1+h CD CR |= CS (a2 20) 00) 


kere 
= +1 „nnh(1-zjla) 
3 (pet n TZ 
9] = Me a COB Sr ea 
se, +1 ,-n7rh( /a) / 
| er. — 
h? (a — 2) 2 — gah - N: er 
Le] = a4 Fr i } en ‘i j 
| Zn 
Ml (1? (a — 2° -3n@-22}4+ FE (a- 2 
35 inet eg nah (1—z]a) AA 


au 2; a COs ere 


Ds ve Dh GFL, Ce cc) ONUMCECI es DO Oech ele it ose ls die 
ee à os» bons ts a are, fe! a) ei 0/9, 0.0 slots sise ses eee es d'or ole. ee 
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As ais a small quantity in comparison with unity, omitting the smaller qu 
tities of the order a, we have 


{l+h(a—2) PP =(14+ah)? — 2 h(1+ah}Pz + = (+ ax)" Al 


{l+h(a~2)}? = (14+ ah)-9? 4 ae (1+ ah)~*? 24 = h? (1+ ah) A 


| nr Er —anhti—si N TZ 
Oo + Ope + QD 2% +00 + > Pie RARE nr =O) 


n=1 


5/2 ~3/2 1 (A)? my 
Qo=z (+ ah) = (Lea A) AG 22 ng ee (n — 1)! 


n=1 n=1 


Tmt À (a hyn 


360 (ADN er ä 
ER 5) 3/2 3 1 —5/2 TE = (7 NE 
= —— 0h (1 + ah} — — - MSC se 
0, = Oh (1+ ah) zh(L+ ah)-*?-C, 4 = 2, „nr &n 
me wa (rh) 
ag 6a In 1)! On : 
So sae RE me 7/2 mes Li (mA) 
= Oh? (1 + ah) — h? (1+ ah) + Sas Dy en, CA 
nt wy (ah 
216a? = ae! Cars + 
3 7° €, = (x hyn-1 
Q3 = ata? du (n — 1)! n+2 À 
EN ed 
Py 2, ee = RI HY. 


We expand the left hand members of equation (11) in FOURIER’S series | | 


= m = 
Te ‘ M TZ 
D 2 / „Ex 
An 2 Am COS——~— , 2° = > Lm COS——— ere 
a a » ’ 
m=0 m=0 - 
h(1—z/ MTZ = 
—-nnh z/a) Ws WM Tt Zz 
(4 : / = a 
a b, m CE D ( 
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here 
a , a> 
Ay = 27 + ao = <a R 
Rd : ; + a? (= Ir 
Am = oo th 1% Er, ne (m = 1) 
b hf (—1)™ — e—"=ry 
ee nm (1 +h?) 
nh {(—1)"-™ — enh (lee enazh 
b MN i ASS = | 
1 It | 2? h? + (n — m)? n> h? + (n + m)? (m 2 1) 
‚bstituting the series (12) into (11), it follows that 
=; = n 
: ’ “Tt 2 
Qo + ni Gta, Teh nts DDR ET r.) u ne (13) 
m=0 \ t=) 


om which we have a system of linear equations for the determination of the 
known coefficients C,, in the form 


Qo + 29 Qs + 4% Os +" + N Ong Pa = 0, 
ri 
AMAR 2 Gale (14) 
Gy Qù + a3 Qa + + ) Ong n=0, 
w= 


aking the finite terms in each series in (14), and solving the simultaneous 
juations, we can find approximate values of C,. Thus, we can readily find 
le corresponding stresses for 7 = 1, from (8), as 


n= 


= GOr+G SG R|> 77/2 On tr 8e], | 
(15) 


cr Galata, | 


st t, be the shearing stress along the outer curve of the axial section of the 
aft. Remembering that the shearing stress normal to the bounding curve 
inishes, we have 


| 1 + h?2)1/2 & a )1/2 IPn 
U 2x ( a le h{1 a, z) pe 3 OF Ri“ |. ? (16) 


rere the subscript s denotes the value at the boundary. 


| 
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| 
If y <1, the functions y,, 9, ... are expanded in the series of differ | 
forms, except at the points 7 = 1,z = (2n +1) a, as 
ie) ae 
Le (= axes ex 0)/a 
Pi 3- a ’ 
n=1 
oo op 
Oo. = lt. ie : era — £)/a 
Pa > We > 
nd 
~ nt 
Ar (= Ber g "ail &)la 
Pa mE , 
mi 
Hence 
6 BIE = i I N TR 
pt = — yt + PP ) a le Co (it 
n= 1 nl | 
where 


Le) 
A’ a= Cm Cm 
Se CE ym * 


ml 


Comparing the equations (7) and (17), we find 


a(2n)ı2 (—1)Mt+le-naia © Ce | 
Hs Dr 6 


n qiil2 fk 


where 7, is given approximately by 


Having obtained the unknown coefficients A,, substituting them into (4 
we can find the stresses for 7 < 1 as 


T= GCOr+G N ART (ET) cos *2* ; | 
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} If we denote the couples acting at the ends of the shaft by T, we have 
T=2nG | — dr=22G[y),, (21) 


ice y vanishes at r = 0. 

The complicated nature of the foregoing analysis is due to the abrupt 
ange of the diameter along the length. If the diameter of the shaft varies 
Jadually, using the expression (7), the coefficients A, may be determined 
Irectly so as to satisfy the boundary condition (3) by a usual approach, and 
nsequently the analysis can be far more simplified. But if the change in dia- 
eter is abrupt, the solution, referred to the coordinates (r, z), often has 
agular points within the domain bounded by the cylindrical surface circum- 
Iribing the shaft and the outer surface of the shaft. On the other hand, the 
jries (7) must be convergent at every point within the shaft, viz. even for the 
rgest value of 7. Accordingly, by means of a usual procedure, mathematical 
| fficulties are encountered for the determination of À, satisfying these counter 
|quirements simultaneously. 
| To avoid these difficulties, the use of curvilinear coordinates is sometimes 
ssirable, and the inverse method, viz. assuming first a suitable solution and 
ibsequently determining the corresponding shape of a shaft, is often even 
ore useful. The latter method, as is well known, considerably simplifies the 
nalysis. These two methods, however, are not suitable for the cases treated in 
is paper, where the contour of the axial section of a shaft can not be repre- 
inted by a single curve. 

_ As an illustration of the numerical evaluation, let us consider a shaft with 
rooves, the pitch and depth of which are the same as those of a Whitworth 


rew, e. g., we take 


@=0-137, "27. 


Assuming that C, = C, = ... = 0, we shall find the constants Co, Cy, Cy, C3, 
nd C, from the first five equations in (14). We thus obtain for unit 0 


Ci 02952 GC = 0.0671, 0, = —0-01693, 
C,=0-00301, C,=—0-00015. 
ubstituting the numerical values for C, into (20), we have for unit 6 
Ar 2 AS 010, FAR 7-087 < 10220, Ay — 7.835 x 10, 


Ax = 8-823 x 10-4, A*¥ = —10-03 x 10-59. 
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From equations (15) and (19), we have the shearing stress on the section z = 


oo ‘ 
HIV 
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+7 RIC, Dar ne eu 
Ty 9 == 0 > 
where 
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R[v:] == RIF | arr | ba | pas an “ 
er zer? | 7 x4 = (= ar -nnr/a u = 
Ro] = Dai | Jaa "300% 2 ns ne an 


The shearing stress on the section z = a is found from equation (19), as 


t= GOr+G D'ASILE), 7,=0. 


a 


The distributions of the shearing stress tg, on the sections, z = 0 and a, cl! | 
culated from equations (22) and (23), are shown in Figure 2. It may be sel 
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Fig. 2 


Stresses on the sections, z = 0 and a, when a = 0-137, h = 1-27. 
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fn the figure that in the expression for stresses (19), all terms become very 
all quantities as compared with the first term of 7,., when 7 < 0-8. Conse- 
ently, the solution for a solid shaft obtained here can be immediately 
blied to a hollow shaft, except for the case of a very thin tube whose mini- 
m thickness is smaller than the depth of notches. The shearing stress along 
: boundary curve of the shaft can be calculated from equation (16). In our 
uluations, however, the boundary condition (10) is not accurately satisfied, 
ce only a few terms are taken in the series for y*. To estimate the error for 
> evaluations described, we shall obtain the shearing stresses, normal and 
hgential to the boundary curve of the shaft, from the equations 

| 
3 (1 RE pr {A Te.]. + [7, a} Nez Tr mn {[ Zl, —h [ral ? (24) 


spectively, in which 
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The shearing stresses at the boundary, calculated from equation (24), | 
shown in Figure 3, in which s is the distance from the apex along the boundaf 
curve. As is shown in the figure, tT, does not entirely vanish along the cur} 
but it becomes a negligibly small quantity as compared with t,. Hence, 
approximate solution obtained here is sufficiently accurate for practical 


48 
16! 


Stresses on the bounding curve, when a = 0-137, h = 1-27. 


From (21), the couples acting on the ends of the shaft are 


T=2rGC,=18560. 


This shows that the stiffness of a threaded shaft is slightly larger than that | 
a shaft without grooves, the diameter of which is the same as the minimu: 
diameter of the threaded shaft. 
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Zusammenfassung 


| Diese Arbeit enthält eine Methode zur approximativen Ermittlung der Span- 
jngen in einer auf Torsion beanspruchten Welle mit einem Kreisquerschnitt, 
jssen Durchmesser periodische, gegenüber den Dimensionen der Welle kleine 
jhwankungen aufweist. Ausführlich behandelt ist der Fall, wo der Durchmesser 
Jeiodisch linear zu- und abnimmt. Für eine Welle, die als Modell einer Whitworth- 
jaraube aufgefasst werden kann, sind die Spannungen numerisch ausgewertet. 


sceived: December 3, 1952.) 


Zur Berechnung der Druckpunktverteilung über die 
Spannweite für Flügel mit kleinem Seitenverhältnis 


Von ERNST SCHULTZE, Altenrhein!) 


Bei der Berechnung der Luftkräfte an Flügeln mit kleinem Seitenverhältnis 
izeben sich Schwierigkeiten, die bei Flügeln mit grossem Seitenverhältnis nicht 
ftreten. Flügel mit grossem Seitenverhältnis lassen sich mit sehr guter Nähe- 
ng durch eine tragende Wirbellinie ersetzen, deren Stärke von der Mitte des 
ügels nach aussen stetig abnimmt. Zur Bestimmung der Wirbelstärke dieses 
bundenen Wirbels, welche ja proportional zum Auftrieb ist, hat man die 
sdingung, dass die von den abgehenden freien Wirbeln erzeugte Abwärts- 
Ischwindigkeit gerade längs des gebundenen Wirbels mit der Abwärtsge- 
hwindigkeit am Flügel selbst übereinstimmt. Dies führt auf die bekannte 
"andtlsche Integrodifferentialgleichung für die Auftriebsverteilung längs der 
ügelspannweite. Es ist aber einleuchtend, dass dabei die Bedingung der tan- 
ntialen Strömung über die ganze Tragfläche um so weniger erfüllt sein kann, 
‘kleiner das Seitenverhältnis wird (Figur 1), so dass die Auftriebsverteilung 
ıd der Gesamtauftrieb bei kleinem Seitenverhältnis nicht mehr richtig heraus- 
ımmen. Über die Momentenverteilung längs der Spannweite sagt die Prandtl- 
he Theorie nichts aus. Man muss vielmehr annehmen, dass sich der Druck- 
ınkt in jedem Schnitt des Flügels wie in ebener Strömung in 1/4 der Flügel- 
fe befindet. Bei grossem Seitenverhältnis wird diese Annahme eine gute 
äherung geben, bei kleinem Seitenverhältnis wird aber der Druckpunkt nicht 
ehr in 1/4 der Flügeltiefe sein, sondern er wird sich noch längs der Spann- 
site ändern. 


1) Flug- und Fahrzeugwerke AG. 
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Im Laufe der Zeit sind einige Rechenmethoden zur genaueren Berechni] 
von Auftriebsverteilung und Druckpunktverteilung aufgestellt worden. E 
bekannte Methode ist diejenige von V. M. FALKNER?). Er ersetzt den Fly i 
durch ein Gitter von Wirbellinien, das 84 bzw. 126 Gitterfenster enthält. Dali 
bekommt dann die Auftriebsverteilung über die Spannweite einen trepp | 
förmigen Verlauf. Obwohl diese Methode einen gewissen Fortschritt gegenül 


PRANDTL brachte — sie lässt sich auf beliebig kleine Seitenverhältnisse 


zu 


vy gebundener v 


"Wirbel | 


BS | 
| 
| 

frere I | 
in 


7 Wirte! N 


Grosses Seitenverhältnis Kleines Seitenverhältnis 
Fig. 1 
Zur Erklärung des mit abnehmendem Seitenverhältnis wachsenden Einflusses der durch die fr} 
Wirbel induzierten Krümmung der Stromlinien. 


beliebig grosse Pfeilung anwenden -, so bedeutet der Übergang von der & 
tigen Auftriebsverteilung der Prandtlschen Theorie zu einer unstetigen A 
triebsverteilung einen Rückschritt. Deshalb sind andere Methoden entwic 
worden, die als direkte Verallgemeinerungen der Prandtlschen Traglinil 
theorie bezeichnet werden können. | 
Einen ersten Schritt in dieser Richtung macht die Theorie von WEISSINGER 
Er legt die tragende Linie in 1/4 der Flügeltiefe und erfüllt die Bedingung 4 
tangentialen Strömung in 3/4 der Flügeltiefe. Die dadurch entstehende Integy 
differentialgleichung für die Zirkulationsverteilung ist nur wenig kompliziert 
als die Prandtlsche und kann ebenfalls nach MuLTHOPP gelöst werden. Die sı 
daraus ergebenden Auftriebsverteilungen stimmen auch bei kleinen Seité 
verhältnissen und grosser Pfeilung in den meisten Fällen sehr gut mit di 
Experiment überein (nach NACA Report Nr. 921, 1948). Auch die Differe 


1) V.M. FALKNER, British Reports and Memoranda, Nr. 2591. 
2) J. WEISSInGER, Nat. Advis. Comm. Aeron. TM. 1120 (1947). 
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jenüber der nach FALKNER berechneten Auftriebsverteilung ist gering, so 
ps es sich nicht lohnt, zur Berechnung der Auftriebsverteilung die mühsamere 
knersche Methode zu benützen. Hingegen sagt auch die Weissingersche Theo- 
über die Druckpunktlage nicht mehr aus, als dass der Druckpunkt eben dort 
jst, wo sich der tragende Wirbel befindet, nämlich in 1/4 der Flügeltiefe. 
j Um eine Momentenverteilung zu bekommen, ist es deshalb nötig, mehr als 
yen tragenden Wirbel anzunehmen. So hat N. ScHorz!) vier solche Wirbel- 
jen angenommen. Er teilt den Flügel der Länge nach in vier gleich breite 
Veifen ein. Die Wirbellinien befinden sich in 1/4 der Tiefe jedes Streifens und 
| Linien, längs denen die Abw indbedingung erfüllt wird, in ie der RE 


" 1. Es ist natürlich Mars dass man um so genauere Resultate en je 
{hr Wirbellinien man annimmt. Anderseits wird man im Interesse des klein- 
in Arbeitsaufwandes ein Minimum an Wirbellinien anstreben. 
} Im folgenden wird nahegelegt, wie man mit zwei Wirbellinien und zwei 
mien der tangentialen Strömung, die sich je in geeigneter Flügeltiefe befinden, 
enso gute Ergebnisse erhalten kann wie mit der obigen Anordnung für vier 
rbellinien. 
| Der Grund, warum die Weissingersche Theorie so gute Auftriebsvertei- 
ıgen liefert, kann an Hand der ebenen Strömung um dünne Profile erklärt 
rden. Es liegt die Vorstellung zugrunde, dass bei einer dünnen ebenen Platte 
n endlichem Seitenverhältnis die abgehenden Wirbel eine Krümmung der 
rômung erzeugen, so dass sich kein Flügelschnitt mehr in ebener Strömung 
findet, dass dies aber auf dasselbe herauskommt, wiewenn jeder Flügelschnitt, 
chdem er entsprechend verwölbt worden ist, sich als in ebener Strömung 
findlich betrachtet werden kann. Da man die ebene Strömung um gewölbte 
ofile gut beherrscht, bleibt also nur noch das Problem der Bestimmung 
ser fiktiven Verwölbung, die durch die abgehenden Wirbel induziert wird. 
ir gehen von der Birnbaumschen Theorie der ebenen Strömung aus, in wel- 
er drei Normalfälle betrachtet werden (Figur 2). Diese entsprechen den ersten 
> Gliedern der Entwicklung der Wirbelbelegung in eine Fourier-Reihe. Die 
rigen Glieder dieser Reihe ergeben keinen Beitrag zum Auftrieb und zum 
ment. Ersetzt man die stetige Wirbelbelegung eines Profils in ebener Strö- 
ing durch einen einzigen Wirbel von der Stärke J’, so muss, damit er den 
htigen Auftrieb liefert, die Bedingung 

I = = Ca (1) 
üllt sein. Der Abstand dieses Einzelwirbels von der Vorderkante sei x,, und 
- Abstand der Stelle, wo die tangentiale Strömungsbedingung erfüllt werden 


+), N. ScHorz, Ing.-Arch. 18, 2 (1950). 


[P 1V/14 5 
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Ebene Platte Kreisbogenprofil S-Schlagprofil 


[7 C x 
' It 
Ca = ~ TH, m Ser É 
w = va 
Die Momente sind auf die Vorderkante (x = 0) bezogen und positiv, wenn sie schwanzl 
wirken. Der Abwind w ist nach unten positiv. v = Fluggeschwindigkeit, ce = Flügeltiefe./f 


= 
Fig. 2 


Die drei Birnbaumschen Normalfälle eines dünnen Profils in ebener Strômung. 


soll, von der Vorderkante sei x,. Die beiden Unbekannten x, und x, sind 
so zu bestimmen, dass sowohl die ebene Platte für sich als auch das Kr 
bogenprofil für sich in Hinsicht auf den Auftrieb durch den Einzelwi 
ersetzt werden können. 
Ebene Platte: 

Auftriebsbedingung: 

P=0Ca, 
Abwindbedingung: 


daraus durch Division 


> € 
Xo as x — DE 
Kreisbogenprofil: 
Auftriebsbedingung: 
> Tt 
= 2 UC B 3 


Abwindbedingung: 


sae Nee (x) = 2 1 vB (25 = 1); 


xy — 4 


daraus durch Division 


(Xo X) ie 1) — + . 
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Satz 7. Ein dünnes Profil, das aus einem Kreisbogen beliebiger Wölbung 
beliebigem Anstellwinkel besteht, kann hinsichtlich des Auftriebes durch 
m in 1/4 der Flügeltiefe liegenden Einzelwirbel ersetzt werden, wenn die 
gentiale Strômungsbedingung in 3/4 der Flügeltiefe erfüllt wird. 

Der grosse Erfolg der Weissingerschen Theorie der Auftriebsberechnung 
t also in der Berücksichtigung der durch die abgehenden Wirbel induzierten 
immung der Stromlinien, währenddem die Prandtlsche Theorie nur den 
ch die abgehenden Wirbel induzierten Anstellwinkel beriicksichtigt. Hin- 
en versagt die Weissingersche Theorie bei der Berechnung des Momentes, 
der Druckpunkt einer einzelnen Wirbellinie immer an der Wirbellinie selbst 
it, in diesem Fall in 1/4 der Flügeltiefe. Für das Moment wird also nicht die 
hzierte Krümmung der Stromlinien, sondern nur der induzierte Anstell- 
kel beriicksichtigt. 

Der Weg zur Berechnung der Momentenverteilung ist nun aber vorge- 
shnet: Wir müssen zwei Wirbellinien nehmen. Ihre Wirbelstärken seien mit 
und I’, bezeichnet und ihre Abstände von der Vorderkante mit x, und x. 


Auftriebsbedingung liefert 
c 


My+T,=fyldx=ticg (5) 


u 


0 


| die Momentenbedingung, welche nun auch erfüllt werden soll, 

41, + mI, = | yo dx = cu (6) 
0 

| Abwindbedingung soll wiederum im Abstand x, hinter der Vorderkante 

illt werden: 

ae pet en), (7) 


40 — AH Hy — Ha 


‚Falle der ebenen Platte liefern diese drei Gleichungen: 


ee a A 2 
ih 2 
CE PRET li wer (8) 
Le 
A À =2nva. 
Com Poe 


rch Elimination von I‘ und J, gelangt man zu der folgenden Gleichung, 
welcher zur Abkürzung die Grössen &, = x/c, & = x1/c, & = *,/c eingeführt 


rden: 


HA fi — &= 26-4) 0) - (0) 
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Gleichung erhält man aus dem Fall des Kreisbogenprofils, welcher zunädfi 
aus (5), (6) und (7) liefert 


Eine dritte Gleichung zwischen den drei Unbekannten £,, &, und &, ergibt 4 
aus dem Fall des S-Schlagprofils 


Le == Re = D | 
39 
Sek oe, hed 5 = -— ee 
i 105 3 x \2 Mo | | 
SR RES Sr molle ele Dr 
ie ee avé (27) Maer 4 


durch Elimination von J), und I’, 


1 = 16 (1— 85 + 8:6) (5 — DE Sa) 


Die Auflösung der drei Gleichungen (9), (11) und (13) nach den drei Unbeka 
ten geschieht folgendermassen: Zunächst gilt: | 


wobei 


gesetzt wurde. Sodann dividiert man (9) durch (11). Dies gibt 


85-48, (1+2n)-2+6n=0. 


Subtrahiert man hievon das Vierfache der Gleichung (9), so bleibt: 
8m—-2nH+-1=0. 
Die Division (9) : (13) ergibt 


64 & — 16 & (3+ 4n)—8& (1—8n) +1-—8n=0. 
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trahiert man hievon das (8 £, — 2)-fache der Gleichung (15), so folgt 


A) 
) zusammen mit (16) 
1 


m= 5 
6 


+| 0 
re, 


3 El 
ER. eee en eee, — 
= > 16 Os 
) 
ut SVE ees aS 
Ha SI gig nr) 2 a ache (17) 


8 8 


3 Gleichung (15) ergibt sich durch Einsetzen von n auch eine quadratische 


sFV5 a | 0,3455, a 


I 
O0 
| 


| 0,9045. 
Daraus folgt 

‚Satz 2. Ein dünnes Profil in zweidimensionaler Strömung, das aus den An- 
‚en: ebene Platte, Kreisbogenprofil, S-Schlagprofil besteht, kann hinsichtlich 
» Auftriebes und des Momentes in exakter Weise durch zwei gebundene 
ızelwirbel ersetzt werden, deren Abstände x, — c £ und x, =c&, von der 
derkante durch die Formeln (17) gegeben sind, wenn die tangentiale Strö- 
ngsbedingung in den zwei durch die Formel (18) gegebenen Linien im Ab- 
d x, = ¢ & von der Vorderkante erfüllt wird. 

Wie sich auf dem Satz 1 die Weissingersche Theorie der Auftriebsberechnung 
“baut, so liefert der Satz 2 eine Methode zur Berechnung der Momentenver- 
lung. In dieser Methode werden also zwei gebundene Einzelwirbel angenom- 
n, die in den durch die Formeln (17) gegebenen Flügeltiefen liegen. Die von 
sen gebundenen Wirbeln und den abgehenden freien Wirbeln induzierte 
wärtsgeschwindigkeit wird dann längs zwei Linien, die in den durch die 
rmel (18) gegebenen Flügeltiefen verlaufen, gleich der durch den Flügel 
rebenen Abwärtsgeschwindigkeit gesetzt. Dies ergibt ein System von zwei 
egrodifferentialgleichungen für die beiden unbekannten Zirkulationsver- 
lungen, welches sich auf dieselbe Weise durch ein lineares algebraisches 
sichungssystem ersetzen lässt wie die Weissingersche Integrodifferential- 
ichung, nur mit dem Unterschied, dass die Anzahl der Unbekannten jetzt 
ppelt so gross ist. Auf diese Weise wird dann also nicht nur der durch die 
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bedingung erfüllt wird, die entsprechende Profilneigung einsetzt. 


Summary 


After having shown that the PRANDTL and WEISSINGER theories for the « 
culation of the lift distribution of wings of finite span fail to give the span 
distribution of the center of pressure, a new model replacing the wing, consist 
of two bound vortices, is proposed for the calculation of the lift- and mom 
distribution. The positions of the two bound vortices and of the two lines 
satisfying the downwash condition are determined—in a straight-forwi) 
manner as an extension of the WEISSINGER model—so that the first three ten 
of the FOURIER development of the chordwise vorticity distribution give e 
values of lift and moment at every spanwise station. 


(Eingegangen: 20. Dezember 1952.) 
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Rechnen mit komplexen Zahlen auf einer mechanischen 
Multipliziermaschine 


Von WALTER BôsCH, Zürich!) 


Die numerische Berechnung des resultierenden komplexen Widerstandes 
zwei parallelgeschalteten komplexen Widerständen auf einer gewöhnlichen mecilf 
nischen Multipliziermaschine kann dann erfolgen, wenn der Ausdruck: 


(RE + RD + 3, (RF 4 XD) 


(Ry + Ry)? F(X, +X)? 


Gegenüber der bis heute allgemein üblichen Berechnungsmethode mit | 
werten und trigonometrischen Funktionen ergibt sich in der Praxis eine hôhäl 
Genauigkeit und eine grosse Arbeitszeitreduktion, speziell bei Netzberechnunge 


(Eingegangen: 14. Februar 1953.) 


1) Postfach Zürich 23. 
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Kleine Schwingungen dynamischer Systeme 


Von PAUL ERDOS, Zürich!) 


Einleitung 


Die Bewegung eines holonomen konservativen dynamischen Systems mit 7 
heitsgraden um seine Gleichgewichtslage oder um seine gleichförmige Bewe- 
ard durch die den Anfangsbedingungen genügenden Losungen der Hamil- 
ichen Diéferentialgiéichiingen 


Oy 0 
ER f= = dre i oa 0 
O9nsk Li 


gr 
immt, wobei g, bzw. q,,.;, die verallgemeinerten Lage- bzw. Impulskoordinaten 
ie Hamiltonsche Funktion des Systems bezeichnen. 
eschränkt man sich auf kleine Bewegungen des Systems, so kann die 
ailtonsche Funktion als quadratische Form der Variablen g,,..., 4, ange- 
m werden. Dabei können gyroskopische Terme der Form gy q,,, (Rk, 1 <n) 
‚reten, die es verunmöglichen, die Stabilität durch eine simultane Haupt- 
entransformation der kinetischen und potentiellen Energie zu untersuchen. 
Es gelang WEIERSTRASS [1]?), unter der Annahme, dass & positiv definit ist, 
Stabilität der Gleichgewichtslage bzw. gleichförmiger Bewegung aufzuzeigen, 
die explizite Lösung der Hamiltonschen Differentialgleichungen in Form einer 
sarkombination harmonischer Schwingungen anzugeben. 
ie Weierstraßsche Methode wurde auch von WHITTAKER [2] übernommen. 
neuere Arbeit von FRAZER, DUNCAN und COLLAR [8] verweist auf WHITTAKER. 
nders die Uberwindung der beim Auftreten mehrfacher Wurzeln der charak- 
stischen Gleichung von & entstehenden Schwierigkeiten (die LAGRANGE | 6], 
LACE!7] et al. zu Fehlschlüssen verfiihrten) gibt zu einer langwierigen mathe- 
ischen Behandlung Anlass. 
Im ersten Abschnitt soll gezeigt werden, wie sich durch Anwendung von Me- 
len der linearen Algebra eine kurze Behandlungsweise ergibt, die sich von der 
'erstraßschen unterscheidet. 
m zweiten Abschnitt werden diese Methoden der linearen Algebra auf den 
'erstraßschen Lösungsgang übertragen, und der Zusammenhang mit dem im 
en Abschnitt beschriebenen Vorgehen hergestellt. 
Im dritten Abschnitt wird ein Hilfssatz der Matrizentheorie bewiesen, der im 
en Abschnitt Verwendung fand. 


Ge = 


Bezeichnungen 


Falls nichts anderes vermerkt wird, bezeichnen kleine fette Buchstaben 
D 0 Vektoren (Kolonnenmatrizen). So sei zum Beispiel g der Vektor 
den Komponenten 4q,(¢), ..., g{t). Grosse fette Buchstaben bezeichnen qua- 
ische Matrizen vom Grade 2 », zum Beispiel 


0-(-2 0) 


1) Physikalisches Institut der ETH. 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite 219. 


| 
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wobei E, O die Finheits- bzw. Nullmatrix vom Grade n bedeuten. Esi} 
Q* = Q-1= —Q. Der * bezeichnet die transponierte Grösse. Die Gesamtene 
des Systems schreibt sich 
1 

ae Sek i * — | 

A=7g'Hg mit H*—H. I 

Ferner soll eine charakteristische Matrix zE— A als eine solche mit laıfj 
linearen Elementarteilern bezeichnet werden, wenn 2; an «,-fache Wurzel fi 
charakteristischen Gleichung f(z2)= |zE— A|=0ist, und de 2,)"k 1 als grosi 


k=1 
gemeinsamer Teiler aller (2 n — 1)-reihigen Unterdeterminanten derselben aufti 


Das Produkt erstreckt sich dabei nur über die 7 voneinander verschiedenen Wurzf} 


1e 


Fasst man die 2 # Hamiltonschen Gleichungen zu 


g—-QHq 
zusammen, so kann g mittels der zeitabhangigen Matrix B(t) als 
oo 
= ae (t PR Lo) m 
qe BOG 2 Ba Gite q 


angesetzt werden, mit g = g(é)) den Anfangsbedingungen Rechnung trag 
Um die Beiwerte B,, der nach der Zeit in Potenzreihe entwickelten B(z) zu 


stimmen, wird g und 


m! 


in (1.1) eingesetzt: 


NE Se t — t,)™ 
Bon ye 0h Re de 


m! 


Der Koeffizientenvergleich ergibt 
By = (Q H)™ 
und damit 
Se) ei) ne 
= m a = + 
q= 2, (08) m! a, “4. 
m=0 

Um diese Lösung in der üblichen Form darzustellen, verwendet man ||] 
Eigenschaft von Q H, dass ihre charakteristische Matrix zE — Q H lauter line 
Elementarteiler und paarweise konjugiert imaginäre charakteristische Wur 


2; = + 1x (x; reell, positiv) besitzt, da der grösste gemeinsame Teiler aller ih \ 
(2m n — 1)-reihigen Minoren mit dem der äquivalenten Matrix 


AN? A(z E — OH) Je, = TAN De = H:': Q H}” 


ubereinstimmt?). Dabei ist H~1/? irgendeine der Matrizen, fur welche (H 1/2)? = A 
gilt. Da H positiv definit ist, wird mit H auch H1/? symmetrisch, also ll 


1) Dies ist eine unmittelbare Folge davon, dass die Determinante eines Produktes von Matr! 
das Produkt der Determinanten der Faktoren ist. Siehe zum Beispiel [4]. | | 
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4 Q Ht!?)* = — H!'? Q H!!? somit H1!? Q H1/? schiefsymmetrisch. H1/2 OH 
| die obenerwähnte Eigenschaft [3], folglich auch OUT: 

Hilfssatz. Hat die charakteristische Matrix einer Matrix P lauter lineare 
mentarteiler und ist g(z) eine reguläre eindeutige analytische Funktion, so gilt 


La 


HP ee 
s(P) = 8(23) pe). ne) 
jeu I 
“Dei z1, ..., 2, die voneinander verschiedenen Wurzeln von f(z) =|zE—P (=0 


id 
}Wendet man dies auf Q Han, so wird 


= een 20% ee a) e 1 
) à z E — Dies ne 2E-Q /2=-ing Ti 2) 


i=1 


'eichnet man 


Z— 144; NE) GE— OA) ; 
Crete | ; f(z) jt 1 F; (1.9) 
F; reell), so ist 
Te D F; cosx; (E —&) — Fj sinx; ({ — | de (1.10) 
j=1 
2. 

H . 

q- QHq (1.1) 
fd auch durch den Ansatz 

q= ® b(z) et) dz (2.1) 

€ 


öst, sofern als Integrationsweg C ein Kreis gewählt wird, der sämtliche Wur- 
a von f(z) = |zE—QA|=0 enthält. Setzt man diesen Ansatz für g und 
sen Ableitung nach der Zeit für g in (1.1) ein, so kommt man auf die Bedingung 


f (c E— QH) blz) et") de = 0, (2.2) 


Cc 


nur erfüllt sein kann, wenn (z E — Q H) b(z) {eine in C regulär-analytische 
torfunktion 


(2 E— QH) bi) = Sy. = yl)» (2.3) 
k=0 


In einer ringförmigen Umgebung des Integrationsweges lässt sich (2.3) nach 
) auflösen und liefert 


b(z) = GE — Q H) "y() . (2.4) 


y(2) z(t—t) 2.5 
q be oR’ WE (285) 


mit ist die Lésung: 


1) Die Annahme [1], [2], dass mit Ausnahme von yp alle Entwicklungskoeffizienten Null sind, 
uicht erforderlich. 
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Beachtet man die im ersten Abschnitt hergeleitete Tatsache, dass (z E — Q Al 
nur einfache, konjugiert imaginäre Pole hat, so ergibt die Anwendung des 
duensatzes auf dieses Integral den Ausdruck (1.10). Die Berücksichtigungff 
Anfangsbedingungen führt auf | 


2aigy(z) — q. | 

Stellt man sich die Frage, welcher logische Weg zum Ansatz (2.1) bzw. | 
führt, so ergibt sich die Antwort aus dem Vergleich von (1.5) und (2.5): 

1 ez(t—to) 


CHER = i dz. 
‘ Fat} 2ZE- QU 
C 


gemeinster Weise durch das Cauchysche Integral 


1 g(z) dz 
— 2s BELA 


dargestellt werden [5]. Es liegt daher nahe, den Lésungsvektor als ein solagy 
Cauchy-Integral anzusetzen, wobei die Zeit als Parameter auftritt. 

Die obigen Betrachtungen liefern auch ein Beispiel dafür, dass die spekt 
Zerlegung einer Matrix vollkommen gleichbedeutend ist mit der Anwendung!) 
Residuensatzes auf ihr Cauchysches Integral. 


3 


Beweis des Hilfssatzes. Ist P eine Matrix vom Grade nu, deren charaktif 
stische Matrix lauter lineare Elementarteiler besitzt, und I} 


yi aa ma © P; ( i 

1 il, 

ihre spektrale Darstellung, mit | 
- | q 

PP as (AR 


wobei die P; Operatoren darstellen, die jeden Vektor auf den zum Eigenwer| | 
gehörenden Eigenraum längs des komplementären Raumes projizieren, d 
besitzt (z E — P)-! die spektrale Darstellung 


1 nt E — P)e@ 1 | 
EZB = 4, = pa eas | 
und es ist | 
lim Bb Re ( 
2—2% < ES | j 


(ax — 1)-fache jedes Elementes von (z E— Pt, da die letzteren gerade 
(x — 1)-reihigen Minoren von z E — P sind. Folglich existiert obiger Limes 
ist von Null verschieden. (Für Matrizen mit nichtlinearen Elementarteilern & 
stiert dieser Limes nicht und somit auch keine spektrale Darstellung im obigl 
Sinne.) : | 


Ist z, eine «,-fache Nullstelle von f(z), so ist sie — gemäss Voraussetzung — | 
| 
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| arent-Reihe entwickeln, und es gilt wegen (3.13): 


g(P) = 2% g(z,) P;. (3.6) 


{Zum Schlusse danke ich den Herren Prof. Dr. E. STIEFEL und PD. Dr. 
| RUTISHAUSER herzlich für ihr förderndes Interesse an der Arbeit. 


i Mein Freund Hans WIDMER hat mir in verdankenswerter Weise bei der Text- 
|rektur beigestanden. 
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Summary 


§ The Hamiltonian differential equations for small displacements of a dynami- 
| system with a finite number of degrees of freedom are solved by use of the 
| thods of linear algebra. In this way the stability of the equilibrium configura- 
or uniform motion in the case of positiv e definite total energy is demonstrated. 
{pecially gyroscopic terms may appear in the hamiltonian, making impossible 
i» usual proof of stability by means of transformation to normal coordinates. 
lis method is then applied to the Weierstrass procedure of solution. 

For use in the above integration, the spectral representation of a matrix with 
lear elementary divisors is given through the adjoint of its characteristic matrix. 


agegangen: 16. Oktober 1952.) 


| Über eine Gefahr, die durch Ruderausschläge bei schallnahen 
Geschwindigkeiten entstehen kann 


Von EUGEN GRUSCHWITZ, Altenrhein?) 


| 


| . 

‚Es ist bekannt, dass die Ruderwirkung bei Flugzeugen mit zunehmender 
‚chscher Zahl M zunächst ansteigt, so wie es die Prandtlsche Regel verlangt. 
n einem gewissen Wert von M an, der natiirlich von verschiedenen Einflüssen 


1) Flug- und Fahrzeugwerke AG. 
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abhangt, kann sie indessen mit weiter zunehmendem M sehr rasch absinken 
Werte erreichen, die nur noch einen Bruchteil derjenigen bei kleinen Werten |} 
M darstellen. Zum Beispiel hat sich aus einer Messung von O. KNAPPE?) an | 
Flügel mit 30% tiefem Ruder in ebener Strömung der in Figur 1 dargest 
Verlauf der Ruderwirkung, ausgedrückt durch den Wert 0c,/0B, über M erge 


Dieser Zusammenbruch der Ruderwirkung ist auf Strömungsablösung am R 
die durch Verdichtungsstösse verursacht N zurückzuführen. 
10: == 7 T 4 | 
| 
1 de | 
1774 A 
| ne 
| “ee \ Bx 
5 ed i 
| PESTE REC N 
eg \ \æ 
| 
| \ 
N 
| Aa, 
| Seah | 
04 08 Ue 7 Ug GI 
Fig. 1 


Oc,/0B als Funktion der Machschen Zahl. tr/t = 0,3. 
(Nach KNAPPE.) 


Um bei Machschen Zahlen nahe 1 eine beträchtliche Ruderwirkung zi 
reichen, benötigt man also grosse Ruderausschläge. Mit den bei den mei 
Hochgeschwindigkeitsflugzeugen vorhandenen Kraftsteuerungen sind solche AB" 
schläge trotz der grossen Rudermomente auch erreichbar. Erfolgt nun eine zilf 
lich rasche Verminderung der Fluggeschwindigkeit, wie sie etwa beim Abfa 
aus dem Sturzflug, insbesondere beim Gebrauch von Sturzflugbremsen 
auch beim Übergang aus dem Horizontalflug in einen steilen Steigflug zu eru 
ten ist, und wird während dieses Überganges der grosse Ruderausschlag verni 
der Kraftsteuerung beibehalten, so kann die Ruderwirkung infolge der Abna 
von M sehr rasch auf ein Mehrfaches ihres anfänglichen Wertes steigen. Die 388 
Abfangen nötige Höhenleitwerkslast liegt im allgemeinen nicht sehr weit ud} 
der sicheren Last, für die die Festigkeit des Leitwerkes dimensioniert ist. D 
den eben beschriebenen Effekt kann die Höhenleitwerkslast auf ein Mehrfadt 
der Abfanglast steigen. Es besteht also die Gefahr eines Leitwerksbruches ojff 
infolge zu heftigen Abfangens, die Gefahr einer Überschreitung des zulässi] 
Lastvielfachen und damit die eines Flügelbruches. Möglicherweise lassen | % 
einige bisher ungeklärte Unfälle so verstehen, | 

Es ist ana dass ein ähnlicher Effekt auch ohne Änderung der Geschw i 
digkeit entstehen kann. Die Lage des Abfalles der Ruderwirkung über M hä 
vom Anstellwinkel des Leitwerkes ab. Eine Änderung dieses Winkels kann dé] | 
die gleiche Wirkung haben wie eine Anderung von M. Wenn zum Beispiel lf. | 
Ruderausschlag Dun Anstellwinkel «, am Punkte A der Figur 1 erfolgt und 


Anstellwinkel sich von x; auf «, ändert, so springt die Ruderwirkung auf | I 
Wert beim Punkt B. 


1) ©. Knappe, Schnellkanalversuche an einem symmetrischen Klappenflügel, Jb. dtsch. 1 | 
fahrtforsch. 1, 96 (1941). 


IV, 1953 Kurze Mitteilungen — Brief Reports - Communications brèves ZN 


[Auf alle Falle stellen grosse Ruderausschlage bei hohen Machschen Zahlen, 
indest am Höhenleitwerk, eine Gefahr dar. Strömungen mit Verdichtungs- 
Jssen und Grenzschichtablésung sind der Berechnung nicht zugänglich und 
fd durch sehr kleine Ursachen beeinflussbar. Das Absinken der Ruderwirkung 
jpn bald mehr und bald weniger stark und auch mehr oder weniger steil sein, 
(1 man kann sich im Einzelfall auf Messungen nicht verlassen. Man vermeidet 
se Gefahr am einfachsten, indem man oberhalb einer gewissen Fluggeschwin- 
(keit an Stelle grosser Ruderausschläge entsprechende Flossentrimmungen ver- 


hdet. 


Summary 


| It is called attention to the danger for airplanes resulting from the behaviour 
tthe rudder efficiency at overcritical Mach numbers. Windtunnel tests show 
ILE in many cases at transsonic Mach numbers a sharp decrease of the rudder 
iciency is possible. Author shows that as a consequence of this behaviour 
Her certain conditions forces may be produced which are ample to destroy the 


Nngegangen: 16. Februar 1953.) 


Growth of Boundary Layer on a Rotating Sphere 


By Swami Dayar NIGAM 
and KUMANDUR SRINIVASA IYENGAR RANGASAMI, Kharagpur!) 


1. Introduction 


HOWARTH?) has investigated the problem of the flow engendered by a sphere 
cating uniformly about a diameter in otherwise undisturbed fluid. From the 
ysical considerations we should expect an inflow at the poles and an outflow 
he equatorial plane. The flow should be symmetrical about the equatorial plane, 
d the sphere may be considered to be made up of two hemispheres joined 
loothly at the equator. Howarru finds that the boundary layers originate at 
© poles on the two hemispheres and develop towards the equator where they 
Ipinge on each other. HowarTH’s solutions are not valid near the equator. 
ıey do not give any information about the flow in the equatorial plane, He 
ncludes on the basis of his solutions that inflow will occur over a large part 
‘the surface, the outflow necessary to maintain continuity will be confined to 
e vicinity of the equatorial plane. His solutions give an inflow at the poles, but 
ey do not give any outflow in the equatorial plane because they cease to be 
lid near the equator. 

In the present note we have discussed the growth of motion, in the earlier 
ges of its development, caused by a sphere which at the time ¢ = 0 is suddenly 
‚de to rotate with a constant angular spin 2 about a diameter in fluid otherwise 
disturbed. The solutions have a serious limitation in that they give initial 
tion only. They give no information regarding the time after which the steady 


ite is established. 


1) Indian Institute of Technology, Kharagpur, India. 
2) L. HowartH, Phil. Mag. 42, 1308-1315 (1951). 
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2. Equations of motion 


We shall use spherical polar coordinates 7, 0, y with 7 measured radially | 
wards from the centre of the sphere, 0 measured from the axis of rotation, auf 
the azimuth. If w, u, v represent the components of velocity in the direct! { 
v, 0, wy increasing the boundary layer equations can be deduced from Howart 
by placing K, = 0, K, (1/a) ctg@, where a is the radius of the sphere. They |fi 


| 


Oi Oo ou v? 2 à O?u | 
EE = —, 
Ot a 00 or a = Or 
dv uw Ov r Ou W to 2 (00) 
wos er Dede 
dé | & a u a 2 or? 
I am Ow u 


a 06 à ‘a 
We now set 


022 
v=Rasindg(n), 


where 

12 (aie * 
During the early stages of motion when ¢ is small (or in boundary layer they 
terminology: when the thickness of the boundary layer is small), we may neg} 
the terms in the equations of motion containing higher powers of ¢. There 


omitting terms of order £? in the equations of motion, we get to a first ordef 
approximation the following equations: 


Mg BONN Rent nr 
one SO 


where a dash denotes differentiation with respect to 7. 
These equations are the same as the equations in the problem of bound! 
layer growth over an infinite rotating disk (N1GAm)?). 


3. Solutions of the equations 


The solutions of these equations satisfying the boundary conditions u 4 
V9 4 Sin 0 w—0 on the sphere 7=a; and 4—7 = Ohat 7 =a, are 


g=[1-erfn]=erfcn, ( 
2 
Î = [(1 + 2?) erfon — 27 per] — 2 (m Re” — mericy)?, ¢ 
’ 2 2 
h ea [(3 4 + 2°) etfon — 2-1/2 (1 + 77?) er) mal (ar ur em = y | 
| 
Lena 2V2 ZN 8 
et ™ erfcn er erfc (V2 n) m (= 2112 4 1) 3 | 


1) L. HowarTH, Phil. Mag. 42, 239-243 (1951). 
2) S.D. Nicam, Quart. Amer. Math. 9, 89-91 (1951). 
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Jranishes both on the axis of rotation and in the equatorial plane; v vanishes 
the axis of rotation; w is negative so long as 3cos?@—1> 0, it vanishes for 
4ps?0 = 1, i.e. 6 = 54° 45’ in the upper hemisphere and 9 = 125° 15’ in the 
‘er hemisphere, and is positive when 3 cos?@ —1< 0. This shows that there 
42 radial inflow towards the sphere for 0 < @< 54° 45’; this radial flow dis- 
pears on the cone 9 = cos—1(1///3 ) and changes into a radial outflow for 
145’ < 0 < 2/2. Hence there is an inflow at the poles and an outflow near the 
tator. 

|It is highiy probable that the cone 9 = cos-1(1/Y3) may viden towards the 
1ator but these solutions do not give any such information. 

A stream function may be defined by the equations 


a! Ow aes 1 Ow 
‘Or’ sind 06 


a sind Or’ 
jence the stream function may be expressed 


m 2,02 [212 pil2icosh'sndrh(n). 


The flow functions. 


Zusammenfassung 


Die Gleichungen der Grenzschichttheorie wurden angewendet, um das An- 
chsen der Grenzschicht an einer in ruhendem Wasser rotierenden Kugel zu 
ıdieren. Die Lösungen sind nur für kleine Zeitintervalle gültig. Die Grenzschicht 
tsteht an den Polen und verstärkt sich nach dem Aquator zu. Im Gegensatz 
der Lösung von HowartH fanden wir eine Einströmung an den Polen und 
en Abfluss am Äquator. 


ceived: December 29, 1952.) 
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Varia — Miscellaneous — Divers 


1 
| | 
| 


International Congress of Mathematicians 1954 


The International Congress of Mathematicians 1954 will be held in Amsterdif 
from September 2nd to September 9th under the auspices of “Het Wiskuriff 
Genootschap”’ (The Mathematical Society of the Netherlands). The Organia 
Committee has invited a number of outstanding mathematicians to dell | 
one-hour addresses, hoping that in this way a survey of the recent dev elopm 
in the whole field of mathematics may be furnished. There will be seven sectig 
Viz :— | 

(1) Algebra and Theory of Numbers; | 
(2) Analysis; 
(3) Geometry and Topology; 
(4) Probability and Statistics; 
(5) Mathematical Physics and Applied Mathematics; 
(6) Logic and Foundations; 
(7) Philosophy, History, and Education. 


In each of these sections half-hour addresses will be delivered by experts{| 
invitation of the Organizing Committee. Moreover short lectures will be gil 
by members of the Congress who have applied beforehand to the Organi || 
Committee. The time allotted for each short lecture will be 15 minutes. It 1}, 
depend on the number of these short lectures whether and how the sections 
be divided into subsections. | 

The Organizing Committee is planning several entertainments and ala | 
number of interesting excursions. 


name (with a qualifications, nn and full address to the secretas | 
(24 Boerhaavestraat 49, Amsterdam, Netherlands) as soon as possible. They 
receive a more detailed communication which will be sent out in the cours 
1953: J. F. KoxsmMa 


Heineman Foundation for Research, Educational, Charitable, and | 
Scientific Purposes, Inc. I! 


The Board of Directors of the Heineman Foundation for Research, Edu} | 
tional, Charitable, and Scientific Purposes, Inc., announce the establishmentf 
a prize to be known as the “‘Dannie Heineman Prize’, in the sum of $5,004 
to be awarded every three years to the author of an outstanding book or mai 
script in the mathematical or physical sciences. The object of the prize isi 
encourage the writing of books on a high scientific level which have merits 
exposition and which are likely to facilitate access to important fields of resear'f 

Any author desiring to submit a book or manuscipt for consideration sh 
deliver two copies to the Secretary of the Foundation. Submissions for the né] 
award shall be made not later than the 31st December 1955. Detailed ru 
governing the awards may be obtained from the Secretary of the Foundatid 
50 Broadway, New York 4, N. Y., U.S.A. 
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Buchbesprechungen — Book Reviews — Notices bibliographiques 


| Servomechanisms and Regulating System Design, Volume I. By 
| CHESTNUT and R. W. MAYER (John Wiley & Sons, Inc., New York, 1951), 
7 pp., 350 figs. ; $7.75. 

Der vorliegende Band ist vor allem ein Lehrbuch, das sich zum Ziele gesetzt 
t, auch dem theoretisch weniger begabten Physiker und Ingenieur die Ein- 
}beitung und rechnerische Erfassung seiner Regulierprobleme zu ermöglichen. 
peses Ziel dürften die Verfasser erreicht haben, was hauptsächlich der durch- 
‚chten Gliederung und der subtilen Darstellung des Stoffes zu verdanken ist. 
| Nach einer Einführung in die Problemstellung (1. Kapitel), einer kurzen Dar- 
jellung der komplexen Rechnungsweise (2. Kapitel), der Lösung von linearen 
fiferentialgleichungen mit erzwungenen Vorgängen (3. Kapitel), ihrer Behand- 
jag mit der Laplace-Transformation (4. Kapitel) und dem stationären Verhalten 
{i sinusförmiger Antriebsfunktion (5. Kapitel) beginnt die eigentliche Behand- 
ng des Stoffes auf Seite 124 mit der Diskussion der Methoden für die Feststel- 
Ing der Stabilität von geschlossenen Regelkreisen (Kapitel 6). Routus Krite- 
am zur Abzählung von Wurzeln mit positiven Realteilen einer charakteristi- 
hen Gleichung höhern Grades wird ohne Beweis angeführt. Das Nyquist- 
‚abilitätskriterium findet eine eingehende Würdigung und wird an Hand von 
eispielen erläutert. Das Kapitel 7 behandelt oft verwendete Reglerteile und 
re Darstellung durch komplexe Übertragungsfunktionen (Transfer Functions). 
rei verschiedene Arten Reguliersysteme werden im 8. Kapitel postuliert, nämlich 
yp 0. Ein konstanter Wert der geregelten Grösse verlangt ein konstantes 

Fehlersignal. 
yp 1. Ein konstantes Änderungsverhältnis (Geschwindigkeit) der geregelten 
| Grösse verlangt ein konstantes Fehlersignal. 
yp 2. Eine konstante Beschleunigung der geregelten Grösse verlangt ein kon- 
stantes Fehlersignal. 

| Nur diese drei Typen werden in der Folge betrachtet, da andere praktisch 
‚cht in Frage kommen. Starkes Gewicht wird auf die allgemeine Bezeichnungs- 
eise und die Buchstabensymbole gelegt. Beides ist gemäss den bereits vorhan- 
snen Empfehlungen des A.I.E.E. (American Institute of Electrical Engineering) 
Snsequent im Buche durchgeführt worden. Die Symbole sind entsprechend der 
nktion im Regelkreis festgelegt und können je nach Aufbau ganz verschiedene 
BE sikalische en repräsentieren. Diese Darstellungsweise hat den Vorteil, 
ss sie in allen Gebieten der Wissenschaft Gültigkeit hat. Im Kapitel 9 und 10 
ird das Verhalten einfacher geschlossener Regelkreise mit Hilfe der Ortskurve 
sx Übertragungsfunktion in der komplexen Ebene (Nyquist-Diagramm) be- 
hrieben und verschiedene Stabilisierungsmassnahmen diskutiert. Wesentlich 
ichtiger für die praktische Berechnung und deshalb in den Kapiteln 11 und 
x En gchendet behandelt ist das Dämpfungsverfahren, welches das Nyquist- 
riterium mit dem Dämpfungs- und Phasenverlauf der Übertragungsfunktion 
"Abhängigkeit von der Frequenz verknüpft. Bopes Theoreme über den Zusam- 
enhang von Real- und Imaginärteil von Übertragungsfunktionen werden über- 
ymmen und pmeckentsprechend angewandt. Komplizierte Ubertragungsfunk- 
onen lassen sich dabei sehr on darstellen (Dämpfung als gebrochenen 
treckenzug mit verschiedenen Neigungen von 0, 20, 40, 60, . ‚db/Dekade). 
esondere Netzkarten («Nichols» Charts) ermöglichen das Bestimmien des Hre- 
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quenzverhaltens des geschlossenen Regelkreises. Besonders einfach gestaltet 
die Diskussion stabilisierender Massnahmen mit Zusatzvierpolen. Regelkre: 
mit mehrfachen Rückführungen und mehreren Eingängen ist das Kapite 
gewidmet, wobei sich das Dampfungsvertahren zur Behandlung besonders 
währt. Endlich wird im Kapitel 14 der Zusammenhang von Frequenzgang 
Einschwingvorgang bei Anlegung des Einheitssprunges untersucht. Wertvo} 
errechnetes Material in zahlreichen Charakteristiken zusammengestellt, gesta) 
annäherungsweise den Übergang von entsprechenden charakteristischen Gros} 
wie Überschwingen, Zeitdauer bis innerhalb 5% des Endwertes usf., auf die d 
notwendige Übertragungsdämpfungsfunktion oder umgekehrt. | 
Ein Literaturverzeichnis mit 114 Arbeiten, auf welche im Text Bezug gen! 
men wurde, ein Anhang von 50 Seiten mit Problemstellungen den Kapiteln || 
geordnet und ein Schlagwortverzeichnis vervollständigen das Buch. | 
Abgesehen von einigen unwesentlichen Druckfehlern bleibt kaum ein Wuri 
offen, es sei denn, dass Probleme, wie Störeinflüsse, Nichtlinearität, Sattigua 
erscheinungen, unstetige Regelkreise usf., im folgenden Band mit der gleici 
liebevollen Darstellung ihre Behandlung finden werden. | 
Das vorliegende Buch kann jedem, der sich mit Regelproblemen und il 
Berechnungsweise vertraut machen will, warm empfohlen werden. Aber auch | 
| 


Fachmann wird gern zu dieser geschlossenen Darstellung greifen und ihr ma 
wertvolle Anregung entnehmen können. H. W 


| 
|| 


\ 


Übungen zur projektiven Geometrie. Von H. HERRMANN (Verlag B 
häuser, Basel 1952), 168 S., 94 Abb. und 4 Raumbilder (Anaglyphen); sFr. 1 


unerlässliche Voraussetzung für das Studium irgendeines Zweiges der Geomet 
die grosse Zahl von Lehrbüchern über projektive Geometrie wird dadurch 
ständlich. Die Übungen zur projektiven Geometrie von HERRMANN ergänze 
erster Linie die in derselben Sammlung (Lehrbücher und Monographien aus 
Gebiete der exakten Wissenschaften) erschienene Projektive Geometrie 1} 
W. BLASCHKE. Daneben sind sie aber auch zum Gebrauch neben Vorlesun|} 
und parallel zum Studium anderer Lehrbücher über projektive Geometrie gedad 
Die Aufgaben schliessen an eine analytische Behandlung der projektijf 
Geometrie an. Die Sammlung enthält dementsprechend keine Konstruktionsd 
gaben. Zu den 297 Aufgaben sind entweder vollständige Lösungen angeget 
oder aber die Lösungen sind wenigstens so weit skizziert, dass sie der Leser o} 
grosse Mühe selbst vervollständigen kann. 
Durch die Auswahl der Beispiele sowie durch die vorgeschlagenen Lösurf 
wege stellt der Verfasser den Begriff der Matrix in den Vordergrund, und Ai 
weit mehr, als dies in der projektiven Geometrie bis jetzt üblich war. Es sei 
gegeben, dass dadurch neue Gesichtspunkte zutage treten. Uns will aber schein 
dass überall dort, wo die Matrix nicht Abkürzung der Schreibweise, sondl 
selbst Objekt der Geometrie ist, der Geometrie etwas Zwang angetan wird. Jed 
falls werden die Akzente von der projektiven Geometrie auf die lineare Alge 
verlegt. | 
Die Sammlung ist getrennt in Aufgaben aus der ebenen und Aufgaben aus | 
dreidimensionalen projektiven Geometrie. | 
In der Lösung der Aufgabe 86, Abschnitt a, ist eine Unkorrektheit enthalt! 
zwei ebene projektive Felder lassen sich nicht immer so in den Raum legen, d 
sie durch eine Zentralprojektion auseinander hervorgehen. Die Formulierung | 
Aufgabe 113 «Das Erzeugnis zweier projektiver Geradenbiischel ist eine G or 
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> Gerade» gefällt nicht ganz und dürfte dem Anfänger Schwierigkeiten be- 
pen. 
Das Schlusskapitel bringt in Form von Aufgaben eine nette Einführung in die 
metrie der Konfigurationen. Vier äusserst anschauliche Raumbilder oder 
aglyphen (eine Anaglyphenbrille liegt bei) von wichtigen Figuren der projekti- 
: Geometrie beschliessen das Werk. 
iDie vorliegende Aufgabensammlung bildet eine willkommene Erganzung zur 
yektiven Geometrie von BLASCHKE; wer das Bedürfnis hat, seine Kenntnisse 
‘ch Aufgaben zu erhärten, wird sie dankbar aufnehmen. Die Auswahl der Auf- 
‚en ist sehr geeignet, zu weitergehender Beschäftigung mit den berührten Ge- 
ften anzuregen. 
Die Ausstattung ist wie üblich bei dieser Birkhäuser-Reihe vorzüglich. 

M. Jeger 


The Classical Theory of Fields. By L. Lanpau and E. Lirsuirz (Addison- 


Brey Press, Inc., Cambridge, Mass., 1951). 354 pp., 12 figs; $7.50. 
| Das vorliegende Werk ist im wesentlichen ein Kompromiss zwischen zwei 


"htlinien: Es soll einerseits ein einführendes Lehrbuch in die Theorie des 
Iktromagnetismus und der Gravitation sein, andrerseits die allgemeinen Prin- 
ien der klassischen Feldtheorien überhaupt darlegen, wie sie auch anderswo 
astizitätslehre, Hydrodynamik, Übergang zur Quantentheorie der Felder) 
raucht werden. Das Resultat des Kompromisses ist zwiespältig: Einerseits 
die allgemeinen Prinzipien nicht in zusammenhängender Form, sondern nur 
Beispiel der beiden speziellen Felder dargelegt; andrerseits ist der ihnen ent- 
echende deduktive Weg für eine einführende Darstellung nicht ganz über- 
‚gend. 

‚Der Aufbau des Werkes ist im wesentlichen folgender: Vorangestellt (Kapitel 
st das Relativitätsprinzip, das als Grundlage für die ganze Behandlung dient. 
nn (Kapitel II) wird die relativistische Mechanik von Massenpunkten deduktiv 
; dem durch Invarianzforderungen bestimmten Wirkungsintegral abgeleitet. 
» Nichtexistenz starrer Körper in der Relativitätstheorie führt zum Schlusse, 
| Elementarteilchen seien Massenpunkte; infolgedessen wird im ganzen Buch 
Fr mit Punktladungen gearbeitet, die Elektrodynamik kontinuierlicher La- 
agen und Medien also nicht behandelt. 

‚Kapitel III bis IX entwickeln in dem so gezeichneten Rahmen die Theorie 
; elektromagnetischen Feldes in Wechselwirkung mit Ladungen (inklusive 
tik), wieder deduktiv von einem postulierten Variationsprinzip ausgehend. 
merkenswert sind hier insbesondere die Kapitel über Feld und Ausstrahlung 
vegter Ladungen, in welchen viele Probleme in eleganter Weise besprochen 
rden, welche sonst kaum in Lehrbüchern angetroffen werden; so etwa die 
-chselwirkung bewegter Teilchen bis zur zweiten Ordnung in den Geschwindig- 
ten (nach Darwın), die Ausstrahlung des Zweikörpersystems mit Coulomb- 
schselwirkung, Lichtemission durch Teilchen im homogenen Magnetfeld (Beta- 
nstrahlung) usw. 

Kapitel X und XI behandeln die allgemeine Relativitätstheorie samt dem 
igen mathematischen Werkzeug, der Tensoranalysis. Als Anwendungen wer- 
ı neben der Schwarzschildschen Lösung für das zentralsymmetrische, zeitlich 
ıstante Gravitationsfeld die Friedmannschen Lösungen gegeben, welche einer 
mlich isotropen und homogenen, zeitlich expandierenden Welt entsprechen. 
Das übersichtlich und mit grosser Eleganz geschriebene Werk wird, trotz der 
usserten Vorbehalte, dank seinem nicht dem Üblichen entsprechenden Ge- 
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sichtspunkt, der Fülle behandelter Probleme und insbesondere der grossen | 
schöner, mit Lösungen versehener Übungsaufgaben jedem von grossem Nul 
sein, der sich in die Theorie der beiden klassischen Felder zu vertiefen wiins 

M. R. Schall 


Crystal Growth. By H. E. BucxLey (John Wiley & Sons, Inc., New 
1951). 571 pp., 169 figs.; $9.00. 

H. E. BuckLey hat sich in vielen schönen Arbeiten mit dem Problem 
Kristallwachstums, insbesondere der Habitus- und Trachtbeeinflussung, befif 
Heute beschaftigen sich manche Laboratorien mit Kristallzüchtung, einer Ext | 
mentalwissenschaft, die von den Mineralogen, denen die mannigfachen mor) I 
logischen Aspekte der Mineralien eine Fülle von Problemstellungen darbc# 
inauguriert wurde. Die moderne Kristallphysik und technische Kristallk@f! 
aber benötigt Kristalle bestimmter Eigenschaften; sie muss diese in geforde f 
Grösse und Reinheit synthetisieren. Bei diesen Versuchen stellen sich oft mandi 
lei Überraschungen ein. Wohl geben Theorien über den Wachstumsvorgang || 
den Einfluss der Konstitution der Lösungen auf den Wachstumsprozess wert 
Anhaltspunkte, allein es liegt in der Natur der Vorgänge, dass eine Beherrsc 
der Gesamtheit der Aufbauprozesse noch unmöglich ist. Man muss oft die 
suchsbedingungen variieren und ist dann froh, Erfahrungen anderer Forsche 
benützen zu können, selbst wenn es sich nur um empirische Kenntnisse han 
die der theoretischen Deutung noch Schwierigkeiten bereiten. Daher ist ein 
wie das von BUCKLEY ein unbedingtes Erfordernis geworden, da es über 
solche Beobachtungen ausgezeichnet orientiert. Es wird bei der Anzeige d 
Werkes am besten sein, nicht auf Spezialfragen einzugehen, sondern eine Ü 
sicht über den Inhalt zu geben. 

Nach einer kurzen Einführung über Lösungen, Löslichkeit, Übersättig 
und die Methoden der Kristallzüchtung folgen vier Abschnitte über die Thaf 
des Kristallwachstums, die den Zweck verfolgen, über verschiedene Ansatz 
orientieren, dieses Problem generell zu behandeln. Ideal- und Realkristall, T 
von Kristallisationsvorgängen, Lösungs- und Ätzvorgänge werden in drei 
teren Abschnitten erörtert. Für den von der physikalischen Seite an das Pro 
herantretenden Forscher sind die Erfahrungen besonders wichtig, die übe 
Habitus- und Trachtbeeinflussungen, den Einfluss von Verunreinigungen, 
spezielle W achstumserscheinungen und über den Einfluss der Bedingungsä 
rungen während der een gesammelt wurden. 

Jeder Abschnitt enthält ausgewählte Literaturverzeichnisse, die dem L 
ermöglichen, die wichtigsten Originalarbeiten aufzusuchen. Die Fülle des zu 
w 2 Stoffes war so gross, dass manche dem Mineralogen besondersi# 
Herzen liegende Fragen, wie zum Beispiel die morphologische Charakterisiet 
einer Kristallart, zurückgestellt werden mussten, da sich ja das Buch in a | 
Linie an den Kristallzüchter wenden will. Ihm aber wird es so mannigfache A 
gungen und Hinweise über beim Kristallwachstum auftretende, manchmal 
wünschte, oft aber unerwünschte Erscheinungen darbieten, dass es für! 
unentbehrlich ist. P. Ni 


Vektor- und Dyadenrechnuns für nn und Techniker. 
E. Lour (W. de Gruyter & Co., Berlin 1950). 488 S., 34 Abb.: DM 24.— 
Ein SR eek, dieses Buches Be fraglos in seiner such 
wöhnlich reichhaltigen Dotierung mit instruktiven und interessanten Anv 
dungen. Sie bein sich auf fast alle Disziplinen der Physik: Mechanik 
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ıktsysteme und der starren Körper, Elastizitätstheorie, Hydrodynamik, Optik, 
Ktro-magnetische Theorie, Quantentheorie usw. Besondere Abschnitte sind 
à mathematischen Gegenständen gewidmet (Geometrie, Funktionentheorie). 
diesen Anwendungen scheint mir der hervorragende Vorzug des Werkes zu 
en. Sie nehmen nahezu die Hälfte seines Volumens ein. Der angehende Phy- 
fr wird aus ihrem Studium ohne Zweifel vielgestaltigen Nutzen ziehen. Uner- 
lich dafür ist allerdings eine intime Vertrautheit mit der in den beiden ersten 
en entwickelten mathematischen Begriffswelt (Vektoren, Dyaden usw.), ins- 
ondere auch mit dem verwendeten symbolischen Formalismus. Im ersten Teil 
va 100 Seiten) wird die Algebra dieser Grössen dargestellt, worauf in einem 
‚as umfangreichern zweiten Teil die Analysis (Theorie der Felder) folgt. Die 
‚ppe Darstellung, besonders bei vielen Anwendungen — die reiche Fülle wäre 
fers kaum unterzubringen —, heischt vom Studierenden intensive Mitarbeit. 

#Der Verfasser benutzt konsequent die Symbolik von G1BBS und JAUMANN, 
che nach seiner Erfahrung «die klarste und verallgemeinerungsfähigste» ist. 
; Referent bedauert lebhaft, dass es ihm nicht gelingen will, sich dieser An- 
ht anzuschliessen, dies in erster Linie angesichts des höchst zweckmässigen 
‚malismus, welcher in Algebra und Analysis für mathematische Gegenstände 
‚selben Natur in umfassender Weise entwickelt worden und heute allgemein 
ich ist. F. Baebler 


The Design and Analysis of Experiments. By O. KEMPTHORNE (John 
ley & Sons, New York, 1952). 631 pp., 27 figs.; $8.50. 


‚Das Entwerfen von Versuchsplänen ist durch R. A. FISHER in den Rang einer 
enschaftlichen Methode erhoben worden. Diese Verfahren sind einer der 
htigsten Beiträge, welche die neuere mathematische Statistik zum Ausbau 
Erfahrungswissenschaften beigesteuert hat. 

| KEMPTHORNE setzt sich in diesem Werke zum Ziel, das Planen von Versuchen 
ı einem möglichst allgemeinen Standpunkt aus zu behandeln und es in den 
hmen der grundlegenden mathematisch-statistischen Theorie zu stellen. 
Nach einleitenden Bemerkungen über die Bedeutung der statistischen Metho- 
im Bereiche der Erfahrungswissenschaften gibt KEMPTHORNE eine geschlos- 
le Darstellung der Theorie der Mehrfachregression mit Anwendung auf die 
‚euungszerlegung, wie sie in dieser Vollständigkeit und Strenge meines Wissens 
'h nirgends zu finden ist. Nachdem er die Wichtigkeit der zufälligen Zuteilung 
| Versuchseinheiten auf die verschiedenen Verfahren gebührend hervorgehoben 
, wendet er sich den einfachen Versuchsplänen zu — der zufälligen Anordnung 
3löcken und dem lateinischen Quadrat. Hierauf werden die Versuche mit meh- 
en Faktoren sehr eingehend besprochen, und zwar in allen ihren Abwandlun- 
. Auch die von F. YATES zuerst vorgeschlagenen Versuchsanordnungen in 
PWatrend Cox Blöcken» werden einlässlich erörtert. 

Während Cox und CocHRAN in ihrem Werk Experimental Designs!) sich eher 
die Versuchsansteller wandten, geht KEMPTHORNE mehr auf die theoretischen 
andlagen ein. Dementsprechend erläutern Cox und CocHRAN die Verfahren an 
reichen Beispielen, während sich KEMPTHORNE mit der Angabe der den 
nen zugrunde liegenden Formeln begnügt. 

Das Ausgezeichnete Werk von KEMPTHORNE ist vor allem für den beratenden 
tistiker wertvoll; es ist aber auch allen jenen zu empfehlen, die sich der Be= 
ıtung einer zweckmässigen Anlage von Versuchen in der reinen und ange- 
ndten Forschung bewusst sind. A. Linder 


1) Siehe die Besprechung in ZAMP 2, 53 (1951). 
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Hochfrequenztechnik und Weltraumfahrt. Herausgegeben im Aufl 
der Gesellschaft für Weltraumforschung e. V. von Dr. Ing. R. MERTEN (VI 
S. Hirzel, Zürich 1951). 116 S., 65 Abb.; sFr. 7.— | 

Das von R. MERTEN im Auftrage der Gesellschaft für Weltraumforse 1] i 
herausgegebene Heft Hochfrequenztechnik und Weltraumfahrt enthält acht | 
Inhalt wie Darstellung sehr bemerkenswerte Vorträge, welche im Januar 194 
Rahmen der 4. Jahreshauptversammlung der genannten Gesellschaft herat 1 
geben wurden. Nach Autoren und Themen aufgeführt, handelt es sich um: W. 
MINGER, Weltraumfahrt und Ionosphdve; H. DORING, Stand der Zentimeter 
technik; W. STEPP, Die Reichweite von Funkmessgeräten; G. ULBRICHT, Funk] 
gation mit ENT at F.W. GUNDLACH, Grundsätzliches über ‚Antennen 


R. a, nenn mit der Aussenstation; R. Moscu, Geschuttl \ 
keitsmessungen nach dem Dopplerprinzip und ihre Anwendung für Flugweitem | 
erungen und Bahnvermessungen. In ihrer Gesamtheit ergeben diese Beiträge 
wertvolle Übersicht über die elektrischen Probleme der Fernsteuerung von 

ten bzw. von Raumschiffen, allerdings indem oft auf Einzelheiten der the 
schen Behandlung oder nähere Angaben von Schaltungen verzichtet wird 
die Betrachtung vor allem auf die grundsätzlichen Fragen gerichtet ist. Viel 
senswertes entstammt früheren Forschungsarbeiten über die V-2-Technik.jf' 
der weitgehenden Spezialisierung der heutigen technischen Wissenschaft id 
zweifellos ein verdienstliches Unternehmen, wenn — wie in der vorliegenden {ff 
öffentlichung — die Möglichkeit geboten wird, die Gesamtheit der Teilaufg: 
in ihrer ausserordentlichen Vielgestaltigkeit kennenzulernen, welche mit m 
nen technischen Problemen — hier mit der Fernsteuerung von Raumfahrze 
auf grösste Distanzen — verknüpft sind. Solche Probleme können überhaupt 
auf der Grundlage der Spezialisierung und bestorganisierter Zusammena 
gelöst werden. Das kleine, gut ausgestattete Werk sei Ingenieuren und Physik 
welche sich für die hochfrequenztechnischen Fragen der Weltraumfahrt intdk 
sieren, bestens empfohlen. 1ER. 


| 


a 


i 
| | 
| 
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Advances in Electronics. Vol. III, Edited by L. Marton (Academic P| 
New York, 1951). 357 pp., 118 figs.; $7.50. 
Der dritte Band der von L. Marton herausgegebenen Biicherreihe Adva 

in Electronics enthält wiederum eine Reihe von zusammenfassenden Bericht 
welche sich einerseits mit den Fortschritten auf dem Gebiet der Elektronenl} 
ren, andererseits mit einzelnen Fragen prinzipieller Art aus dem Gebiete /f 
Nachrichtenwesens befassen. I 
Im ersten Beitrag, Field Emission Microscopy, beschreibt F. AsHworRTH ll 
Baden und die damit gewonnenen Aufschlüsse über Ads| 
tionsverhältnisse von Fremdatomen auf Einzelkristallen von Wolfram |f 
Molybdän. Das theoretisch erwartete Auflösungsvermögen ist mit etwa 2# 
erreicht worden, und es ist bereits möglich gewesen, den ungefähren Auf 
einzelner adsorbierter Moleküle abzubilden. Der weitere Beitrag Velocity Mal 
lated Tubes von R. R. WARNECKE, M. CHODOROW, P. R. GUENARD und 4 
GINZTON gibt eine ausgezeichnete Übersicht über die verschiedenen Formen | 
ner a SU Röhren, über ihre Verwendungsmöglichkeiten 
über die Schwierigkeiten, welche bei der Weiterentwicklung nach höheren 1 
quenzen und höheren Leistungen zu überwinden sein werden. Während die r 
nerische Behandlung von geschwindigkeitsmodulierten Röhren noch relativ | 
fach ist, hat die theoretische Erfassung der im Magnetron herrschenden 
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tmisse auf grosse Schwierigkeiten geführt. In den beiden Beiträgen von L. BriL- 
JIN ion Theory of the Plane Magnetron) und von L. BRILLOUIN und 
3L0cH (Electronic Theory of the Cylindrical Magnetron) wird die Theorie des 
gnetrons um ein gutes Stück weitergeführt. J. E. Waite berichtet im Beitrag 
he messen. über die Entwieklüng, welche zur Herabsetzung der Röh- 
dimensionen (Kolbendurchmesser weniger als 1 cm) geführt haben. Die durch 
‚ Grössenbeschränkung neu auftauchenden Anforderungen an Material und 
astruktion werden besprochen. Die fabrikationsmässige Herstellung solcher 
aren hat es ermöglicht, bei Verwendung passender Einzelteile und neuer 
drahtungsmethoden auch die entsprechenden Geräte selber in ihrer Grösse 
*k herabzusetzen. Dies wird im Beitrag von G. SHAPIRO, Subminiaturization 
thniques, an Hand von zahlreichen Beispielen gezeigt. In Principles of Pulse 
le Modulation bespricht H. F. MAYER die neueste Form der heute bekannten 
dulationsarten, welche — allerdings auf Kosten einer grösseren Bandbreite — 
> erstaunliche Störbefreiung ermöglicht. Der Beitrag von E. A. GUILLEMIN, 
summary of Modern Methods of Network Synthesis, beschäftigt sich mit der 
echnung von Netzwerken mit vorgegebenen Eigenschaften, während M. LEr- 
und W.F. SCHREIBER im Beitrag Communication Theory allgemeine Fragen 
zipieller Art besprechen, deren Behandlung in den letzten Jahren zu einer 
en Betrachtungsweise über das Wesen und die Möglichkeiten der Nachrichten- 
rmittlung geführt haben. 

Auch in dem vorliegenden Band hat es der Herausgeber verstanden, durch 
'gnete Wahl seiner Mitarbeiter und durch Koordinierung der einzelnen Bei- 
se ein Werk zu schaffen, welches jeder, der sich über die Fortschritte der 
xtronik orientieren will, mit Gewinn zur Hand nehmen wird. 

inzig zur Aufnahme der beiden Arbeiten über die Theorie des Magnetrons 
‘hte der Referent einen Vorbehalt machen. So wertvoll diese beiden Publika- 
en an sich auch sind, so stellen sie doch zwei ins einzelne gehende Original- 
siten dar, welche in eine Fachzeitschrift gehören. Die Aufnahme derartiger 
crage bringt aber die Gefahr mit sich, dass die «Advances» ihrer eigentlichen 
:ckbestimmung entfremdet werden. Und das müssten die zahlreichen Freunde, 
sich die « Advances» in der kurzen Zeit seit Beginn ihres Erscheinens erworben 
en, sehr bedauern. A.A. Rusterholz 


elicopter Analysis. By A. Nixorsky (John Wiley & Sons, New York, 
1). 340 pp.; $7.50. 

Das vorliegende Buch ist aus einer zweisemestrigen, fiir «graduate students» 
ler Princeton University gehaltenen Vorlesung hervorgegangen und ist auch 
em ganzen Aufbau nach vor allem als Lehrbuch gedacht. Dieser Bestimmung 
;prechen auch die zahlreichen ausgerechneten Beispiele, die Aufgaben und 
‚reiche Literaturhinweis. 

Zum leichteren Verständnis sind die behandelten Probleme in einen ersten, 
acheren, und einen zweiten, mathematisch schwierigeren Teil aufgeteilt. 
Nach einer kurzen Zusammenfassung der Luftschraubentheorie behandelt der 
e Teil den stationären vertikalen und Vorwärtsflug des Helikopters mit einer 
eren Untersuchung der Bewegung der Rotorblätter. 

Der zweite Teil ist eingeleitet durch das Kapitel: «Mathematical Analysis of 
blems in Dynamic Stability», welches eine umfassende Darstellung des zur 
ung dynamischer Stabilitatsprobleme notwendigen mathematischen Appa- 
s bringt. Es handelt sich hierbei um die Auflösung von Systemen linearer 
Be otialeleichungen, welche der Autor sowohl durch die übliche Methode als 


| 
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auch mit Hilfe der Laplace-Transformation durchführt. Dieses Kapitel stellt @ 
willkommene Ergänzung der vorhandenen Literatur über die dynamische Sta 
lität von Flugzeugen dar. 

Im weiteren werden im zweiten Teil die gewonnenen Resultate auf die Uni] | 
suchung der dynamischen Stabilität des Helikopters in der Nähe des Schwe 


| 
fluges und im Vorwärtsflug sowie auf die Berechnung der Reaktion des Helü | 
pters auf die Steuerkräfte angewendet. | 

Der Anhang enthält Resultate einer vertieften Untersuchung der gleiclf 
Probleme mit Berücksichtigung der zweiten Harmonischen, Verwindung § 
Rotorblattes und dreieckförmiger Verteilung der induzierten Geschwindigk 

Eine Zusammenstellung von verallgemeinerten Gleichungen zur Lösung v | 
schiedener Arten von transformierten Funktionen der Steuerreaktionen, gen] 
Beschreibungen von Rechengängen und die Aufstellung von Rechenschablonf 
die auch ungelernte Arbeitskräfte auswerten können, machen die Helicoil} 
Analysis auch für die Praxis äusserst wertvoll. TC Jemen | 


Mathematische Maschinen und Instrumente. Von F. A. WILL 
(Akademie-Verlag, Berlin 1951). 318 S., 258 Abb.; DM 34.-. 

Das Buch gibt eine Einführung in das Gebiet der heute verwendeten Rec 
hilfsmittel, wobei neben den klassischen Geräten auch moderne elektrische 
elektronische Vorrichtungen beriicksichtigt sind. Nach einem kurzen Absch 
über Rechenschieber folgt ein Kapitel über Handrechenmaschinen, in welch#¥ 
die verschiedenen Systeme sowie zahlreiche Ausführungsformen beschrie 
sind. Das folgende Kapitel über programmgesteuerte Rechengeräte gibt 
Übersicht über mehrere im Betrieb befindliche Rechenautomaten, eine Besch 
bung der heute tiblichen Speicherverfahren sowie Hinweise auf die Rechenp 
fertigung. Ein Kapitel ist den Vorrichtungen zum Zeichnen und Messen 
Kurven gewidmet, ein weiteres den Planimetern, deren viele verschiedene 
führungsformen erlautert sind. Das nächste Kapitel beschreibt harmoni 
Analysatoren, das folgende Integraphen und Integratoren; schliesslich folgt dif 
Erlauterung der Differentialgleichungsmaschinen (Integrieranlagen), wobei 
Einzelteile beschrieben und Schaltungsbeispiele gegeben sind. 

Durchweg stellt man eine überaus sorgfältige Ausarbeitung des Stoffes fdßA 
die vielen Photographien und Zeichnungen tragen zur Anschaulichkeit bei. 
Werk wird vervollständigt durch ein Literaturverzeichnis mit gegen 900 Titeln 
durch ein alphabetisches Sachregister. Es kann als Lehrbuch in Studium 4 
Praxis wie auch als Nachschlagewerk bestens empfohlen werden. A. P. Spe 


Review of Electronic Digital Computers (American Institute of Electr 
Engineers, New York 1952). 114 pp., 103 Figs.; $3.50. 

Diese Schrift gibt die 19 Vorträge wieder, welche an der « Joint AIEE-IR 
Conference» in Philadelphia im Dezember 1951 gehalten wurden und welche sf 
mit den konstruktiven und betrieblichen Gesichtspunkten programmgesteue1 F 
Rechenmaschinen befassten. Insgesamt sind 11 Rechenmaschinen beschrieb 
und zwar ausschliesslich solche, die sich in praktischem Betrieb bereits bewä I 
haben. Die Beschreibungen selbst sind summarisch gehalten. Dafür sind ausfülll 
liche Daten in bezug auf Betriebssicherheit, Fehlerquellen und deren Behebif 
gegeben; dadurch unterscheidet sich die Schrift wohltuend von den meisten and 
Publikationen ihrer Art und stellt für den Praktiker eine der nützlichsten € 
schlägigen Neuerscheinungen dieses Jahres dar. A. P. Sper 


{ 


LIV, 1953 233 


Methodik der Berechnung von Regulierungen 


Servotechnik 


Von HEINRICH E. WEBER, ETH., Zürich 


Me u aa 


INHALT 

BETTE OMe ny Ge cee ey RS EEE RE 233 
seebecriffe. . . . BEER 15: jc. 1h. LL CS ee RO 234 
; D hote ur sbi Uke wees 237 
| Massnahmen zur V erbesserung der Uiberraruncstunkion À Me 244 
‘I. Frequenzgang des geschlossenen SYSTEMS Uy u ie 3 Ce. 247 
. Einschwingvorgang des geschlossenen Kreises . . . . . . . . . . 249 
PeSCrUCcKSichtiieime der storungem = 9.) 2 3) 4 =e 6s a 6) eo 250 
\ Zusammengesetzte Recetas Stcmey. fear HART AE 251 
stimmung der De, eines Bear wires 254 

. Einfluss einer endlichen Laufzeit im offenen Kreis ........ 256 


1. Einleitung 


Die Regulierung ist ein Produkt des technischen Zeitalters. Sie wurde aber 
st entwickelt, als es notwendig wurde, den Menschen für die Überwachung 
nes maschinellen Vorganges zu ersetzen. So entstand zuerst die Tourenzahl- 
'gulierung der Kolbendampfmaschine mittels des Fliehkraftpendels in der 
‚sten Hälfte des 18. Jahrhunderts. Die Starkstromtechnik bedurfte weiterer 
Ibsttatiger Überwachungseinrichtungen, wie Spannungsregler, Leistungsreg- 
r und andere mehr. In der Folge wurden immer mehr Vorgänge vollautoma- 
siert, zum Beispiel Glühbehandlung nach einem vorgegebenen Programm im 
abrikationsprozess, selbsttätige Kurshaltung eines Schiffes oder Flugzeuges 
\utopilot), automatische Dämpfungsregulierung eines Übertragungssystems. 
bas sind nur drei von vielen Beispielen. In jedem Gebiet waren Spezialisten mit 
er Berechnung und Entwicklung der besondern Regulierungsprobleme be- 
khäftigt. Stabilitätsfragen mussten im Zusammenhang mit der Differential- 
leichung des vollständigen Systems diskutiert werden. Dies erforderte die 
<enntnis der Lösungen der charakteristischen Gleichung. Von STODOLA, der 
as Regulierungsproblem bei der in Entwicklung begriffenen Dampfturbine 
L sheitete, angeregt, gelang es Hurwitz Kriterien aufzustellen, mit denen 

tschieden werden konnte, ob eine charakteristische Gleichung nur Losungen 
uit negativen Realteilen enthalte oder nicht. Im ersten Fall ist das System 
tabil. Die Berechnung der Lésungen ist aber schon bei einfachen Systemen 
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langwierig und undurchsichtig. Erst mit der Abstraktion, dass jeder zeitlif 
Vorgang durch eine Superposition unendlich vieler und unendlich kleiner ex} 
nentiell zu- oder abnehmender Sinusschwingungen dargestellt werden ka 
gelang eine Algebraisierung der Berechnung von solchen Problemen. Die Fef 
meldetechnik war schon von Anfang an genötigt, mit Frequenzspektren | 
rechnen. Es ist deshalb gut zu verstehen, warum die bedeutendsten Beitr 
gerade von dieser Seite kamen (HEAVISIDE, CARSON, K. W. WAGNER, CA] 
BELL, Nyquist, BODE, KÜPFMÜLLER). Dank der heute vorhandenen allgenf 
nen Methodik sollte es jedem Ingenieur möglich sein, seine speziellen Regul! 
probleme lösen zu können. 


2. Begriffe 


Unter einer Regulierung (in Deutschland Regelung) versteht man eine Ef} 
richtung, welche selbsttätig dafür sorgt, dass eine gewünschte Grösse (Splh 
nung, Temperatur, Druck, Drehzahl, Winkel, Drehmoment, Menge usf.) fd | 
laufend mit einem Sollwert verglichen wird und bei einer Störung einen solch" 
Vorgang auslöst, dass die Abweichung in vorgeschriebene Grenzen zurüc x | 
führt wird. Aus dieser Definition ergibt sich das allgemeine Prinzipschema ail 
Regulierung (Figur 1). 

Meist handelt es sich darum, dass die Regulierung in einem bestimmiß) 
Bereich der regulierten Grösse wirksam sein soll. Der Zusammenhang zwischi 


| 
Vergleichs - = — 
mittel 


Sollwert Istwert 


Sollwert - 
Umformer 


Regler - Reguliertes 
element System 


Regulierte N 
Grösse 


Messwertumformer 


Fipenl 


Allgemeines Schema einer Regulierung. 
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2 Regulierung mathematisch behandeln zu können, werden nur kleine Stö- 
ngen betrachtet. Selbstverständlich ist die Betrachtung über den ganzen 
.Rgulierbereich auszudehnen. Der Reguliervorgang selbst ist ein zeitlicher Ab- 
af, der bei linearen Systemen aus der Frequenzcharakteristik und der gege- 
{men Störfunktion berechnet werden kann. Sind verschiedene Störfunktionen 
ingänge) vorhanden, so addieren sich die Wirkungen auf den Istwert. Für 
len Eingang (Sollwert, Störung) lässt sich das Schema der Figur 1 auf das- 
nige der Figur 2 reduzieren, wobei die komplexen Übertragungsfunktionen 


Istwert 
ert 


Fig. 2 Fig. 3 


| Vereinfachtes Schema einer Regulierung. Einfachste Form einer Regulierung. 


R Vergleichswert (Reference Input); E Fehler (Error); C Messwert (Controlled Variable). 


|, und G, verschieden ausfallen, je nachdem der eine oder andere Eingang 
trachtet wird. Das Produkt H, G, wird aber in allen Fallen die gleiche Funk- 
»n ergeben. Betrachtet man den Messwert C als Ausgangsgrösse, so entsteht 
hliesslich das Schema der Figur 3, wobei G = À, G,. Damit aber die regulierte 
rösse den gewünschten Verlauf nimmt, muss der Messwertumformer genau 
portional sein, wobei das Auftreten bestimmter Zeitkonstanten im allgemei- 
n nicht vermieden werden kann. 

Die drei Grössen R, E und C sind die Zeiger von sinusoidalen Zeitfunktionen 
it der Frequenz w. G ist die komplexe Übertragungscharakteristik des auf- 
schnittenen Kreises: 


C(p) = El) Gib), (fir p=jo) (1) 
E(p) = Rip) — Clb) (2) 
CH = ey RO) = MO) RO), (3) 
MG) = ÈS (0 


"ist die komplexe Ubertragungsfunktion des geschlossenen Kreises. Sie kann 
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aber auch als Frequenzspektrum einer zeitlichen Funktion m(f) aufgefasst w 
den, die sich dann ergäbe, wenn als Zeitfunktion des Sollwertes die Impulsfur 
tion d(¢) gewählt würde. Bei einer beliebigen, vorgegebenen Zeitfunktion 4 
Sollwertes r(t) kann der zeitliche Ablauf des Messwertes c(f) und damit verknüj 


der Istwert der regulierten Grösse berechnet werden aus dem Faltungsintegr#] 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


m(t) darf nur abklingende exponentielle Glieder aufweisen (Stabilitatsbe 

gung). 

Beim Entwurf einer Regulierung sind folgende Punkte zu beachten [1]?) 

a) Vollständige Darstellung der gewünschten Bedingungen, wie Regulierun ff 
bereich, maximal zulässige Abweichung des Istwertes vom Sollwert bei ali 
möglichen Störwerten, zeitlicher Ablauf des Regulierungsvorganges | F 
plötzlicher Änderung des Sollwertes und von Störwerten. 

b) Die Bedingungen unter a) müssen in einer Frequenzcharakteristik M 
geschlossenen Kreises ausgedrückt werden. 

c) Aus b) soll eine approximative Frequenzcharakteristik G des aufgeschnitjff 
nen Kreises abgeleitet werden können. i 

d) Bestimmung der statischen und komplexen Ubertragungscharakteristi 
der einzelnen im Regulierkreis vorkommenden Organe, wie Motoren, 
stärker, Ventile, Messfühler usf., die bereits vorhanden sind. 

e) Auswahl der geeigneten, zusätzlich notwendigen Elemente, wie Verstärkif 
stabilisierende Netzwerke, Einführung weiterer Gegenkopplungen us} i 
damit die unter c) berechnete Frequenzcharakteristik G zustande kom 

f) Vereinfachen mit dem Ziel einer ökonomischen Lösung des Problems. 

g) Experimentelle Prüfung, insbesondere des zeitlichen Ablaufs der Regullf! 
rung bei plötzlichen Änderungen der verschiedenen Einflussgrössen. 
Aus der modernen Anwendung der Regulierung hat sich eine gewisse T 

sierung herausgeschält. 

Typ 0: Eine konstante Abweichung E hat einen konstanten Istwert der reg | 

lierten Grösse zur Folge. 

Typ 1: Eine konstante Abweichung E hat einen konstanten Wert der erst I 

zeitlichen Ableitung des Istwertes der regulierten Grösse zur Folge. i 

Typ 2: Eine konstante Abweichung E hat einen konstanten Wert der zwei | 

zeitlichen Ableitung des Istwertes der regulierten Grösse zur Folge. | 


1) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite 259. Il 
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} Da der Messwert proportional zum Istwert sein muss, kann diese Typisie- 
‘ng auch formelmässig zum Ausdruck gebracht werden: 


Pe cee ae tale 


Typ 0, EOER IK = Konstante), 


Iypi: C$)= - 
oe / K 
Typ 2: G(p) = pee 


jas statische Verhalten (p = 0) der Regulierung 


ER DEREN 
ö 116 © EG 


it infolgedessen bei Typ 0 charakterisiert durch eine dauernde Abweichung des 
stwertes vom Sollwert, die um so kleiner wird, je grösser die Verstärkung K 
t. Dagegen wird bei den übrigen Typen M = 1, da 1/G gegen Null strebt. Die 
bweichung wird dann ebenfalls Null. Für Positionsservosysteme werden des- 
{alb nur die Typen 1 und 2 verwendet. 

| Ferner wird zwischen kontinuierlicher und diskontinuierlicher Regulierung 
interschieden. Die letztere kann in vielen Fällen durch Mittelwertbildung auf 
lie erste zurückgeführt werden (zum Beispiel Tourenzahlregulierung an Klein- 
hotoren durch Fliehkraftunterbrecher). Besondere Vorsicht ist bei der experi- 
henteilen Ausmessung geboten. Um mit der Theorie vergleichbare Resultate 
ı erhalten, dürfen im allgemeinen nur kleine plötzliche Änderungen des Soll- 
yertes vorgenommen werden. Ähnlich verhält es sich mit plötzlichen Änderungen 
er Störwerte, da im geschlossenen Kreis an einzelnen Organen Sättigungs- 
Irscheinungen infolge von Übersteuerungen eintreten können. In der folgenden 
1ethodischen Betrachtung werden solche Sättigungserscheinungen nicht be- 
ücksichtigt. 


3. Stabilitätsbetrachtung 


| Ausgehend von der Frequenzcharakteristik M(p) des geschlossenen Regu- 
'erkreises bei genügend kleinen Änderungen der verschiedenen Grössen ist das 
<riterium für Stabilität leicht anzugeben. Für jeden Pol von M muss Re (p)<0 
ein. NYQUIST[2] hat daraus ein allgemeines Kriterium für die Frequenzcharak- 
eristik G(p) des aufgeschnittenen Kreises abgeleitet, damit der geschlossene 
{reis stabil sei. Es lautet folgendermassen: 

Hat die Funktion G(p) n Pole in der rechten Halbebene von p, so muss die 
\bbildung der (jw)-Achse in der G-Ebene den Punkt —1 +70 n-mal im 


| 
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Gegenuhrzeigersinn umschlingen, wenn alle Frequenzen von —@ bis +@ du | 
laufen werden, damit das System, charakterisiert durch M = G/(1 + G), staff 
ist. Da für alle physikalisch realisierbaren Übertragungsfunktionen gilt: | 


Re G(—j w) = ReG(+j@) und ImG(—j @) = Im G(+7 w), 


so liegen die Polstellen symmetrisch zur reellen p-Achse. Es geniigt die Ab] 
dung der positiven (j w)-Achse in der G-Ebene. Der Polstrahl vom Put 
—1-+j0 zu dieser Ortskurve muss von w= 0 bis © — + den Win 
+ (n/2) 2m = + nn überstreichen, damit das geschlossene System M stabil | | 


UE 
6-£be 
w / w-0 
W= = 
G) 
Fig. 4 
Beispiel einer stabilen Regulierung, deren offener Kreis unstabil ist. 
TE PK G 
G(p) easy Me 


pra (he Seep eae IS 


Pi Zip Pi’ 


fiir £ > 0 offener Kreis instabil, für À — 2§> 0 geschlossener Kreis stabil 


Es kann also vorkommen, dass der aufgeschnittene Kreis instabil, der 
schlossene Kreis dagegen stabil ist. Ein Beispiel dafür ist eine Anordnung nal 
Figur 4. Für Regulierungen kommen praktisch nur stabile offene Kreise |} 
Frage, so dass das Stabilitätskriterium wesentlich einfacher gefasst werd 
kann. Weist G(p) keine Pole mit positivem Realteil von p auf, so genügt die HR 
dingung, dass die Abbildung der (7 w)-Achse auf die G-Ebene den Punil 
—1 + 70 nicht umschlingen darf, damit der geschlossene Kreis stabil sei, où 
noch präziser, dass der Polstrahl vom Punkt —1 +70 nach der Ortskunri| 
beim Durchlaufen von —co<@<+oo eine totale Drehung von 0° erfalift 
(siehe Figur 5). | 

Die Abbildung der (j w)-Achse in die G-Ebene wird Nyquist-Diagramf 
genannt. Figur 50 zeigt einen Fall, der bei Verringerung der Verstärkung ul] 
stabil wird. Auch dies ist bei Regulierungen möglichst zu vermeiden. 1 

Das Stabilitätskriterium vereinfacht sich dadurch auf folgende Forderunf 

Der geschlossene Kreis ist stabil, wenn die Frequenzcharakteristik Gi“ | 
des aufgeschnittenen Kreises bei allen Absolutwerten von G>1 eine kleinell 
Phasendrehung als + 180° aufweist. | 
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a Gegengekoppelter Wechselstromverstärker, stabil; 
b stabile (bedingte) Regulierung, Typ 0; 


c stabile Regulierung, Typ 1. 


Fig.5 


Verschiedene Formen des Nyquist-Diagramms. 


Der Zusammenhang zwischen dem Verlauf des Absolutwertes und der 
hase von G(j w) für realisierbare Frequenzgänge lieferte neuartige Berech- 
ungsmethoden, welche das Stabilitätsproblem auf einfache Weise zu über- 
icken gestattet. BODES grundlegende Arbeiten [3], [4] zeigten dazu den Weg. 
| Die komplexe Übertragungsfunktion G kann durch ein komplexes Über- 
tagungsmass dargestellt werden, das ebenfalls von der Frequenz abhängig ist. 
bas vereinfachte Stabilitätskriterium im komplexen Ubertragungsmass ausge- 
rückt, lautet dann 


A=In|G| 20, —180°< B< + 180° | 
| (8) 


A<0, B keine Beschränkung. 


| Es hat sich als zweckmässig erwiesen, die Winkeldifferenz von B gegen 
{- 180° als Phasenspielraum y einzuführen. 
Stabilität ist dann vorhanden, wenn gilt: 


Az 0,2902 107 oy beliebig; (9) 


| 


ı Figur 5a und 5c erfüllt, in Figur 5b nicht erfüllt. 
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BoDE untersuchte die Bedingungen, unter welchen sich eine eindeutige if‘ 
ordnung zwischen den reellen Funktionen A(w) und B(w) ergibt. A heisst 
Verstärkungsfunktion und B die Phasenfunktion. Bei gegebener Verstärkun! 
funktion À kann die Phase B unter folgenden Voraussetzungen berecha 
werden: 
a) F(j w) = A(w) + 7 B(w). F(p) darf in der rechten p-Halbebene keine 
enthalten. | 
b) Auf der (jw)-Achse dürfen nur solche Singularitäten vorkommen, df 
lim (p — po) F(p) zu Null wird. 


bob 
c) F(p) soll im Unendlichen analytisch sein, das heisst 
fie a0 || 
poo 


d) Die Funktion F(f) soll im Nullpunkt und im Unendlichen durch folge 
asymptotische Reihen darstellbar sein: 


; Boy Ai, 15 


pro F=A,, es 


[0) ow? 


p> 0 B= Ag 1 oO Pi Amer Pa | 
| 
Diesen Bedingungen entspricht beinahe jede Ubertragungsfunktion, ins 
sondere auch der Logarithmus davon, welche physikalisch realisierbaren 
menten zugeordnet sind. Gleichbedeutend mit den obigen Bedingungen ist {Î 
Forderung, dass sich das dynamische Verhalten des offenen Kreises in ei 
linearen Differentialgleichung endlichen Grades mit konstanten Koeffizieniff 
ausdrücken lässt. Elemente, deren Verhalten mit partiellen Differentialg | 
chungen beschrieben werden können, entsprechen nicht den genannten Vora | 
setzungen. Man kann ihr Verhalten näherungsweise berücksichtigen, wenn|f) 
möglich ist, die partielle Differentialgleichung in eine gewöhnliche zu verwäle 
deln. Physikalisch heisst das, Konzentrieren von homogen verteilten Eig) 
schaften. 
Es gilt, wenn obige Voraussetzungen erfüllt sind, 


Bo) 2 [ [A(o) — Aq] ©, do 


T 02 — we i | 


Bei Einführung einer logarithmischen Frequenzskala u = In (w/«,) kann did H 
Beziehung umgeformt werden auf 


+00 


1 [dA 1 
B(w;) ee n (ctgh #1) a u CH 
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Mer 


+00 


if B(o,) = : ee 1 =i ES (= ji In (ctgn #1) du. (12) 


=o 


ya die Funktion In (ctgh|w|/2) symmetrisch zu «= 0 mit wachsendem u 
ısch klein wird, liefert das erste Glied den Hauptbeitrag zur Grösse der Phase B 
jei der Frequenz w,. Genügt die Ubertragungsfunktion G(p) den vorstehenden 
edingungen, so ist sie eine rationale Funktion von der Form wie zum Beispiel 


G(p) = K (1+) 7) (1 + 2 T;,) 


P(l+ pT, (+p 7.) (l+ p?T? + 20T P) ' 


ie Verstärkungsfunktion 


(=f <1 a3) 


Ho) =InkK+In|jl+jo7%,|+mn|1+joT%|—-In|jo| | a 
14 
=Injl+jo%|—mnjl+jo%|—m|i-w? P42; TC). | 
Hie Phase 

B(w) = arctgw T, + arctgo T, — = | 

| (15) 
2) 
— arctgo T, — arctgw T, — arctg>—— 57e: | 


Vird der FrequenzmaBstab logarithmisch gewahlt und sowohl A(w) wie B(w) 
ufgezeichnet, so erkennt man sogleich die Bedeutung des ersten Gliedes von 
formel (12). Die Glieder A, = In|1+ 7m T,| sehen alle gleich aus (Figur 6): 


001 01 ] 10 100 


Fig. 6 
Verstärkungs- und Phasenmass der Ubertragungsfunktion 1 + jw T. 


F(j w) = A(w) + 7 B(w) =In (1+ j oT,) 


AMP IV/16 
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| N | il | DD 


A, 0 ny In  T, 
dA, 1 

0 = 1 
du 2 


A und u müssen im gleichen logarithmischen Mass ausgedrückt sein, zulf 
Beispiel 


A = + In (1 + w? T2) in Neper (N) 
oder 
À = 10 Jog (1 + 2 T?) in Dezibel (db) , 
dann 
ee 
O9 
oder 


œo 


= [42] 
n = 20 “log —, 
Wo Wo 


=:10'(1 Dekade), #=20. 


Die Asymptote von A hat demnach die Steilheit von 20 db pro Freque 
dekade, und die dazugehörige Phase ist 90° für die Faktoren der einfach 
Form (1 + # 7;). 

In erster Annäherung kann mit den Streckenzügen die Verstärkungsf 
tion aufgezeichnet werden. 

Die Beitrage 


[en 


Injl—@?T?+72¢Tq| und zu 
können der Figur 7 entnommen werden. 

In Figur 8 wird eine Ubertragungsfunktion G(p) durch die Verstärkun 
funktion A und die Phasenfunktion B vollständig dargestellt. 

Bei der kritischen Frequenz wird A = 0 oder B= + 180°. Bei A=0 m 
B weniger als 180° betragen oder bei B = + 180° muss A negativ sein. Damit 
im Beispiel (Figur 8) der geschlossene Kreis stabil bleibt, darf die Erhöhuil 
der Verstärkung nur wenige Dezibel betragen. Der Einfluss der Verstärkun 
änderung ist aus dem Diagramm À (w) durch Verschieben der Nulline ersichtlic# 

Aus der Bodeschen Beziehung [Formel (12)] lässt sich die Stabilitätsbedia 
gung grob auch so ausdrücken, dass im Bereich A>0 dA/du<2, das heis#} 
die Steilheit der Verstärkung kleiner als 40 db pro Frequenzdekade sein sol 

Die beschriebene Darstellungsart bietet gegenüber der herkömmlichen Alf 
des Nyquist-Diagramms wesentliche Vorteile, besonders wenn es sich n 
darum handelt, die Stabilität oder das dynamische Verhalten einer Keule | 
mit zusätzlichen Mitteln zu verbessern. 
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oT, 


if 10 


Fig. 7 


Verstärkungs- und Phasenmass der Ubertragungsfunktion 1 — (m HERO IR (Ge 


Fj wo) = In (1 — (@ T,)*? + 7-2 oT, €] 
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Fig. 8 


Verstarkungs- und Phasenmass der Ubertragungsfunktion G. 


4. Massnahmen zur Verbesserung der Ubertragungsfunktion 


Durch vorhandene, in der Regulierung zu verwendende Organe ist die Ub 
tragungsfunktion des offenen Kreises schon weitgehend bestimmt. In vie 
Fällen könnte ohne zusätzliche Massnahmen die Stabilität nicht gewährleisi 
oder manchen Bedingungen des Pflichtenheftes nicht entsprochen werden. IJ 
folgenden Methoden, einzeln oder in Kombination angewandt, erlauben e 
scheidende Verbesserungen. 


a) Korrektur durch Zuschaltung von Gliedern H zur Kette G, (Figur 9) 


Die gesamte Ubertragungsfunktion G des offenen Kreises ist das Produ 
G, H. In den Figuren 10 bis 12 sind verschiedene Möglichkeiten zusammaäf 
gestellt, wie eine gegebene Funktion G,, welche allein eine unstabile a | 
ergäbe, so verbessert werden kann, dass der geschlossene Kreis stabil wird. 
Am günstigsten wirken Glieder mit kombinierter Vor- und Nacheilung, aff 
auch keine weitern Verstärker nötig machen. 


Bigg 


Stabilitatsverbesserung durch Kettenschaltung von Korrekturgliedern zum G-Kreis. 


ol. 
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A ! dB 
80 
100 
G, ae x N 5 ’ H = 2 > 2 i 
(de AMO Fon) (LSS yoy HS OO 72) 
pees en = 
: LP ay ie (Ree Rs) 
Fig. 10 


Wirkung eines Korrekturgliedes mit Phasennacheilung. 


eG he 


Fig. 11 


Wirkung eines Korrekturgliedes mit Phasenvoreilung. 
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1 
U 
C, T=RC, TD=RC, 12 = 
Fig.12 


Wirkung eines Korrekturgliedes mit kombinierter Phasennach- und -voreilung. 


b) Beeinflussung der Zeitkonstanten bei vorhandenen Elementen durch Einführıt 
von Teilgegenkopplungen 


Ein Element habe die Übertragungsfunktion 


2 IG, 
ir 
Diesem Element wird eine Gegenkopplung mit dem konstanten Faktor Hy, À : 
gefügt. | 
Die neue Übertragungsfunktion G; des Elementes lautet dann 
ES Ee bre Gi mt K 
: 1+ pTy 1+ H,G, 1+77,+ HK 
ae 1 (Ch 
ART 0 1. 
oh Ale 
(2 a an 12 5 TS, 
Fi Oy See a Pa meen ene 


Ist H, K, > 0, so wird Tj < T, und Ki < K,. | 
Die Verkleinerung des Faktors X, muss unter Umständen in einem andefl 
Element kompensiert werden können, damit die Regulierung dem Pflichtenhd 
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itspricht. Die Verkleinerung einer der grossen Zeitkonstanten im Nenner der 
Isamten Ubertragungsfunktion des offenen Kreises erlaubt das Verschieben 
nes Gefällsbruches des Streckenzuges nach höhern Frequenzen und damit die 
jerkleinerung der Phase B bei der kritischen Frequenz. Diese selbst nimmt 
yenfalls zu. Unter Umständen wird mit dieser Massnahme bereits eine stabile 
egulierung erreicht. 


c) Korrektur durch eine zusätzliche Gegenkopplung über das ganze System 


In Figur 3 bedeute die Übertragungsfunktion G selbst ein geschlossenes 
stem entsprechend der Figur 2 (siehe Figur 13). Sie ist dann zugleich die 
‚bertragungsfunktion des offenen Kreises des vollständigen Systems. Dann ist 


G, 1 1 


Vie i Te ae (12) 
| | - 1 1 
|H,G,|S>1, das heisst | Gs | > aT und GERS 
|H,G,|<1, das heisst ee; und GAG. 
1 


ie Ubertragungsfunktion H, G, soll ihrerseits die Stabilitatsbedingungen für 
n geschlossenen Kreis G erfiillen. In Figur 14 ist ein Beispiel einer solchen 
abilisierung dargestellt. In der Praxis wird von dieser Art viel Gebrauch 
macht. 


& 6 (p) 


Fig. 13 


Stabilitätsverbesserung durch zusätzliche Gegenkopplung. 


5. Frequenzgang des geschlossenen Systems 


Nach Bestimmung einer Funktion G(p), welche unsern Stabilitätsbedingun- 
n für den geschlossenen Kreis entspricht, lässt sich nach Ausdruck (4) M(ß) 
rechnen. G(p) ist eine rationale Funktion 
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3,16 p? | 
= ; ; he Figur 9. 
A (1 Ar 316 p) (ae Se 0,1 p) , G, sıene ıgur 
2. AT: Tepe 
Lo? (i Badge i 
Kh Cat pe 


(1+ % Dp) (1+ tp) 
T= FR, Cy Berl T= kal 


Fig. 14 


Wirkung der zusätzlichen Gegenkopplung. 


wobei P,(p) und Q,,(p) Polynome vom Grade n und m in p bedeuten. # | 


P,() 
MEO) eo Al 


P,(p) und Q,,(p) liegen meist als Produktsummen vor in der Form 


Pb) = KT + 1) (6 L+1)--- 67,42) 


und 


Qm(P) = (pt + 1) (P Te + 1) = Dim 1) , 
wobei Paare von konjugiert komplexen Zeitkonstanten vor allem im Polyri 


des Nenners auftreten können. Will man den Frequenzgang des geschlosse: 
Systems genau berechnen, so muss man die Lösungen des neuen Polynoms 1 
m-ten Grad P,(p) + Q,() = 0 bestimmen, was unter Umständen eine gre 
Rechenarbeit erfordert. Sofern | G(j w) | >1, on ist M(j w) = 1, das hei 
Gefällsbrüche des Streckenzuges A = In |G(j m)|, welche in diesem Gel 
liegen, haben auf den geschlossenen Kreis einen sehr kleinen Einfluss, der 
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‚gemeinen vernachlässigt werden kann. Zeitkonstanten T des Polynoms P, 
ein diesem Gebiete liegen, müssen Zeitkonstanten t’ des Polynoms P + Q = 0 
ltsprechen (r’& T). Im Gebiet, wo |G(jw)|<1, ist M(j w) & G(j w), das 
"isst, diejenigen Faktoren von G, deren Zeitkonstanten in diesem Gebiete 
gen, treten auch in der Funktion M des geschlossenen Systems auf. Damit 
bnnen in beiden Fällen einige der Lösungen des Polynoms P + Q = 0 ange- 
ihert angegeben werden, worauf mit bekannten Verfahren die genauen Lö- 
ngen eruiert und dann das Polynom im Grade stark reduziert werden kann. 
he restlichen und wichtigsten Lösungen lassen sich nun leicht gewinnen. Wich- 
3 sind sie deshalb, weil sie den Frequenzgang des geschlossenen Systems in 
x Umgebung der kritischen Frequenz bestimmen (A & 0 und y & 0). Auf 
taphischem Wege bedient man sich der Nichols Charts[5], aus welcher sich 
i gegebener Verstärkungsfunktion A(w) = In |G(jw)| und des zugehörigen 
jaasenspielraumes y die Werte für In | M(j.@) | und der Winkel von M(j a) 
pstimmen lassen. 


| 6. Einschwingvorgang des geschlossenen Kreises 
| Aus dem Frequenzgang M(f) lässt sich der Einschwingvorgang bei einer 


(lötzlichen Änderung des Sollwertes R durch Anwendung der inversen Laplace- 


ransformation berechnen. 


= Ry-1), RO) ==, (20) 

Cp) = Rp) MI) ; c(t) = LR) M()], (21) 
_ R, M(p) Ry P,(P) 

Ce) A (AO Ce 


Aus Q + P=S und der Lösungen #, = —1/t, für S(p) = 0 findet man 
it der Partialbruchzerlegung und Rücktransformation 


(23) 


’ 


R, P(0 SENDEN, 
(t) = a. > : Be ar, 
CA 


forausgesetzt, dass das System zur Zeit t = 0 in Ruhe ist. Die wichtigsten Bei- 
Le. zum Einschwingvorgang liefern die Lösungen p, nahe an der kritischen 
jrequenz. Es sind dies aperiodische und unter Umständen periodisch exponen- 
lell abklingende Funktionen. Sofern der Frequenzgang M(j w) eine Überhö- 
ung in der Nähe der kritischen Frequenz aufweist, so hat der Einschwingvor- 
lang sicher periodischen Charakter, und die regulierte Grösse zeigt deshalb ein 
Jberschwingen. Sehr oft werden in dieser Hinsicht Anforderungen gestellt in 


Tl 
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Verbindung mit kurzer Einstellzeit und Genauigkeit, welche sich mit den ge 
benen Elementen nicht erfiillen lassen. Da sich der Frequenzgang eines offer 
Kreises relativ leicht überblicken lässt, sollten die Forderungen an den E 
schwingvorgang eines geschlossenen Systems direkt in Forderungen an ¢ 
Frequenzgang des offenen Kreises übersetzt werden können. CHESTNUT ul] 
MAYER haben dies im letzten Kapitel ihres Buches [1] mit Erfolg durchgefüh 
Allerdings ist das Verfahren nicht sehr genau, da es sich nur einer graphisch | 
Darstellung vieler berechneter Zuordnungen bedient. Für den Berechner ei} 
Reguliersystems ist es aber schon sehr wertvoll, einen angenäherten Freque! | 
gang des offenen Kreises als vorläufiges Ziel angeben zu können, wozu | | 
genannten Kurvenkarten eine wertvolle Hilfe bedeuten. | 


| 


| 


7. Berücksichtigung der Störungen 


Der Einfluss der Störungen auf die regulierte Grösse (Istwert) soll möglic 
klein sein. Die Rechnung folgt dem bisher gezeigten Gang, wobei jedoch dieje 
gen Teile, die im Gegenkopplungsweg A, des geschlossenen Kreises leg} 
meist das Messwerk, den Verstärker und einen Teil des regulierten Systems 
fassen (S = Störungsgrösse, C = regulierte Grösse) 


G,(b) 
CP)=->0 Trap) HABT“ 


Ist keine Regulierung, also auch kein geschlossener Kreis vorhanden, so wi 
C(p) = S(b) Gif?) . C4 


Bei geschlossenem Kreis und unterhalb der kritischen Frequenz ist |G, H| 
Insbesondere bei p > 0, das heisst bei einer plötzlichen Änderung der S 
grösse nach Abklingen des Einschwingvorganges, wird der Faktor 


1 


1+ G,(0) H,(0) “ 5 


Beim Typ 0 bleibt eine Verschiebung der regulierten Grösse bestehen, 
den Typen 1 und 2 gibt es keine dauernde Veränderung von C, weil G, H, 
p > 0 gegen Unendlich strebt. 

(24) kann auch geschrieben werden: 


GE Tree A,’ | 


Da sowohl M (siehe Abschnitt 4) als auch H, rationale Funktionen vor 
sind, ist es ohne weiteres möglich, den Frequenzgang anzugeben und den E. 
schwingvorgang bei vorgegebener zeitlicher Störungsfunktion s(f) entwed 
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jarch das analoge Faltungsintegral zu (5) oder via inverse Laplace-Transfor- 

| ie wenn S(p) bekannt ist, zu berechnen. 

Als Störungen treten insbesondere auf: 

Lastschwankungen; zum Beispiel Veränderung des Lastdrehmomentes bei 

? regulierter Tourenzahl. 

Schwankungen von Grössen des Energiereservoirs; zum Beispiel bei elek- 

trischen Antrieben, Netzspannungsschwankungen ; bei thermischen Motoren 

Druckschwankungen usf. 

Veränderung des Verstärkungsgrades eines Teils des geschlossenen Kreises 

| infolge Speisespannungsschwankungen, Alterung usf. 

In den ersten beiden Fällen können es sehr rasch veränderliche Vorgänge 

hin, während es sich im Fall c) meist um zeitlich langsame Abläufe handelt. 
Veränderungen der Übertragungsfaktoren nach c) werden wie folgt be- 

andelt. Nach Figur 2 ist 


rt 


G 


= 1 

| I ae, (25) 
Veränderungen von G, und H, haben zur Folge: 
N 

Se 1 6G, EIG oH, 

a oe Bla G, 1+GH, an) (29) 
lür p > 0 wird 

1 ots 
Cor <1, dagegen Tac wil. 


Da sich der zweite Summand 6H,/H, voll auswirkt, müssen an das Messwerk 
, hohe Anforderungen in bezug auf seine zeitliche Konstanz gestellt werden. 
‚agegen üben blosse Amplitudenänderungen von G, kaum einen Einfluss auf 
ıs statische, aber unter Umständen einen erheblichen auf das dynamische 
erhalten der Regulierung aus. 


8. Zusammengesetzte Reguliersysteme 


Ein Reguliersystem kann aus verschiedenen Teilreguliersystemen zusam- 
tengesetzt sein, wie zum Beispiel in Figur 15a gezeigt wird. Die Berechnung 
“folgt dann sukzessive von innen nach aussen. 


GX the. eee (27) 
| CCE de on (28) 
C = Re = RG, | (29) 
GG. (30) 
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Eine genaue Berechnung ware ausserordentlich umstandlich, deshalb mac 
man zunächst Gebrauch von den gebrochenen Streckenzügen in der Bodesch 
Darstellung und der vereinfachten Bestimmung des Frequenzganges der 4 
schlossenen Teilsysteme nach Abschnitt 4. Das Verhalten der beiden Sch) 
tungen von Figur 15a und b ist nach aussen identisch, da eine Vertauschung cf 


Fig. 15 


Schema einer komplizierteren Regulierung. 


Reihenfolge von G; mit G, für die Berechnung keine Rolle spielt. GY ist bere | 
ein Servosystem mit stark verbesserten Eigenschaften. Durch Hinzufiigen | 
Verstärkers G, mit einer angepassten Ubertragungscharakteristik können Eigéf 
schaften verwirklicht werden, die ohne eine solche Schaltung nicht möglid 
wären. Die Approximation in der Berechnung kann dadurch verbessert werdell 
dass zum Beispiel Überhöhungen in der Nähe der kritischen Frequenz von 
und Gj durch quadratische Formen 


IE 


im Nenner berücksichtigt werden. Eine Kontrolle für einige Frequenzwerte 
die kritische Frequenz muss unter Verwendung der Nichols-Diagramme dure 
geführt werden. Zur Bestimmung der Einschwingvorgänge genügt meist ¢ 
angenäherter Ausdruck für das gesamte System. 
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Fig. 16 


Abschätzung der Wirkungsweise der Regulierung von Figur 15. 


LS Gy 

1 7 1000 ne 
— Gi (1 + 100 p) (1 + p)? Aer 
D GC: 1 _ (1+ 3,16 p) (1+ 0,1) er 2 oe 
m ,„_& H 3,16 p? Eee 
mo GG & = 10(1+ 1009) 
2 2 Gull, = (1 + 1000 p) 
ee — 0 — G! 


1 
. Approximation Gj; = AB) IH 0,316 p? 


. Approximation 


| Approximation G/ = AE TPE TIP) +e PL Tips 
0 
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9. Bestimmung der Übertragungsfunktion eines Elementes 


Beispiel. Tourenzahlregulierung eines Gleichstromnebenschlussmotors x 
Hilfe des Felderregerstromes (Figur 17a). Als Störungsfunktionen treten af 
a) das Lastdrehmoment M,; b) die Batteriespannung am Anker U). 


U, M, 


Fig. 17 
Ersatzschema eines Nebenschluss-Gleichstrommotors. 


Statische Verhältnisse: 
Fluss der Erregerwicklung: 


® = K, I, (Ankerrückwirkung vernachlässigt), 
Motordrehmoment M, (= Lastdrehmoment M,): 
M=M=-R10; 
Klemmenspannung am Anker: 


Web Kh Ky Dre 


daraus die Tourenzahl 


ke U,—I,R Us _ MR 
Kk, ® KR, Te yas 


| 

Die Konstanten Ky, K, und K, sind von J,, L,, n und M, abhängig und kël 
nen nur bereichweise als konstant angenommen werden. Die Tourenzahl | 
eine nichtlineare Funktion der Eingangsgrösse /,. Auch hier ist nur eine L 
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hränkte Variation des Erregerstromes J, zulässig, damit das Problem lineari- 
ert werden kann. 


{bkürzung : 
R 2 
FEN 
U, ee 
n= Kor, K IF Gleichgewichtsbedingung. (31) 


Kleine Störungen aus der Gleichgewichtslage: 


I, De Ti [1 = €;1(t) | J Ta N [1 = e,(t)] 2 | 


Us = Uy [1+ ego(t)], Leit], (32) 
M, = Mall + ep], M = My [1+ eyi()]. | 
leichungen : 
®Ö=Kıl,. (33) 
lektrischer Kreis: 
à PRÉ D LE ES PE D AE (34) 
ewegung der Achse: 
22" ],=M,—M,, (35) 
, totales polares Tragheitsmoment bezogen auf die Motorachse, 
M = ed DAMON LS (36) 
lerden die e(f) als rein sinusoidale Schwingungen der Frequenz w= —7 


»wahlt und bedeuten E;,x, die zugehörigen Zeiger, so ergeben sich unter 
erücksichtigung der Gleichgewichtsbedingungen die Gleichungen 


Us Eye = In Eig (R+PL)+R,K Tom (Ei, + E,) , (34a) 
M Eyi = 27 Js UE, + Moy Eye (35a) 
Mo Ey = Ki Ko Zoo Lio (Ex + Bo): (36a) 


ie Doppelprodukte E,, E, und £,, E;, werden vernachlässigt gegenüber den 
nearen Gliedern. Man erhält als Ausgangsgrösse bzw. deren relativer Wert E,, 
. Funktion der relativen Werte des Erregerstromes E,, und der Störungen Ey 2 
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und Ey». den Ausdruck (37) 


Be Ey K’ (0% +1) — Eye Mao (1 + PT) — Eve K° 


i Kp, Oly TE: , 

/ roe Tig Po . 711 By Ko Lio Um . 
K! = K, Ko Lio Ing = 7: AS = - R ; À 
I, 7 Ze JR | 

ll, 2 LOWE) ere iets dy ED eee 

ee ge 9 # IR ® 2 1° 0 

re RAIN NER 
ii Ky Ka Lio I2o — (Lio 0/1) | | 
In der Figur 17c bedeutet nun: 

I K" | | 
Gy = ir (644+ 1), esa | À 
Me. . 1 | | 
Fai yor ot Er ee | 


Alle diese Ubertragungsfunktionen sind dimensionslos und beziehen sich 3 
auf den Zusammenhang der relativen Änderungen der Eingangsgrösse J,, | | 
Störungsgrössen U, und M, mit derjenigen der Ausgangsgrésse 7. | 

Daneben muss die statische Gleichgewichtsbedingung (31) erfüllt sein. 4 
die Regulierung ein breites Gebiet umfassen, dann ist es erforderlich, die obi 
Funktionen für alle in Frage kommenden Gleichgewichtslagen neu zu besti 
men. Die zusätzlichen Verstärker, Tachometerdynamo usf. müssen dann 
ganzen verlangten Regulierbereich solche Ubertragungsfunktionen ergeb# 
dass der geschlossene Kreis in allen Fällen stabil ist. 


10. Einfluss einer endlichen Laufzeit im offenen Kreis 


Eine endliche Laufzeit t kann in einer Ubertragungsfunktion durch d 
Faktor exp(—p t) berücksichtigt werden. Die bisher beschriebenen Method 
müssen mit Vorsicht angewandt werden, da die im Abschnitt 2 vorausgesetz 
Bedingungen nicht mehr erfüllt sind. KÜPFMÜLLER behandelt in verschiede 
Veröffentlichungen [6] diesen Sonderfall, der sehr oft in der Praxis auftt 
(zum Beispiel Schalldruckregelung in einem freien Schallfeld; Leistungsreg 
lierung von Generatoren auf Grund fernübertragener Messwerte). Im Gegens: 
zu dem in den vorigen Abschnitten Gesagten kann sich eine Störung auf | 
Ausgangsgrösse zunächst voll auswirken. Sie muss dann durch die Regulier4 
sukzessive auf den urspriinglichen Wert zuriickgefiihrt werden, wenn sie sta 
arbeitet. | 

In vielen Fällen aber wird der gemeinsame Faktor im Nenner der Übert! 
gungsfunktion (Ausgangsgrösse dividiert durch Fehlergrösse) für irgendei 
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ingang mindestens eine Zeitkonstante von erheblicher Grösse aufweisen (Träg- 
sit des zu regulierenden Systems). Mit andern Worten, die Ausgangsgrösse 
ann sich nicht sprunghaft ändern. Ist das zu regulierende System trägheitslos, 
» muss der Messkreis eine Zeitkonstante aufweisen, damit eine erhebliche Re- 
alierwirkung (Verminderung der Störeinflüsse) überhaupt möglich ist. An 
stelle der Betrachtung des Frequenzganges wird anschaulicher mit einer ver- 


0 | I t 
| 2 7 
Fig. 18 Fig. 19 
Beispiel einer Sprungübergangsfunktion Regulierung, bei der die Übertragungs- 
eines Systems mit endlicher Laufzeit. funktion A des Leistungsflusses eine 


Funktion der Abweichung ist. 


infachten Sprungübergangsfunktion oder deren zeitlicher Ableitung, der Im- 
lsübergangsfunktion, gearbeitet. Als einfacher Fall für die analytische Be- 
andlung untersucht KÜPFMÜLLER die normierte Sprungübergangsfunktion des 
ffenen Regelkreises 


ee Er a hase (39) 


Yas Reguliersystem sei nach Figur 19 aufgebaut. A sei eine Funktion von 
f= hk — H,C 
b— À S (S Quelle, Energiereservoir) 
dA 
ÔC = 6A Sgt AgdS, 84 = | 


dE à E, on 


‘| 


är À kenstant: 


dA 
bE = —H,0C, 8C =—So Hy (Fr), 8C + 40 9S 
nd daraus 
ee 1 os. 1 (40) 
PER PCA dA S Cada À 
ie = ln. 


AMP IV/17 
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poh 


Cora A a IR: 4 
= a. (= ),. H,=Kp Z[s)] > pe ( | 
CoV aA J 

eas (ae), 0 | 


In Anwendung früherer Prinzipien erkennt man leicht die Grenze der Stabilit} 
fiir 


GEIL, ae er. 
KR V1 + or? und arctg (ot) + Wpt, ER. 


Bei K © 1, was bei einer effektiven Regulierung immer der Fall ist, wird wyt 
und arctgo, Tt & 2/2. Es muss dann sein 


damit die Regulierung stabil ist. 
KÜPFMÜLLER löst das Problem mit Hilfe der Integralgleichung (45) u 
diskutiert die verschiedenen Stabilitätsbereiche. 


I 


hit) = f(t) — K | a — ty A(t) dé ; 


h(t) gesuchte Funktion, 
/(t) Ausgangsfunktion einer gegebenen Störungsfunktion bei aufgeschnittene 

aber in gleichem Zustand sich befindendem Regelkreis [1 (¢ — ¢,) geset 
Mit (31) und einem Ansatz für /(¢) 


hit) = hy + hy e~*' sin (a, t + 9) ( 
ergeben sich zwei Beziehungen: 


t Ont CA : re 
% 4 I Ong : : e halt = si(@ 2 e Poti! (tg oh) . ( 
T tea ty SSG; 


| 


Entsprechend den periodischen Funktionen si(w, 4) und tg(w, ¢,), gibt es vié 
Wertepaare « und wp», von denen aber nur das erste für den Einschwingvorgai 
wichtig ist. Die gleichen Beziehungen können auch leicht gewonnen werden a, 
der Lösung der charakteristischen Gleichung 1 + G(f) = 0, welche unter ve 
wendung von (41) lautet: 


pt+14+Ke?—0. ( 
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it den Lösungen pi, = —& + 7 w, eingesetzt, erhält man 


oT 


oh eo und Ket-Yor+ll-an, (49) 


elche, etwas umgeformt, die Beziehungen (47) ergeben. 
Der aperiodische Grenzfall ist bei ©, = 0, das heisst 


T 
IA 


K e**=ar—1 oder aus (47) CREER (50) 


obei infolge £,/T <1 


a TA 
am Aa ne "2 
LG, 


| Dies in (50) eingesetzt und unter Berücksichtigung, dass K e* 1, also 
ach a t >1, erhält man e% = xt, e und daraus 


LE =. 


rotz der sehr grossen Zeitkonstante r in der Ubertragungsfunktion wird die 
usgangsgrösse rasch auf die bleibende Abweichung zurückgeführt. 
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Résumé 


Se basant sur de nombreuses publications, on expose et on démontre les 
‘éthodes les mieux appropriées à l’analyse des problèmes de réglage. L'article 
aite les différents moyens pour améliorer la stabilité, l'influence de perturbations, 
s effets transitoires, les systèmes de réglage composés, l'influence d’une vitesse 
° propagation finie dans le système et la détermination de la fonction de transfert 
l'exemple d’un moteur en dérivation. Les méthodes décrites ne sont valables 
1e pour des systèmes linéaires. Des systèmes non linéaires peuvent aussi être 
‚udies par la même méthode, pour autant qu'il s'agisse de petites perturbations 
atour d’une position d'équilibre. 
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Summary 


Based on the numerous publications dealing with feedback-control systeil 


the essential features of the phase-attenuation method most suitable for = 
design of regulators and servo-mechanisms are shown. Measures to incre 
stability, series and parallel compensation, influence of disturbances, transi) 
behaviour and the effect of a finite time delay within the system are discuss 
As an example, the fransfer function of a DC shunt motor is derived. The meth 
is suitable for linear systems only, nonlinear systems may be analyzed by assu 
ing small deviations from a steady state value. 


(Eingegangen: 9. Mai 1953.) 


Characteristic Surfaces of the Equations of Motion 
for Non-Newtonian Fluids’) 


By JERALD LAVERNE ERICKSEN, Bloomington, Indiana, U.S.A.?) 


1. Introduction 


In phenomenological theories of continuum mechanics, characteristic cur 
or surfaces, when they exist, are usually of some importance. In the classi 
linear theory of elasticity, waves of compression and distortion are such 
faces [1}8). In gas dynamics and in plasticity, one frequently makes use of 
properties of characteristics in solving problems, and physical interpretati« 
for them have been suggested [2], [3]. There is thus some reason to believe ti} 
such surfaces may be of importance in modern theories of fluid dynamics suf 


RIVLIN’s equation of motion for non-Newtonian fluids. These are 
ij i OO a aad 4 

Heels +vivi), (1 

= —p 6} + G, (IL, IT) d° + G,(II, II) dé a? , (1 
of, = di =). (1 


where 25 is the stress tensor, fi the body force per unit mass, v* the veloc 
vector, d;; = (v;,; + v;,:)/2 the rate of deformation tensor, II = — (di di] 


III = det. dj, p is an arbitrary hydrostatic pressure, and o is the density, | 
sumed constant. It is assumed that, in the range of values of II and III ce 


FE | 
1) Prepared under Army Contract DA-33-008 ORD-454 with Indiana University. | 
2) Graduate Institute for Applied Mathematics, Indiana University. On leave of absence f: 


the Naval Research Laboratory, Washington, D.C. | 
3) Numbers in brackets refer to the Bibliography on page 266. | 
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lered, G, and G, are single valued, continuously differentiable, and that not 
‘th of these functions vanish identically. For these equations, the characteristic 
jndition is obtained. For a plane motion, it is found that, at a point where 


Co TG = 0 
ed OG on: 
GET 0 


ery direction parallel to the plane of the flow is a characteristic direction. At 
point where neither of these conditions is satisfied, there are at most six 
stinct characteristic directions parallel to the plane of the flow, and explicit 
terminations for these are given. Certain inequalities must be satisfied in 
der that these exist. Similar results are obtained for a slightly more general 
ass of motions. 

Setting G, = k (- II) ""?, G,= 0, where = is a positive constant, one obtains 
e von Mises equations of plasticity. This case was discussed recently by 
IOMAS [7]. 


2. An Alternative Form of the Equations of Motion 


Using (1.2) to eliminate 2?’ from (1.1), one obtains 


t 1 t 1j i kj 1 1 ki m oll 
Bp + oft dirG,(diat),,. 4 - (43 7 tt + di di re) an, a 
ij i JR] 0G, Mm olII = dv? ees 
4 + (a a BR aur) #5 Dam (5, + vin). 
sing (1. 3) and the relations 
OIL _ 7 OUT aj 7% i 
Odi — 2 adi di,d; + IL6;, 


e can put this equation in the form 


pit of + Tub" = 0 (UE + vi, vi), (2.1) 
ere 
eo G, - Ö ER Ga (0% di, + 2 di, + 63, di) 
“sale She 2 
+ dy, d%, (dt SOL + di dti Sr) 
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In all of which follows, it is assumed that o, /;, G, and G, have been specifif 
Then (1. 3) and (2. 1) yield four equations for determining the four unknown 
and vi. Given p and v’ satisfying these equations, one can obtain ¢j from (1. | 
The stresses thus determined satisfy (1. 1). Therefore we need consider oi 
(1. 3) and (2.1): | 


3. The Characteristic Condition 


In obtaining the characteristic condition, we consider only stationary flo 
However, it is easily verified that the same condition holds for nonstationaf 
flow. | 

In this section, Latin indices take on the values 1, 2, 3, Greek the val ff 
2,3. Let S be a surface defined by an equation of the form /(x!, x2, x°) al 
where / is continuously differentiable and f* f,, > 0 at each point of S. If M 
an arbitrary point on S, one can chose rectangular Cartesian coordinates si 
that, in the neighborhood of P, S is represented by an equation of the for 


xt = g(x?, x), 


ponents vi = + di at P. 
Consider the function p on S. Using (3. 1), one can express p as a functif 
of the surface coordinates x*. Then 


d 
Die eee 


where dp/dx* denotes surface differentiation of p. Similarly, 


dv; 
ea axe — Up 1 ba > 


dv, ; 
Y ja = age U; ja 8,0 © 
It follows from (3. 4) that?) 
dv, 
eal mes dx Ue nae en © 
dv, B dv, 


’ = 1 
Via B Axe 8, x dxß LATE 8,8: 


Differentiating (1. 3) with respect to x! and using (3. 5), one obtains 


a qn 
Le Oo aa 8 LE ait (3 
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| If the functions p, v,, and v, ; are assigned on S subject to (123) and (343), 
uations (2. 1), (3. 2), (3.5), (3. 6) and (3. 7) yield 21 linear equations in the 
unknowns #,,; and v;,;,. At a point of S where the determinant D of the 
“efficients in these equations is different from zero, p, ; and v,, ‚„ are determined 
üquely. If D = 0, they are not. If, at each point of S, D = 0, S is said to be 
aracteristic relative to the assigned data. The equation D = 0 will be called the 
aracteristic condition. 

Consider the 21 equations at P, where g „= 0. The derivatives Pr Dia 
x1 and v,,1, are then given directly by (3.2), (3.5), 3.6), and (3.7). It then 
lows from (2. 2) that the quantities 


| TA, 21 , Bites le eles A 11 11 
TDF ven + TH Vai» Lt Ve,n1 + Tl Us,11 » Pa + Toi Ven + TH U3,11 » 


in be determined at P. The derivatives p,; and v,,;, are thus determined 
#iquely unless 
TH TH — TH TH — 0. (3. 8) 


| early, (3. 8) is the characteristic condition, expressed in this special coordinate 
tem. To express (3.8) in invariant form, it is convenient to introduce a scalar 


U=G,4+ Gow; 


da tensor 


i i 4 | i î 1% 2 us 
Ui = Gy (div wy) + 2 (Wr) (ul à; A Ho) 


: ; an 0G 0G. 
CT — HF ty, 18) (WP by ze): 


Mere u = divi. We note that », Ui = 0. It follows from (2. 2) that, at P, 
2 Oa. 

‚us (3. 8) can be written as 

U2 + U US + U2 U3 — UX UE = 0. (3. 9) 
| ..: Ui = + v, Ui = 0, so that (3. 9) can be written as 


(Ui)? — Ui UF 


- =0, (3. 10) 


U?+ UU; + 


lich is an invariant form of the characteristic condition. A characteristic 
tection is the direction of a unit vector », satisfying (3. 10). The number of 
hracteristic directions corresponding to a given set of functions G;, G,, and 
| may be finite or infinite, depending on the nature of these functions. 
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In certain theories of plasticity and fluid dynamics, it is assumed ti] 

G > 0,G,=0 Then U= G,, Uj = 4° B,, where | 
Er ER a 0G 0G 

At=2(ui— vi uv), B= wang opp — Ma 


thus 
(Ui)? — U; Ul = (A’ B)? — A’ B AB=0. 
Equation (3. 10) then becomes 
G+ APB, = 08 
Now consider a flow in which there exists a surface across which p and 
are continuous, but on which there is a finite discontinuity in at least on of 


quantities p ; and v,, ;;. Such a surface must be characteristic. However, a ch 
acteristic surface need not be a surface of discontinuity. 


4. Plane Flow 


Introduce an orthogonal coordinate system in which the surfaces x? = c 
are parallel planes, and consider the problem of determining the characteri 
direction », for the case where 


V3 = 2,3 = Us = V3 = O 
at each point of the flow. Then 
= i 2 2 
d;; = Gye: €; + die es, 


where e} and e} are mutually orthogonal unit eigenvectors of di and d,, d, 
the corresponding eigenvalues. Using (1. 3), one obtains 


Thus, if g is the angle determined by el and »,, 
di; vw = d,[(e v)? — (ei »)?] = d, (cos? — sin?) = d, cos2 p. (4 
Since v, Uj = 0, the determinant | U} | must vanish. Thus 
(Ui)? — UNE 20 
From (3. 10), either 


U+U=0, ( | 


1. IV, 1953 Equations of Motion for Non-Newtonian Fluids 265 


U=0. (4. 3) 


st P be a point where (4. 2) holds. Introduce rectangular Cartesian coordinates 
eethat, at P, », = df. Then 


ee Als 
sing this result it is easy to show that 
en CES à ET REX PAST 
ıt 
I (das)? = dan de — (die)? + (de)? = dy dy + (dis ve wm)? = — a2 + (du, vi vi? 


d II = — d?. Thus (4. 2) can be written in invariant form as 


G + 2[ (ds, »¢ wf)? + 11] 52 =0, 
, using (4. 1), = 
G, 2153 =. (4. 4) 


e exclude the exceptional case G, = II 0G,/0II = 0, which is mentioned in 
e introduction. Then (4. 4) can be satisfied if and only if 


N 
75°C) (208 at) So (4. 5) 


hen (4. 5) is satisfied, (4. 4) determines four characteristic directions. These 
e all distinct if the strict inequalities hold in (4. 5). If œ is an angle satisfying 
|. 4), two make angles y and —@ with e} while the other two make angles 
id —p with e?. A necessary condition that (4.5) hold for &« < II < B <0, 
Inere G,(ß, 0) + 0, is that 

G,(II, 0) — ( ß in 
lo = nt 


pu I < £. 
| Suppose now that (4. 3) holds. Then 


‚using (4. 1), 
G,+ G,d,cos2p=0. (4. 6) 
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in order that (4.6) define real characteristic directions. When the strict ineqt 
ity holds in (4.7), (4.6) defines two distinct characteristic directions. 
vectors el and e? bisect the angles formed by these two. 


5. Locally Plane Flow 


In any flow one has 


da, Ge +0,664 1d,66, 
where el, e?, and e? are mutually orthogonal unit eigenvectors of dj and 
dy, d, are the corresponding eigenvalues. A flow for which III = d, d, ds 
will be called locally plane. One can, without loss of generality, take d, = i 
Then, using (1. 3), 


for real characteristic directions to exist, the motion must be locally pla 
Furthermore, 


| 
flow for the case where (5. 1) holds. If one introduces a rectangular Cartes 

coordinate system such that, at an arbitrarily preassigned point P in the all 
e} = 63, one sees that this problem is formally identical with that just sol 
These characteristic directions are thus given by 


re= 0. ( 


v 


Consider the problem of determining the characteristic directions for suc 


p=0, G,+G,4,cos2y=0, 


where cos = e} v‘. In such flows, the characteristic surface elements will | 
ee unite to form surfaces [7]. 

RIvLIN’s general solution for Poiseuille flow provides an example of a fl | 
which is locally plane but not plane [8]. This flow is axially symmetric 4 
(5. 1) is the condition that the characteristic surfaces be surfaces of revolut# 
about the axis of symmetry. 
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Résumé 


| Après avoir dérivé la condition caractéristique pour les équations du mouve- 
ent des fluides «non newtoniens», nous avons déterminé les directions caracté- 
stiques pour le cas du mouvement plan. 


‚eceived: February 2, 1953.) 


Luftkrafte an einem schwingenden Schaufelkranz 
kleiner Teilung 


Von HEINZ SÖHNGEN, Darmstadt?) 


1. Anlass der Untersuchung und Zusammenfassung 


Die vorliegende Arbeit befasst sich mit rein theoretischen Uberlegungen 
am Problem des Schwingens von Schaufelkränzen in axial durchströmten 
faschinen. Zur Vereinfachung nehmen wir dabei an, dass der stehende oder 
mlaufende Kranz sich in einem Ringkanal geringer Höhe (ebenes Problem) 
efinde, der sich nach beiden Seiten ins Unendliche erstreckt. Das strömende 
edium möge inkompressibel sein, Störkörper mögen sich in der Nähe des 
(ranzes nicht befinden. 

Um das Schwingungsverhalten eines derartigen Kranzes beurteilen zu kön- 
len, ist die Kenntnis der Luftkräfte, die an den schwingenden Schaufeln an- 
reifen, unerlässlich. Aussagen über Luftkräfte sind aber bisher nur für den 
inzelflügel bekannt, und zwar unter den folgenden Voraussetzungen: 


) dünne und schwachgewölbte Profile (Streckenprofile), 
) kleine Auftriebsbeiwerte, 
) kleine Schwingungsamplituden. 


Jas strömende Medium wird dabei als reibungsfrei (siehe zum Beispiel [1], [2] 
nd [3])2) und im allgemeinen auch inkompressibel [4] angenommen. Die Er- 


| 1) Technische Hochschule Darmstadt. 
' 2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite 297. 
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gebnisse dieser Theorie wird man anwenden können, wenn das Teilungsverhäf} 
nis a/c (siehe Figur 1) genügend gross ist. Ist das Teilungsverhältnis aber klef 
so muss erwartet werden, dass infolge der gegenseitigen Induktion der Schauf} 
Abweichungen eintreten, und zwar um so stärker, je kleiner a/c und je gros] 


a Ap Er 


Fig. 1 


Gitter in der Abwicklungsebene. 


der Auftriebsbeiwert c, ist. Aus diesem Grunde sollen die Luftkräfte an ei | 
schwingenden Gitter unter den folgenden Voraussetzungen berechnet werd 
a) ebenes Streckengitter kleiner Teilung, das heisst lineare Theorie in a/c, 
b) inkompressibles und reibungsfreies Medium, 


c) kleine Schwingungsamplituden. 


Der Tatsache, dass es sich um ein Gitter aus einem Schaufelkranz handeln s ) 
tragen wir dadurch Rechnung, dass Schaufeln des Gitters mit Nummern, 
sich nur um Vielfache der Blattzahl 3 unterscheiden, gleiches Verhalten 
weisen sollen. 

Unter diesen Voraussetzungen wird ein Verfahren angegeben, das bei 
liebig vorgegebener Schwingungsform des Schaufelkranzes sowohl in Tief! 
richtung als auch über dem Umfang die Berechnung der zugehörigen Luftkräfl 
gestattet. Explizit wird die Rechnung aber nur für die praktisch hauptsächl 
interessierenden Fälle der Drehung und Biegung durchgeführt, und zwar 
den hierfür die an den Schaufeln angreifenden Kräfte und das Moment um # 
Vorderkante angeschrieben. Diese reichen aus, um das Eigenschwingungsuf 
halten, das heisst die kritische Geschwindigkeit eines Schaufelkranzes, zu | 
stimmen. Um auch das ‚Verhalten eines Schaufelkranzes bei Fremderregifl 
beurteilen zu können, benötigt man ausser den Kräften für die genannten F: 
heitsgrade auch noch diejenigen, die sich an den Schaufeln bei periodisc! 
Störung des Zustroms einstellen. Diese sollen später angegeben werden. 

Es kann nicht erwartet werden, dass die Luftkräfte an einem schwingendl] 
Gitter eine einfache Form haben, dazu ist die Anzahl der in das Problem € 
gehenden Parameter zu gross. || 
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! Abschliessend wird an einem Beispiel gezeigt, wie mit den angegebenen 
"räften die kritische Geschwindigkeit berechnet werden kann, insbesondere 
ird für den Fall der Biegeschwingung eines Kranzes mit dem Staffelungs- 


| a B = 0 eine explizite Formel dafiir abgeleitet. 


2. Liste der Bezeichnungen 


= Schaufeltiefe, 
== leilung, 
= Staffelungswinkel, 
= Blattzahl des Schaufelkranzes, 
= 227 ¢/a 3, 
= Neiß, 
= Blattnummer, 
= dimensionslose Tiefenkoordinate (£ = 1 entspricht Profiltiefe), 
= dimensionslose Umfangskoordinate (7 = 1 entspricht Umfang des 
Kranzes), 
= m/3 Umfangskoordinate der m-ten Schaufel, 
y = rechtwinklige Koordinaten (dimensionsbehaftet), 
= x +1, 
— stationärer Anstellwinkel (weit vor dem Gitter), 
stationäre Anströmgeschwindigkeit vor dem Gitter, 
— stationäre Abströmgeschwindigkeit, 
= mittlere stationäre Anströmgeschwindigkeit der Vorderkante, 


© Yoo 

RD, = mittlere instationäre Anströmgeschwindigkeit der Vorderkante, 
= Luftdichte, 
Drucks 
= Auftriebsbeiwert, 


= 2asina/c cos(x + B) modifizierter Auftriebsbeiwert, 

5 = stationäre Zirkulation an der Vorderkante, 

}2(& 7, s) = instationäre Wirbeldichte, 

1eG(n,s) = instationäre Zirkulation an der Vorderkante, 

= Frequenz der Schwingung (Hertz), 

= el, 

== WUTC, 

= 2nvc/W,, reduzierte Frequenz, 

M(E, nn, 5) = Auslenkung des Schaufelpunktes &, 7, in #-Richtung, 
(E, 7,5) = Auslenkung des Schaufelpunktes £, 7,, in y-Richtung, 
lS, Nm» s) = Ax(é, Nm» s)/a 3 


B(É, Im: 8) = AVE, Nm» $)/4 3, IE | 
| — Ordnung der Fourier-Transformation (siehe Abschnitt 3), 


Mise OT, Ze tee, 
= Fourier-Transformierte #-ter Ordnung, 
= (n/|n|) B, 
= (n/|n|) w, 
= 7) (Op 


3. Vorbemerkungen 


| Den Schaufelkranz mit den 3 Schaufeln denken wir uns in eine Ebene ab- 
swickelt und erhalten so ein Gitter, dessen Schaufeln wir numerieren ..., —2, 
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— nes 


—1, 0, 1, 2, .... In dieser Ebene führen wir ein rechtwinkliges Koordina 
system x, y ein, nee x-Achse den Schaufeln parallel ist und dessen Urspri 
in der Vorderkante der nullten Schaufel liegt. Dieses System, das noch dim 
sionsbehaftet sein möge, dient zur Orientierung der Geschwindigkeiten. | 
u bezeichnen wir stets eine Geschwindigkeit in x-Richtung und mit v eff 
solche in y-Richtung. 

Zur Orientierung auf den Schaufeln ist es zweckmässig, noch ein zweiff 
— bei umlaufenden Kränzen ene — Koordinatensystem &, 7 (Gittfi 
koordinaten) einzuführen, dessen &-Achse in DE der x-Achse weist 1 
dessen 7-Achse mit der Gitterachse zusammenfällt. €, 7 seien dimensions} 
und zwar entspreche £ — 1 der Gittertiefe (c) und 7 = 1 dem Umfang (chi 


des Kranzes. Es ist dann 


z=x+iy=c£tie azn, ( 
bzw. 
= 1 y 
f= ee), rc 


Ist / eine Funktion von x, y, so schreiben wir auch in nicht misszuversteh 
der Weisé-f(x, Ver) 

Hat das Gitter Streckenprofile, so sind die Koordinaten der einzelrj 
Schaufeln durch 


gegeben, und wir setzen noch 7, = m/3. 

Da sich das Verhalten der Schaufeln mit der Blattzahl 3 periodisch wie 
holt, so müssen sämtliche in dem Problem wesentlichen Funktionen in 7 
Periode 1 haben. Man wird daher Fourier-Reihen bzw. -Polynome einführ 
Wir bedienen uns dabei der komplexen Darstellung. Ist /() eine Funktion a 
Periode 1, so schreiben wir | 


(ee) 


fm) = py: m eg t2mnn (3, 


mit 


| 


(n) | te) ei2mnn dy ‘ 


0 


Handelt es sich um eine Funktion, die nur fiir die diskreten Ym-Werte definié 
ist, zum Beispiel um die Schwingungsamplituden der einzelnen Schaufeln, u 
ist f, der Wert, den diese Funktion auf der k-ten Schaufel, also für Nr a 
nimmt, so interpolieren wir diese Funktion durch ein endliches Fourier- Pol 
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4 


pm und setzen dazu 


; 1 2 

{” er zen Nm f 3 2b 
| à > - (3, 2b) 
hd 

| D wenn 3 gerade, 

3 = 
dk e 
>» Wenn 3 ungerade. 

Eon ist 
# ® a ee 

In) en py: a e ı2 ann (3, 26) 


= an 
n trigonometrisches Polynom, das an den Stellen 7 = 7, die Werte f, an- 
+ 
In der vorliegenden Untersuchung werden des öfteren Integrale der Form 


1 


F(n) = [ fm) bln — n°) dm! (3,3) 


u 


0 


uftreten, wobei /(7) und g(x) stetige Funktionen der Periode 1 sind. Für die 
#ourier-Transformierten von F (7) gilt dann der sogenannte Faltungssatz 


FY) = m ht) 2 (3,4) 


An Stelle der Zeit führen wir die dimensionslose Grösse s = W, t/c ein; 
abei bedeutet W, die stationäre Abströmgeschwindigkeit hinter dem Gitter 
nd c die Schaufeltiefe. Wir beziehen hier im Gegensatz zur Tragflügeltheorie 
fuf die Geschwindigkeit W, anstatt W, oder W,,, da die freien Wirbel mit der 
jreschwindigkeit W, abschwimmen. Diese drei Geschwindigkeiten sind nicht 
eich, da wir nicht nur den Fall schwacher Belastung betrachten. Ist » die 
'requenz in Hertz, mit der die Profile schwingen, so führen wir noch die so- 
enannte reduzierte Frequenz 


ZUG 
oO = Dr a (3,0) 


in. 

Die Schwingungen der einzelnen Schaufeln seien vorgegeben und mögen 
uit der reduzierten Frequenz w erfolgen. Die Auslenkung des Schaufelpunktes 
, Mm in Richtung der x-Achse kann dann in der Form 


Ax(E, Mm: 5) = An(E) cos[® s + Ynlé)] (3, 6a) 
| 
zw. die Auslenkung in y-Richtung 


Ay(E, Nm, 5) = Om(E) cos[@ s + Xm(E)] (3, 6b) 
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geschrieben werden, wobei 4,,(&), Om(E), ym(£) und gegeben sind. Setzt n 
Dmla).e e° xm (5 


Lin) = m anlé) em, Am) = 


243 Far 


und kennzeichnet den Übergang zur konjugiert komplexen Grösse durch ein h 
Querstrich, so erhält man gemäss den Formeln (3, 2b) und (3, 2c) in 


a 


ATEN SI 08 goes Da AE) ening 3 pies 


—3+3+1 -3+3+1 


AM(E) e eizrrn | 


AY(E, n, 8) = — ages 5 AY (Ë) e —127N7 + ga es res D AME e°? Se | | | 
an! Zara | 
zwei Fourier-Polynome, welche die nur für die diskreten 7,, definierten A. i 
schläge der Schaufeln interpolieren und als Superpositionen von elementai 
Schwingungsformen über dem Umfang des Schaufelkranzes darstellen. 
Da wir uns auf eine lineare Theorie in den Schwingungsamplituden 


so reicht es aus, die aerodynamischen Reaktionen zu berechnen, die zu 
elementaren Schwingungsformen 


Ax(é, n, Se 3 gios-i2nnn A” (é) , AYy(É, n, s) = 43 ei es—t2mnn A (€) (34 | 


gehören. Dabei soll w eine beliebige reelle und n eine beliebige ganze Zahl se 
Die Grösse |n| gibt die Anzahl der Harmonischen auf dem Umfang an 
beschreibt damit die Schwingungsform über dem Umfang. Von den beid 
Funktionen A” (&), A$ (é), die die Schwingungsform der Profile über die Till 
beschreiben, ie wir nur voraussetzen, dass sie in dem Bereich 0 < & 
stetig differenzierbar sind. 

In den technisch interessierenden Fallen haben diese beiden Funktion 


folgenden drei Grundformen dargestelit werden: 
1. Schlagschwingung normal zur Schaufel, Schlagamplitude A 


Aw 
oS 


A(é)=90, AME) = 


ICONS: (3h 


2. Schwingung tangential zur Schaufel, Amplitude A”) 


Al) : | 
LE, ADE) =0; 3,1 


3. Drehschwingung um die Vorderkante, Winkelamplitude 4%) 


Age) = 


c A) 


APE) =0, APE) = LÉ 


| 
| 
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| allgemeinsten Falle eines starren Profils ist also 
Be A™ eve A”) >» AM) 
APET= ==, ACG =] a = = à. (3, 12) 


a3 = a 3 a 3 


‚tsprechend überlagern sich die Kräfte. Es reicht also aus, die zu den oben 
geführten drei Grundformen gehörenden Kräfte zu berechnen. Dement- 
rechend könnte man sich auf die Betrachtung linearer Funktionen von € 
A, und A, beschränken. Da dies aber bei der Herleitung keinen wesentlichen 
rteil bringt, so soll in der allgemeinen Theorie davon kein Gebrauch ge- 
cht, sondern ganz allgemein eine Methode angegeben werden, die es ge- 
ttet, die zu den Ausschlägen (3, 8) gehörigen Kräfte zu berechnen. Die 
dlizite Bestimmung der Kräfte führen wir dagegen nur für die soeben ge- 
anten drei Grundschwingungsformen durch. 


4. Gang der Untersuchung 


"Wird ein ruhendes Streckengitter mit der Geschwindigkeit W, angeblasen, 
legt sich, wie wir später sehen werden, unter der Voraussetzung kleiner 
ilung in die Vorderkanten der einzelnen Schaufeln ein Wirbel der Zirkulation 
, der die Umlenkung besorgt. Zwischen den Schaufeln und dahinter herrscht 
Abströmgeschwindigkeit W,. 
 Schwingt das Gitter, so treten zu diesem stationären Wirbel noch instatio- 
ce hinzu, die nicht nur in der Vorderkante liegen, sondern sich über das ganze 
fil verteilen. Unter einem instationären Wirbel verstehen wir dabei das 
Id eines Wirbels mit zeitlich veränderlicher Zirkulation einschliesslich des 
ides seiner Wirbelschleppe. Wird nämlich ein Wirbel veränderlicher Zir- 
lation angeblasen, so schwimmen nach dem Kelvinschen Satz in dem Masse, 
> sich die Zirkulation ändert, freie Wirbel ab. Diese unterliegen dem Anström- 
1 und dem von ihnen selbst und dem Ausgangswirbel induzierten Feld. Da 
“uns auf eine lineare Theorie in den Schwingungsamplituden beschränken, 
dürfen wir annehmen, dass die freien Wirbel nur dem Anströmfeld unter- 
rfen sind, in unserem Falle also mit der Geschwindigkeit W, abschwimmen. 
ders ist es bei einem Gitter mit gewölbten Schaufeln; dort variiert die Ge- 
windigkeit längs der Schaufeln und ist erst von der Hinterkante ab kon- 
nt. Entsprechend schwimmen die freien Wirbel ab. Um das Problem nicht 
h dadurch noch zu komplizieren, beschränken wir uns auf schwachgewölbte 
aufeln, das heisst Streckengitter. 
Definiert man das Feld eines instationären Wirbels wie oben, so ist die 
kulation um den Ausgangswirbel identisch mit derjenigen, die man üblicher- 
se als gebundene oder tragende Zirkulation bezeichnet, und die Kraft, die 
diesen Wirbel ausgeübt wird, ist wie im stationären Fall gleich @ V I’ 
| steht auf der Richtung von V senkrecht. Dabei ist V der Mittelwert der 
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Geschwindigkeit iiber eine volle Umgebung des betrachteten Wirbeipun | 
und J" die gebundene Zirkulation. N 

Wir bezeichnen mit W, g(&, nm, s) für 0 <£<1 die Dichte der gebul 
nen Wirbel auf der m-ten Schaufel. Ausserdem müssen wir analog zum sta 
nären Fall in die Vorderkanten isolierte instationäre Wirbel legen. Deren fi 
kulation werde mit W, c G(n„. s) bezeichnet. In dem Punkte &, 7, mit & fj 
liegen dann ausser dem gebundenen Wirbel W, g(&, 7,8) noch diejenill 
freien Wirbel, die sich von den davorliegenden gebundenen Wirbeln abgei 
haben. Ihr Einfluss braucht aber nicht mehr gesondert betrachtet zu wert 
da er nach der obigen Definition in dem Feld des zugehörigen gebundefi 
Wirbels enthalten ist. | 

Die Wirbel liegen eigentlich auf den schwingenden Schaufeln, und | 
Stärke ist so zu bestimmen, dass das von ihnen induzierte Feld die Norm 
komponenten kompensiert, die sich durch die Anströmung und das Schwir} 
ergeben. Die Anordnung der Wirbel auf den schwingenden Schaufeln bra 
aber nur bei den stationären Wirbeln mit der Zirkulation I) zu erfolgen. 
instationären Wirbel können wir uns auf den stehenden Schaufeln angeordf 
denken, da der hierdurch begangene Fehler in den Schwingungsamplitu 
quadratisch klein ist. 

Führt man die hier skizzierten Rechnungen durch, so ergibt sich bei 
schränkung auf eine lineare Theorie in der Teilung a/c für die beiden gesuch® 
Grössen G(n) und g(£, 7) eine einzige Integralgleichung zweier Veranderlicif! 
Diese kann nach Einführung von Fourier-Entwicklungen über dem Umi 
des Schaufelkranzes gelöst werden. Abschätzungen darüber, bis zu welc# 
Werten von a/c eine derartige Theorie sinnvoll ist, lassen sich im allgeme 


werden kann, zeigt sich, dass für a/c < 0,8 die linearisierte Theorie den 
samtauftrieb mit hinreichender Genauigkeit liefert [5]. 


verteilung auf den einzelnen Schaufeln nach dem Kutta-Joukowskyschen $f 
berechnet werden, falls man die an dem betrachteten Punkt herrschende 
lere Geschwindigkeit kennt. Im Inneren des Gitters kann hierfiir W, genom 
werden, da die Abweichungen hiervon in den Schwingungsamplituden lit 
sind und dies auch für die Dichten der dort liegenden Wirbel gilt. An der W 
derkante ist im stationären Fall die mittlere Geschwindigkeit gleich W,, ( 
telwert von W, und W,), durch die instationären Belegungen treten Ab 
chungen davon auf, die in den Schwingungsamplituden linear sind. DW 
dürfen nicht vernachlässigt werden, da dort ausser der instationären Zirkulaïll 
W,cG(y) auch noch der stationäre Wirbel I, liegt, der nicht klein zu À 
braucht, da wir uns nicht nur auf den Fall der schwachen Belastung beschränll | 
Ganz entsprechend erfolgt die Rechnung, wenn ein Laufgitter durch | 
inhomogenes Feld hindurchfährt. | 
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5. Geschwindigkeitsfeld einer schwingenden Wirbelreihe 
zeitlich konstanter Zirkulation 


‘4 Legt man durch die mit Wirbeln belegten Schaufeln einen Schnitt parallel 
‘¢ Gitterachse, so erhält man eine Wirbelreihe (siehe Figur 2). Die Wirbel 
ser Reihe haben aber bei dem hier zu behandelnden Problem nicht alle die 
‘fiche Zirkulation, sondern diese variiert mit der Blattnummer m und wieder- 
‘ft sich mit der Blattzahl 3 periodisch. Dasselbe gilt für den Abstand der 


Fig. 2 


Wirbelreihe aus einem Schaufelkranz. 


zelnen Wirbel. Aus der Periodizität ergibt sich, dass man das Feld der Aus- 
ıgsreihe durch Überlagerung von 3 Wirbelreihen mit der Gitterkonstanten 
j aufbauen kann. 

| In diesem Abschnitt wollen wir nur den Fall betrachten, dass die Zirkula- 
In der Wirbel zeitlich konstant ist. Dagegen lassen wir zu, dass sich die Lage 
I" Wirbel mit der Zeit ändert. 

[In den Punkten P=miae ‘6 (m=0, +1, +2, ...) mögen Wirbel der 
Iikulation /(n„) mit (nm + 1) = I (nm) liegen. Gesucht ist das von diesen 
irbeln erzeugte Feld. 

| Die Wirbel in den Punkten P= (m+ k3)iae'? (k=0, +1, +2, ...), die 


b> die gleiche Zirkulation /'(n„) und den Abstand a3 haben, erzeugen das 


| ip m 
M— 1 == nm) e'P | ctel RE — JT Mn) = 1 : 


22035 za; 


weit vor dem Gitter verschwindet. Das gesuchte Feld ergibt sich durch 
erlagerung der Felder für m = 0, 1, ..., 3 — 1, so dass also 


; Be nze'l 
be qe a 5 À Tem) | ts ia = an) +) 


a \ 3 


| Geht man zu dem Fall kleiner Teilung a/c, das heisst grosser Blattzahl 


er, so kann man die Summe näherungsweise durch ein Integral ersetzen und 
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erhält, falls der Aufpunkt nicht in einem Wirbel liegt, also & + 0 ist, 


rer "nur [el +5) an. (| 
Dies gilt, falls die Wirbel ruhen. Schwingen die Wirbel und ist | | 
Az(1m, S) = a 8 [Alam 8) + 4 Aol, S)] 


die Auslenkung des m-ten Wirbels, wobei wir vorläufig noch annehmen, { | 
À, und 4, reell sind, so ergibt sich aus (5,1) 


“Tr ie / / uF ’ / S , 
U=i) => ne +i} ay 
ù 


und für kleine Schwingungsamplituden 


te Rae. 


falis £ + 0. Versteht man unter 


I fi 
hols) = ze ctel FE tay] 


He ctg| 4 &- an] 2sinß |, 


i i 
hen) = let ctg[ A E+ 2] 


e*? ctg| 5 E+ m7] + 2icosp | 
sowle 
1 
RixlË, 4) = 7; I; °F ctg| 5 +21] 
ie ctg|- e+ | 260526} 
a 
dl 
BE mn = À — 688 ctg [À € + x 7] | 
edel an] +2sin2 6 | 
mit 


RT 


ee oF = Oe? , 
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kann damit das Feld der schwingenden Wirbelreihe zeitlich konstanter Zir- 
lation in der Form 


1 
i fi r = , or ; A £ Ss f 
= al | Lg ee, D N) a 2 Rialé, 7 — m) 
0 
Ô TI A ( ES ! A 
N len m) dm; 
- ÔT(n') A Me 
1 ‘J ; a : - N an “ a 
m Ei | PURER = BA @ m 2 Rif, 7 — 77) 
0 
ÔT(n’) A(n’, s : , 
: “Fd u) ee n | dn 


schrieben werden. 
Wir wollen noch die Fourier-Integrale der Kerne (5, 2) und (5, 3) angeben. 
achtet man, dass für alle ganzzahligen n 


1 


[err tel; + an] an =i + ama) 


‚ falls der Realteil von A, das heisst RA + 0 ist und dem Ausdruck n/|n| 
- n = 0 der Wert 0 beigelegt wird. Setzt man weiter || < 2/2 voraus, so 
für & = 0 

Rx E 3 


[RE] Tel’ 


d man erhält für £ + 0 und # + 0 die Fourier-Integrale 


ee Prete ee ee | @ 
ee) ae 
wie 
eo ar tn = te ies 
Deere penser) et ae 
d fir » — 

#9 = — (1+ ze) sins BPE) = - 4 (1+ 37) cos8- (63) 


ese Formeln gelten für € + 0. An der Stelle &= 0 ist das Geschwindigkeits- 
d unstetig, da dort die Wirbelreihe liegt. 


J 5 D al 
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6. Geschwindigkeitsfeld einer Wirbelreihe mit zeitlich veränderlici 
Zirkulation i | 


In der (£, n)-Ebene mögen in den Punkten & = 0, 7, = m/3 (m — 0, 4 | 
+2, ...) Wirbel der Zirkulation 1(,) e*°* liegen, wobei In.) in Nm | 
Periode 1 hat. Von diesen Wirbeln schwimmen in dem Masse, wie sich J} 
Zirkulation ändert, freie Wirbel mit der Geschwindigkeit W, ab. Bezeich 
man die Dichte dieser freien Wirbel im Punkte & > 0, 7, mit &(&, nm», s)| 
ist also 


ts, Ym s) = e(0, Nm» SE &) 
und 


0 1S = 
SE Dore Feel, Hy, 5) =O: 


Aus beiden Gleichungen folgt 
Eee io(s—é N 

e(€, Nm; 8) = —t © — I{nm) € a ae (ah 

Nach (5,5) wird das Feld einer ruhenden Wirbelreihe, die aus Wirbeln | | 


Zirkulation l'(n,,) in den Punkten & = 0, 7 = 0, +1/3, 42/3, ... aufgeb 
ist, für den Fall kleiner Teilung durch 


+ fr k(E, 4 — 7’) dn’, + / ro RCE, n — 1) dy’ 


beschrieben. Aus diesem Elementarfeld kann das gesuchte Feld der insta 
nären Wirbelreihe aufgebaut werden, und man erhält hierfür 


1 co | 

Pr ok Ua 5 a ee ‚ n ze] A 
u= 6% | dn’ Im‘) [Ral nn’) to fe re "9 — 0) ae] 
ö ö N 

1 © ii 

Tooele / / = / . + —1wE & / / | iy 
oe [ar For) [RE n— 7!) io fe FREE, 9 — 7) de 
0 0 | 


wobei die beiden inneren Integrale den Einfluss der abschwimmenden free 
Wirbel darstellen. | 
Es sei ausdrücklich darauf hingewiesen, dass diese Formeln nur Mittelws ; 
sind. Dadurch, dass wir früher den Summationsprozess durch eine Integrat 
ersetzt haben, haben wir eine «Verschmierung» in der 7-Richtung vorgenil} 
men, durch die die Sprünge, welche die Tangentialgeschwindigkeiten an el 
Wirbelschicht erleiden, herausfallen. Da wir aber zur Erfüllung der Ranaff 
dingung nur die Normalgeschwindigkeiten brauchen, so stört diese Mittel} 
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ng nicht. Die Tangentialgeschwindigkeiten benôtigen wir nur zur Berech- 
jung der an der Vorderkante angreifenden Kraft, und zwar in der Form eines 
jattelwertes über eine volle Umgebung. 


B.e,n=- ken ı0 / ee RE — E’, n) d€’ , 

re (6,3) 
Ky(E, 0) = kyl, 9) —t@ jet RUE €, 7) dE 

0 


jn, deren Fourier-Transformierte sich mit 


: 1 =). 1 
dé n= 2 EN TES ae Tes 
rn + 0 in der Form 
re Lf N € = 
7(n) = pe A à NE ZE = nxË 
1 = io 1 © Xn) € Ga eT) < 
RE EN se 
FU 0 x,) e748 (a — S| geese 
a [el er) 
—=140 (1 - re] ) (e'8 jo e*B x) ets Ve 


1 N A 
KW) = Ff — (tier (on 4 EY ome 


a [nl * T4 
} x =e # 3 n# 
Far) (pere) e 
+ 1 © (1 — er) (e'P ar ) pt | 
nw. für n = 
: 5 7 -iwE. >(0)/¢ 1 E ö ie 
ME) = — x (1 == er) snf e : Rule) = 5 (1 D | cosß e 


(6,5) 
‚hreiben lassen. Diese Funktionen sind wieder für £ = 0 nicht definiert. 
| Mit den so definierten Grössen erhält man dann nach dem Faltungssatz für 


n Wirbelreihe die Ausdrücke 


A : rm 
um (E, s) = u” (£) gi@s — pis nn KW(&) , | 2 5 
| (#) LE (n) iMS __ „iws eg. Kk (€) 
| PAE eed KG) 


urch die das gesuchte Feld beschrieben wird. 
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7. Geschwindigkeitsfeld um den schwingenden Schaufelkranz, | 
Randbedingung 


Dieses Feld setzt sich zusammen aus: 
1. dem Feld der Anströmung 


U,=W, cost, 0, = six; 


2. dem stationären Wirbelfeld (ruhende Wirbel der Zirkulation 7‘, in cf 


Vorderkanten) 
IM ify S : 
tg = “gr ROE) = — a (1+ Jey) sind 
_ Lo oe __ I RB : 


3. dem instationären Feld, das durch das Schwingen der Vorderkantı# 
wirbel der Zirkulation J’) entsteht. Hierfür ist nach (5, 5) | 


1 
PT OAL (0, 7,8) E 0A, (0, 77, s) P 
Us — | 1 kialË,n— 7’) + a nn) dn 
0 
04, (0, 7’, s) x 04, (0, 7 | 
Zi Fr RE, 1-1) k2(6, 0 — 7) | 


mit den Fourier-Transformierten 
ult) = — 27m U [A(E) AMO) + AME) AM(O)] ef", 
0 =) De — > [RK 4” (0) — RM (Ee) AN Ol 
4. dem Feld der instationären Vorderkantenwirbel der Zirkulation 
W, Cc G(n) eis 4 
Die Fourier-Transformierten dieses Feldes ergeben sich nach (6, 6) zu 


iws 


= W,— Go Kee vf) = W,— G™ Ke) e : 


5. dem Feld der instationären Schaufelbewegung mit der Dichte 
Wei, e 


Die Fourier-Transformierten dieses Feldes sind 


ur) = w, = | ee’) Ke) = Ede e ios 


of) = Wy = | EE) KOE — 67) ar eier. 


0 
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mit kann das gesamte Geschwindigkeitsfeld um die Schaufeln in der Form 


U = Uy ++, +w+u, V = +0 +, +, + 45 (7,1) 


chrieben werden. Wir benutzen dabei die Zeichen U bzw. V, um anzudeu- 

, dass es sich nur um Mittelwerte handelt. Weiter sei hervorgehoben, dass 
Felder 2, 3 und 4 an der Vorderkante (£ = 0) unstetig sind. 

} Um die Randbedingung aufzustellen, denken wir uns das Gitter mit der 
schwindigkeit (—W, cosx, —W) sinx) bewegt und ausserdem schwingend. 
» Randbedingung verlangt dann, dass die Wirbelbelegung des Gitters so be- 
affen ist, dass in jedem Schaufelpunkt die Normalkomponente der dort von 
1 Wirbeln induzierten Geschwindigkeit gleich derjenigen Geschwindigkeit 

mit der sich der betreffende Schaufelpunkt in Richtung seiner Schaufel- 

‚malen bewegt. Bezeichnen wir also mit x den Vektor, der die jeweilige Lage 

; betrachteten Schaufelpunktes beschreibt, mit n die Schaufelnormale in 

sem Punkt und mit v die dort von den Wirbeln induzierte Geschwindig- 

t, also 


2 = {Me F U3 + Ug + Us, Ve 1 V3 1 Va + Vs}, 


lautet die Randbedingung 


Ox | Lee 
DE Oise ie (7,2) 


t der Schaufelpunkt die Gitterkoordinaten £, n, so ist 


x={x(6, nt), v7, 8} 


x(&, n,t) = —W,tcosa+c&+aansinB + 43 A,(&, ns), 
y(E, n, t) = —W,t sine +a3ncosp + 43 A,(é, 7, s). 
siter ist 
n~{— “3. Se, He 


ht man damit in die Randbedingung (7, 2) ein und berücksichtigt nur die 
den Schwingungsamplituden linearen Glieder, so erhält man die Gleichung 


: oA 
V, sina + W, cos SEN ae | 
C S 
(7,3) 
oA he 0A 
+ W, 3 SR = age Fat tat LL | 


: für 0 < £ < 1, alle y und s erfüllt sein muss. Dies ist die Bestimmungsglei- 
ung für die Wirbelbelegungen 1%, W, c G(n), W, g(&, n). Sie zerfällt in einen 
itionären und einen instationären Anteil, die für sich befriedigt sein müssen. 


| 

| 
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| 
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Der stationäre Anteil von (7, 3) liefert 


a W, sin x 


=W, sind =, also Io ET 


Die stationäre Abstréingeschwindigkeit ergibt sich damit für & > 0 zu 


| 
(x + 8) | 

2 LUE W, cos (a + HY 

W, = W, cosa + U2 = Wy cosa — —* sinB = > ART , (| 


und für den Mittelwert der stationären Geschwindigkeit in der Umgebung! 
Vorderkante findet man 


| 

| 

TE | 

Way = | Mo cosa — 5 snf, W, co» SID OG 


mit 
tga eg sin 
a ee le 
Auf jede Schaufel wirkt senkrecht zu w„ die Kraft 
K =9W,Ty=5 0 Wee Geos pf na 


Für den Auftriebsbeiwert ergibt sich also das bekannte Ergebnis 


4a 
Ce = ——> sina, 
c cos B 


Wir führen hier noch den modifizierten Auftriebsbeiwert C, ein, der duff 


a Sin % 
@ 


a = 2 


definiert wird. Damit ist dann 
i = = W, C ce . 
Der instationäre Anteil der Randbedingung (7, 3) liefert damit 


+= W, 


OA, (Ee. : . 
a 3 | ae n) Lea Age: n)| ets _ Us | 
Î 
für 0 < € < 1. Geht man darin zu den Fourier-Transformierten über und + | 


steht für 0 << € < 1 unter H™(€) den Ausdruck 


(n)( © 
HE) i ED nn (8) | i APE) | 


C C 
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c durch die Schwingungsform und die stationäre Anströmung des Gitters 
zeben ist, so liefert der instationäre Anteil die Integralgleichung 


G™ KOE) + | eM (Ee) KME— &) dé = HME) für 0X E<1 (7,9) 


jc Bestimmung der noch fehlenden Wirbelbelegungen G”) und g”(E). 


hter H)(0) wollen wir noch diejenige Grösse verstehen, die man erhält, wenn 
{in mit € von positiven Werten her gegen Null geht. Es ist dann 


4 


”(0) = — <. <3 [AY (0) + io AY? (0)] + = C.[|»| 40) + à # A$9(0)] e*’Pr, 
(7,10) 


© le 


TT B= Bn 


8. Lösung der Integralgleichung des schwingenden Gitters 


| Die Integralgleichung (7, 9) soll für gegebenes H”(é) gelöst werden. Wir 
Ischränken uns dabei zunächst einmal auf den Fall x > 0. Mit den Kon- 
inten 

%n) 


Gn=(L+iawx,) e?; b,=10 (eo x, —e? 


| mmt die Integralgleichung die Form 


i An ges LE eis de a [ee er — EA) de’ | 


(8,1) 
SE a [er (é’) ei wlE-8) ge = 2 Hm (&) | 


| 


|. Multipliziert man diese Gleichung mit e~”**, differenziert und multipliziert 
It e”*®, so erhält man 


"In a(x ce x) OR eis > b„(i Orn x) aa ur gE) [= an — an de b,] 
é € 
Any (2 + a) | ee’) e "*E-£) JE _ Bb (iw + nH) fever) e~ tolé) ger 
0 0 


= 2[H (€) — nz Hm]. 
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Durch entsprechende Operationen kann man auch noch die beiden restlic 
Integrale wegschaffen und gelangt dann zu der et D 


Ele) cosß = -H" (&)-il®+2n2sinß] H WE) 
+[(n 9)? + 2 on Q sinf] AV'(E) +70 (n n Q)? HM(E) . 


Setzt man | 
"(ey = - [me und HY(é) = - [ea 2 
so folgt 
e(E) cosß = —H" (é) — i[w + 2n Qsinß] H”(&) | | 
+ [(n 9)? + 2 w n Qsinß] AY’ (é) (SE 
tion QP HE) + E„E+ Mn. | 
Um schliesslich noch die Konstanten G”, E,„, F, zu erhalten, gehe man 


(8,3) in die Gleichung (8,1) ein. Damit die a dann ergebende Bezieh 
befriedigt ist, muss 
io (n Q)2 e-'? HM (1) — w? (n Q)? e’? HW(0) + w? (n 2)? HY(0) 


Ex = n A + 1 o (n A + 2 cos) Hi 


ee Le (n Q) ei m De 2) [HŸ(0) Jr car H®%(0)] 
m7 n Q + 1 w (nQ + 2 cos) 


nQe B8(iœo+nQe) HM (1) 
n A +3 (n Q + 2 cos 8B) 
sowie 


G™ cosß = —H”(0) 


an nQe~?*8{_ Hd) +[nQe +ionne+io] HM(0)+ionQ ef HO 
n Q + 2 © (n A + 2 cos B) 


sein. Damit ist die Integralgleichung (7, 9) für positive n vollständig geld | 
Ist n < 0, so nimmt die Integralgleichung die Form | 


[—a, er #E ur Be | Gm 2 a, | gE enx (EE) dé’ | 
3 | | 

( 
+a fee. er hel ue b je (€) e ei® (€—&) d= er 2 x) (é) | 


an. Nun ist aber, wie man sich leicht überzeugt, für n + 0 


a_\,\(B) = am (PR), a_i (B) = An (—B) sowie b_ 1.18) rs b,,(—B) > 
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Is heisst, die Integralgleichung (8, 4) erhält man dadurch, dass man in (8,1), 
jgesehen von G”, g" und HV, die Grösse n durch |n| und 8 durch — ß er- 
zt. Da wir aber bei der Lösung dieser Integralgleichung keine Voraussetzung 
jer das Vorzeichen von 8 gemacht haben, so gilt diese Symmetrieeigenschaft 
jch für die Lösung, und man erhält allgemein: 

Ist n + 0, so wird die Integralgleichung des schwingenden Schaufelkranzes 
9) durch 


G” cos B = _ Hm 0) 4 | 2 | Qe 2tPn | 
nal CE OT In| 9 +iw(|n|Q + 2cosß) 
(QI + [n|Qe fr + iw|n|Qe'Pr + io] H(0) + à © |n|Q er HM (0)} | 


|n|Q+ 3 (|n|Q + 2 cos) 
(8,5) 
\wie 
g(E) cosß = -H"(&) —i[w +2 |n| 2 sin 8,] 2°” (&) 
+ [(n 2)? +2 |n| 2 sin $,] He 


+io(n DE HE) + E,E+E, 


io (n Q)? e~*Pn H"(1) — w? (n Q)? e'Pr HM (0) + w? (|n| 2)? Ho) 
| [219 + io (|n|Q + 2 cos) 2 
o2 |n| Qe?*Fn (1 + || 2 e="Pr) [HY (0) — |n|Q e~*m HY(0)] 
In|9 + io (|n]|2+ 2 cosB) 


, Inie e72iBn (io + |n|Qe'Pr) H(1) | 


[2] 9 +3 (|n| 9 + 2 cosb) 


‚löst. 
| Zu erledigen bleibt schliesslich nur noch der Fall n = 0. Die Integralglei- 
‘ung nimmt dann die Form 


‚wie 
g(E) cosß= HE) — 4 wm HOE), 


is heisst, die oben angegebene Lösung (8, 5) ist auch fiir 7 = 0 gültig. 
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| 


Damit ist die Integralgleichung des schwingenden Schaufelkranzes kleine} 
Teilung vollständig gelöst, falls die Auslenkungen der Schaufeln gegeben sind} 


9. C„-Anteil der gebundenen Wirbel 


Die gebundenen instationären Wirbel sind nach Abschnitt 8 durch die Funk | 
tion H”)(é) vollständig bestimmt. Diese Funktion ist durch die Schwingungs} 
form und die Anströmung des Schaufelkranzes gegeben; sie zerfällt in den vorfi 
C, unabhangigen Anteil 


Hy" (é) 
und in den C,-Anteil 
HOE) =tanC, (RYE) APO) — ASE) AO), (0 <é < 1) | 


= + Call n| A (0) ae in AY (0 Merise | | 


Entsprechend der Zerlegung von H schreiben wir auch 
h(E) = ME) + dE) und CH= GH +6". 0,34 


Die vom Anstellwinkel « abhängigen Anteile können, da in diese die Schwinj 
gungsform der Schaufeln nur durch Konstante eingeht, nach dem vorhergehen'f 
den Abschnitt berechnet werden, und man erhält 


e'Pn + In|Q—|n|QE 
[n|Q+ io ([n|9 + 2cosß) ’ 


eM (E) = 7 Ca[|n| AM (0) + in AM (O)] w? e’Pr 


GN = —-zC,[|r| 40) +in A’ (0)] e‘Pn 


[u|Q(l1+io) +10 et Bn || 
[n[Q+io ([n[Q+ 2cosß) ‘ )| 
4} 


10. Kräfte am schwingenden Gitter 


Um aus den Wirbelverteilungen die Kräfte berechnen zu können, brauchenli 
wir noch die in dem betrachteten Punkt herrschende mittlere Geschwindigkeit 
Wie schon früher dargelegt wurde, kann hierfür im Innern des Gitters did] 
Geschwindigkeit W, genommen werden. Bei der Bestimmung der auf die Vor:| 
derkante wirkenden Kraft reicht aber die Kenntnis der mittleren stationärer 
Geschwindigkeit wo = (Us, Veo) in der Umgebung der Vorderkante nicht aus 
man benötigt vielmehr die dort herrschenden mittleren Geschwindigkeiten ein| 
schliesslich der in den Schwingungsamplituden linearen Glieder. Der Mitte} 
lungsprozess ist dabei über eine volle Umgebung des betrachteten Punktes zul 
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terstrecken. Durch den Übergang von der Summendarstellung zum Integral 
haben wir den Mittelungsprozess in der 7)-Richtung bereits durchgeführt und 
brauchen ihn jetzt nur noch in der §-Richtung zu vollziehen. 

Unstetig an der Vorderkante sind nur die Geschwindigkeiten %,, Vo; U3, Va 
‚und w,, vy. Da diese Funktionen für £ = 0 nicht definiert sind, so verstehen 
| wir unter #,(0, 7), v,(0, 7), ... die Mittelwerte. Weiter verstehen wir unter 
æ(+ 0, N), v2(+0, 7), ... diejenigen Werte, die sich ergeben, wenn man von 
| positiven £-Werten her gegen Null geht. Dann ist fiir n + 0: 


| ur) = aes |n| x W, , + {As (0) sin2 8 + 49(0) cos2 B}, 


3 


) cos2 B — A!"(0) sin2 8}, 


vg" (0) 


v)(+0) = v0) — 7 mi 3 a {A} (0) sin2 B + AY(0) cos2 B} 


3 


} sowie 


7 B 


a ta BE 
um) = m Gt 22 | 
| A N Ce à 


1B 


| N n C 


v(+0) = o(0) — WG cosß. 


Die Geschwindigkeiten #£*(0) und v¥" (0), die an der Vorderkante stetig sind, 
kénnen durch Integration berechnet werden. Einfacher ist es, die Randbedin- 
‚gung zu benutzen. Nach Abschnitt 7 ist 


v0) + (+0) = W, ~. Ho), 


| wobei H)(0) durch (7,10) gegeben ist. Aus dieser Beziehung kann dann v”(+0) 
| berechnet werden, und wegen der Stetigkeit an der Vorderkante ist diese Grösse 
‚auch gleich v% (0). Beachtet man weiter, dass fürn + 0 

ur) = iO) 


LA 


| ist, so kann auch u®(0) berechnet werden. 
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Ist # = 0; so ist 


u (0) = 0; NER 


u(0) = ME GO sing; 0) = 4 WI GM cosß, 
us (0) = 0; (0) = 0. 


Schliesslich gilt noch für die stationären Geschwindigkeiten 


u,(0) = Wy cosa; v,(0) = W sina , 
, ie 1 | 
u,(0) = — en sind = ur Wtgeßsina, 3,00) - — IE cosß = — > W, sina} 


so dass also die mittlere stationäre Anströmgeschwindigkeit der Vorderkant 
durch 


NEE (1 ne sinß), | 
(10,1 
Vo = 04(0) + 02(0) = M ZC, cos B | 

gegeben wird. 
Berücksichtigt man schliesslich noch, dass in der effektiven Anblasgeschwinif| 


digkeit der Vorderkante auch die Eigenbewegung der Profile — mit dem u 
gekehrten Vorzeichen — aufgenommen werden muss, so erhält man 


U_(0, 9, 8) = Un + U3(0, 7, 8) + 24(0, 9,5) + u5(0, 7, 5) 
— Mio 4 4,(0, n) e* 


oo 
= U. te!” Dr uM(0) ern = 4, + u,(0, 7, 8); 
— CO 


V,(0, 7, 8) = vo + ¥3(0, 7,5) + v,(0, 4, s) + v5(0, 7, 5) 
— W,iw À 4,(0, n) ef 


oo 


= 0, + ef? Sa 010) o-H24"" = 0, + 04(0, 1, 5) 


mit 
(0) = —W io AMO) 


N 


Hi MEZ OM (osß + of") + 10) | (10,3) 


[a> ae 


il : 
nl, — a |n|[sin2 8 A\”(0) + cos2 B A¥(0)] , 
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= 
a) 


v'”)(0) — —W, 1 10) _: / (0) = W, = [2(0) aie = Gm cosß)| 
(10,3) 
1 7 > | 

— = Max |n|[cos2 8 AŸ)(0) — sin2 8 AL"(0)] 
sowie 


u(0) = —W à © — AMO) — > W, = 69 sinß, 
w Sat ily ete 
2P)(0) = —W à © “À 190) — = W, = & cosß. 


Durch diese Formeln ist die mittlere effektive Anblasgeschwindigkeit der Vor- 
| derkante vollständig beschrieben. In den letzten vier Formeln gibt das erste 
| Glied jeweils die negative Eigengeschwindigkeit der Vorderkante an, das zweite 
) Glied rührt von der instationären Wirbelbelegung her, das dritte Glied schliess- 
fich, falls es auftritt, wird von den schwingenden Vorderkantenwirbeln der 
|Zirkulation J erzeugt. Diese Gleichungen gelten auch dann noch, falls das 
"Gitter nicht schwingt, sondern instationär angeströmt wird. Nur ist dann 
|natürlich für H die dem Problem entsprechende Grösse einzusetzen, weiter 
{sind A,, A, gleich 0 zu setzen, und das erste Glied ist schliesslich durch die 
gegebene Störgeschwindigkeit am Orte der Vorderkante zu ersetzen. 

Damit sind wir nun in der Lage, die Kräfte anzugeben, die auf die Schaufeln 
‚des Gitters wirken, und zwar greift an einem Element der Lange c d& und der 
‚Breite 1 aus dem Innern der m-ten Schaufel nach dem Kutta- Joukowskyschen 
Satz, da dort die Dichte der tragenden Wirbel gleich W g(£, 7, s) ist, die 
Kraft 

| BE, ooNn PEN Me ot 0 


jund an der Vorderkante entsprechend die Kraft 
Poy = 0 U,(0, Mm; 8) [Lo + Wı € G(nm S)] » 
Fox = 0 V.(0, Win s) [Lo ‘i W, c GURY s)] 


Ian. In diesen ist der stationäre Anteil noch mit enthalten; um ihn von dem 


linstationaren Anteil zu trennen, schreiben wir 
| U,(0, 9, 8) = U + #e(0, m, 5); V(0, m,s) = vs + 9.0, 7, 8) 

jund erhalten in einer linearen Theorie fiir die an der Vorderkante angreifende 
(Kraft 
| Poy = @ Moo Lo + @ Un Wa € G(fms S) + 0 Hel0, ms S) Lo» 


Pr Ga lg 02, ice) to ve(0, ee) LE 


lin der jeweils die ersten Glieder die stationäre Kraft angeben. Für die gesamte 
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an der m-ten Schaufel angreifende Luftkraft ergibt sich somit 


P= 04, IF 040 Va?) Dy + 0 u, We € GQ m, §) 


y 
x | 
+ ae me | et, Nm» s) dg ? (10,4 

0 


P= —0 0,1 5 = 01040) I, = @ 25 MC Gin) 


sowie für das an der Vorderkante angreifende und kopflastig positiv gezählt! 
Moment 


1 | 
M = 002 Wa | E &(Ë, m8) dE . (10,34 
0 


Durch die Formeln (i0, 4) und (10, 5) ist die eingangs gestellte Aufgabe voll 
ständig gelöst. Diese Formeln gelten für eine lineare Theorie in der Teilung a} 
Da die stationäre Theorie — wie schon oben erwähnt - für Teilungswerte b 
zu 0,8 eine sehr gute Näherung für den Auftrieb liefert, so wird man hoffe 
dürfen, dass für Schwingungsformen des Kranzes, bei denen die Anzahl | 
der Harmonischen auf dem Umfang klein gegenüber der Blattzahl 3 ist, diff 
vorliegende Theorie brauchbare Werte ergibt. 

Bei der Herleitung der Formeln wurde vorausgesetzt, dass die Auslenkunge} | 
der Schaufeln dem Gesetz (3, 8) unterworfen sind, also harmonisch über der 
Umfang verteilt sind. Hat man es allgemeiner mit einer Schwingung der Forrifi 
(3, 6) bzw. (3, 7) zu tun, so sind die Kräfte entsprechend zu überlagern. 

Für die in die Gleichungen (10, 4) und (10,5) eingehenden Grössen gilt 
noch der folgende Wegweiser: Die stationären Grössen Us, Uso, W, und 1 
werden bei gegebener Anströmgeschwindigkeit W, und gegebenem stationärerf 
Anstellwinkel « durch (7, 4), (7,6) und (7, 7) bzw. (10,1) geliefert. Die instal 
tionären Wirbelbelegungen G bzw. g sind den Formeln (8,5) und (8, 2) zf 
entnehmen, wobei die Hilfsgrösse H”(€) durch (7,8) mit (5,7) gegeben ist 
Die mittleren instationären Geschwindigkeiten an der Vorderkante «,(0) bz 
v,(0) werden durch die Gleichungen (10, 3) mit (7, 10) gegeben. 


11. Zusammenstellung der Luftkräfte für die | 
wichtigsten Schwingungsformen | 


Es sollen hier explizit die Luftkrafte angegeben werden, die zu den drei ele f 
mentaren Schwingungsformen über die Tiefe, nämlich 
il, Schlagschwingung normal zur Schaufel (3, 9), 

2. Schwingung el zur Schaufel (3, 10), 
3. Drehschwingung um die Vorderkante (3,11), 
aus denen sich die allgemeinste Biege-Dreh-Schwingung eines starren Profil 
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linear kombinieren lässt, gehören. Vorausgesetzt wird dabei, dass die Schwin- 
gungsform über dem Umfang harmonisch ist, also in der Form (3, 8) dargestellt 


werden kann, wobei w eine beliebige positive oder negative reelle Zahl und n eine 
beliebige Zahl ist. 


Durchweg verstehen wir dabei unter N die Grösse 


N=(n2)?+ w? (|n| 2 + 2cosß)? 
jund setzen noch 


= 0 und || O=c. 


a) Schlagschwingung normal zur Schaufel 
Auslenkung der m-ten Schaufel: 
Ae = 0, Ay = A, etes-i2an nm, 


Kräfte auf die m-te Schaufel: 


>: a 5 —i2; 
= 0 Ww? A, 73 eres MIE 


A,,+ioB,+(£ Ca) (A, + 6 © B,) + (= Ce) (A, +i B,) 


x 


ee Shen 
+ wz [20% + 12 0 cos f + 24 6? cos? B + 24 0 cos2 ß cos ß] 
— @, (0 + 2.cos B) [24 cos B + 24 0cos?ß + 8 a? cos B + o®]}, 
= = {o?sinß + w, 0° (o cos B — 2sin?ß) 


+ w3 (o + 2 cos B) [2 o cos2B + o?cosB]}, 


> =e {03 sin? B + w2 0 (o + 2 cos B) [o sin? B — cosf cos2 fj}, 


| 
= —..—,, {207 (o + 2cosf)? — 8 o sin f cos f [o + 2 cosf) wo 
En (ot le # 2 cos) ß : 
+ of [ot + 8 6 cos B + 24 0? cos? B + 32 o cos? B + 16 cos? ß]}, 
u un 
= an | os + (o + 2 cosß) 0? sin ß 


+ ©, 6 cos B [o? + 4 o cos B + 4cos2ß]}, 


i 
= 2 
i - an GUCOSIDS 
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= =. {w, 6? sin B (o + 2cosß) + w2 20cosß[o? + 40cosß + 4 cos 2 B] 


Ay, 
+ w3 2 o sin B (o + 2 cosB) (o + 4 cosB)}, 
1 : e 
4, = GN {— 0% sin B cos B + ®,0o?cosß — w2 osinßcosß[o + 2cosß]?}, 
1 à 
D AN {2 6? [1 + cos2 B + © cos B] — o w, sin B [o? + 4 o cos B + 8 cos? f] 
+ w2 (o + 2 cos B) [4 o cos? B + o? cos B + 4cosB}}, 
1 1 
= | 6 + w, 0% (o + 2 cos f) | 


au ie 


5 


Moment um die Vorderkante der m-ten Schaufel (kopflastig positiv): 


Momie) 


\ 


il 
b 24 N cosß {On 
+ w3 © sin B [6 o? + 32 © cos B + 48 cos? B] 


C,, + iw Dy, + (2 C.) [C, + io D] ! gies idannm | 
12 6% sin B — w2 [4 o? cos B + 04] | 


+ wn (o + 2 cos B) [of + 8 6? cos B + 24 0cos?ß + 24 cos B)} ‚IM 
il 
C, = oN {— w? 0? sin B (6 cos B + o) + w3 o 13 cos2 B + © cos B) (o + 2 cos) 
by 12 Ncosp | 
+ w? [ot + 7 6% cos B + 16 0? cos? B + 12 © cos B cos 2 B] 


o* + 60° cos B + ow, 2 o? sinB 


— où (o + 2 cos B) osinB (4 cos B + o)}, 
1 
D, = rare {@, 6? (3 cos2 B + © cos B) + wo (3 sin2 B + © sin B) (o + 2 cos B)|II 
b) Schwingung tangential zur Schaufel 
Auslenkung der m-ten Schaufel: 


Ax = À,e95 irn, Ay = 0. 
Kraft auf die m-te Schaufel: 


a G P C 2 : : is I) 
Py = 9 Wi 4 (= Cy) (A, +60 B,) + (ZC) (4, +70 B,)| RE 


NRC ; Ne 
PRO Ww? A, Fr (= Ca) fa, + io b,,} ei @s—i2rn ym 


1 
A an € o* cos B + w?, o cos B [o? + 4 © cos B + 4 cos 2 B] 
— © (o + 2cosß) (2sin2 8 + osinß) o8}, 
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1 Sp 5 Se 
4, eng {o® sin B cosB + &, o? cos B + w2 sin B cos B (o + 2 GCOSD)E, 


SE 
es a ede. Gh oie Geeta, ha: 
B, = rare 2 6° sin f + w, o [o? sin $ + 26 sin2 8 + 4cosf sin2 B] 


+ w7 (o + 2 cos B) [4 cos B + 4 o cos? B + 0? cos B]}, 


=—b,, 


1 
ae aN {a° cos? + wi, o cos B (o + 2 cos B) [o cos B + cos2 B)}, 


Moment um die Vorderkante der m-ten Schaufel 


M = 9 Wia 4, (— Ca) {C,, + io D,} 


nit 

D 1 f 2 g2 (3 2 1 te 8 (3 sin 2 i 7 

“= ja {One (3 cos2 B + ocosB) + w2 (3 sin2 B + o sin B) (o + 2 cos) o}, 
1 : : 

D, = Garn {w, 6? (3sin2ß + o sin B) — w? © (o + 2 cos B) (3 cos 2 B + ocosß)}. 


c) Drehschwingungen um die Vorderkante 


Auslenkung der m-ten Schaufel: 
Ax=0, Ay = a Age rm E 
Kyaft auf die m-te Schaufel: 
| 1% = 0 w? a Ag Aj, +io Bi, + (= Ca) (44, + i © B,) etos-i2anNnm 1 


P, = eWia Ay (= Co) {ag + i wb, } eier i2rnm 
nit 


—1 N 2 j 2 2 
= 24 Ncose (17° (o + 2 cos B)? + 12 w, o sin B (o? — 8 cos? f) 


+ ©? [904+ 80 o* cos f + 192 0? + 48 o cos B (2 + 3 cos2 B) + 96 cos? PB] 
+ of [2 o% sin B + 4 (o + 2 cos) (3 o sin 2 B + o* sin f)] 
+ w4 (o + 2 cos B) [24 cos B + 24 a cos? B + 8 o? cos B + 0°]}, 


1 ; 
L, = 77773 {—6 0?sin2ß (a + 2cosß) — w, 12 o cosB (o + 2 cos cos 2 Pf) 


— 02 o sin2 B [48 cos? B + 30 a cos B + 5 0?) 
+ w3 2 o cos B (o + 2 cos B) [3 cos2 B + o cosB]}, 
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o? sin B cos B — [4 o4 + 12 0% cos B — 48 0 cos2 B cos ß] 


{ 48 

dd 24NcosB | o, 
+ ©, 40 sin B [o? + 12 o cos? B + 24 cos? B] 

— w2 [6 04+ 54 08 cos B + 192 6? cos? B + o cos B (192 + 120 cos 2 B) 


+ 192 cos? B] — w3 o sin B (o + 2 cos B) (20+ 8 cosf)}, 


1 { 1 : 2 
4 — 12 o? cos B [cos 2 B + © cosß] + 24 o sin2 B cos? B 
2 24 N cosB | - o, Zi B4 


— w, 6 cos B [10 6? cos B + o (12 + 30 cos2 B) + 48 cos B cos 2 ß] 
— w2osin2 B (o + 2 cos B) [o + 6 cosB]}, 


dy = nn {6 0? (cos28 + © cos B) — 12 w, osin2 B cosB 
+ w? © [24 cos B cos2 B + o (30 cos? B — 9) + 5 6? cos f] 
+ wo osinB (o + 2 cos) [6 cos B + o]}, 
ae es ee : 
= 4 6625 01 24C0osB) 1.6.02 112 GCOS Zap COS 
be = FEN | wp 6 sinß (e + 2 cos f) B cosß 


+ ©, 6 sin B [48 cos? B + 30 0cosß + 5 0?] 

— w2 (o + 2 cos B) [o? cos B + 3 o cos2B]}. 
Moment um die Vorderkante der m-ten Schaufel 

Mag Wi@ GAs (0, ito Dy ee = 
mit 
| 

Ge, 180 N cos 

+ @,[21 of + 195 0° cos B + (30 + 240 cos? B) o? + 180 ocosB cos2 ß] 


— w3 osin B [30 o? + 180 0 cos B + 240 cos? ß] 


3B {30 o4 + 90 0° cos B 


— wf (o + 2 cos B) [4 65 + 33 0? cos B + (60 + 45 cos2 B) o + 120 cos B]} , | 

5 = { 90 
a 180 Ncosß | a, 
+ @, 60 o sin B [o? + 40cosß + 6 cos? ß] | 

+ 7 [20 of + 180 0° cos B + (45 + 600 cos? B) o? +360 o cos B (2 + cos 2 it 

+ 720 cos?B]}. 


D 


oF sin f + 15 o?[o? + 4 o cos B + 6] 


12. Biegeflattern eines Schaufelkranzes 


Um ein einfaches Beispiel für die Behandlung des Flatterproblems ein} 
Schaufelkranzes zu geben, soll untersucht werden, ob die Schaufeln eines Kranz« 
auch bei Berücksichtigung der Luftkräfte Biegeschwingungen ausführen könne 
Dabei wollen wir annehmen, der Staffelungswinkel des Kranzes sei ß = 0, di 
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Schaufeln im Vakuum haben die Eigenfrequenz », und seien über den Fuss hin- 
weg nicht gekoppelt. Weiter sei M die Masse der Schaufel pro Spannweiten- 
einheit, und mit F,(f) werde die auf die Spannweiteneinheit der k-ten Schaufel 
wirkende Normalkraft bezeichnet. Für die Bewegungsgleichungen erhält man 
dann 


1 
Ay, = — (22.9)? Ay, + M I a saan a) AGED, ih 
dabei sind die F, selbst Funktionen der Ay,, Ay,, ..., Ays. 


Es ist zu untersuchen, ob es eine Geschwindigkeit W,, eine Frequenz » und 
z nicht sämtlich verschwindende Konstanten c,, so gibt, dass die 


et2rvt 


Ay = Cm 
bei der Geschwindigkeit W, das Gleichungssystem (12,1) befriedigen. 
Um zunächst den Zusammenhang zwischen den Auslenkungen und den Kräf- 


ten herzustellen, berechnen wir nach (3, 2b) die Fourier-Transformierten 


m=1 


Damit wird dann 


3 
1 2 pi — 4D 
Ay, =F Ir c™ erzrrt v2unnk, (12,2) 
-3+r3+1 


Zu dem Anteil cc”) e!?=r!-i2”nnk yon Ay, gehört nach Abschnitt 11 die Kraft 
m der y-Richtung 

pn = pa cr") Ww? ei Os—t22n Nk (FW Be i wo FM) (12, 3) 
nit 

pe: de Nae ey 

De a a 97 a peu 
(12, 4) 
c Ee 5 

FY) = B, + (= Ca) By + (= Ca) By,» | 


Îvobei die A und B reelle Funktionen der Gitterkonstanten 2, der reduzierten 
?requenz w und von x sind. Gemäss dem Superpositionsprinzip ist dann 


3 i 
F(t) — 0a W? D cl”) gios-i2annk (Fi) Le En) | 
—3+3+1 
seht man damit sowie mit der Zerlegung (12, 2) in die Bewegungsgleichungen 
in, so erhält man mit 


2x VC __ eae 
er 0e 77 
‚as Gleichungssystem 
| 2 cm et2anm § a2 — ot — p(FM + i © FY) $ li, MR. de Sy romana) 


—3+3+1 
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Wendet man darauf die Fourier-Transformation an, das heisst, multipliziert ma 
die k-te Gleichung mit e'?”"Mm"k und summiert über À = 1, 2,..., 3, so findet mar} 
dass | 


mio — wo — ulFM + à © FM)\}—~0 (m=—-3+34+1....,3) (124 


sein muss. Die Schaufeln des Kranzes können also dann und nur dann Biegefi 
schwingungen ausführen, wenn das Gleichungssystem (12, 5) eine nichttrivialf 
Lösung zulässt. Dies ist aber dann und nur dann der Fall, wenn es wenigsten 
eine unter den ganzen Zahlen —3+3 +1, ..., 3 so gibt, dass für diese Zahl » 


wo? — wo? — u (FM + io F®) = 0 
ist, das heisst aber 


FM =0 und of = o?+ u FM 


ist. Die erste dieser beiden Gleichungen bestimmt die kritischen w-Werte, aug 
der zweiten können dann die dazugehörigen kritischen Geschwindigkeiten b 
rechnet werden. Dabei interessiert der Wert von m, der den grössten Wert v 
@, liefert, denn «w, ist ja der kritischen Geschwindigkeit umgekehrt proportion 
Da nun w im allgemeinen klein ist!), so läuft dies darauf hinaus, ein möglich 
grosses @ zu bestimmen, für das wenigstens eines der F\® verschwindet. 

Im Fall der Biegeschwingungen ergibt sich mit 6 = 0 nach (12, 4) und A 
schnitt 11 


o + 2)4 
rie 2 To 


4 Nw n a 


Da nun im allgemeinen 


ist, so besitzt der letzte Faktor keine reelle Nullstelle, und FY) verschwindet nur fq | 


o—C, 
Gage aes —, (o = |n| 4 
(d= 2)? a 3 | 


Das Maximum wird angenommen, wenn o in der Nahe von 2 liegt. Da die Schail! 
felzahl 3 im Seen gross ist, so dürfen wir voraussetzen, dass der Wert # 
von o angenommen werden kann und erhalten als kritische reduzierte Frequenf 


1 
Nero age m 


1) Es wird an ein Gas als strömendes Medium gedacht. 
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ind mithin (falls u = 0 gesetzt wird) als kritische Abströmgeschwindigkeit 


der mit dem üblichen Auftriebsbeiwert c, für die kritische Anströmgeschwin- 
ligkeit 


R 16z%,a]/. . 1 G 2 
Wi 0, krit — 2, | i 3 ia : a Ca) . 


Damit ist also gezeigt, dass ein belasteter Schaufelkranz schon allein mit dem 
“reiheitsgrad Biegung flattern kann; wesentlich ist allerdings, dass die Schaufeln 
ie Möglichkeit haben, mit Phasenverschiebungen zu schwingen, also nicht gegen- 
eitig abgestützt sind. Weiterhin darf auch die Eigenfrequenz der Schaufel nicht 
u hoch liegent). Schliesslich ist noch zu beachten, dass in der vorliegenden 
Jntersuchung ein inkompressibles Medium und anliegende Strömung voraus- 
esetzt w = Ist die Strömung abgerissen, so schwingt der Ablösepunkt; da- 
urch erfahren auch die Luftkräfte eine Phasenyersewichung. die im allgemeinen 
ie Luftdämpfung herabsetzt. Weiter ist noch zu vermuten, dass die Kompres- 
ibilität der den Schaufelkranz umgebenden Gassäule von wesentlichem Einfluss 
st. Auf diese Frage soll in einer späteren Arbeit eingegangen werden. 
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Summary 


For an investigation on the vibration behaviour of a ring of blades of an 
xial compressor, knowledge of the aerodynamic forces on the individual blades 
| required. Since, at small gap-chord-ratio and possibly at high aerodynamic 
ading of the blades, the aerodynamic interference between the blades is not 
pgligible, a method including the interference is given for evaluating the aero- 
ynamic forces acting on an arbitrarily vibrating ring of blades. This method is 
alid for thin and slightly cambered blades, arranged orien small gap-chord ratio, 
| nonviscous bn res bie medium. 


Kingegangen: 22. August 1952.) 


1) Zu einem ähnlichen Ergebnis gelangten auch Cu. BELLENOT und J. Larive pv’Eprnay [6], 
{bei allerdings sehr stark vereinfachende Annahmen über die Luftkräfte an einem schwingenden 


itter gemacht wurden. 
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Wirbelsysteme in Schaufelgittern und Turbomaschinen 


Von WALTER TRAUPEL, Winterthur?) || 


1. Einleitung 


Uber die Wirbelsysteme, die beim Durchtritt eines Strömungsmittels durch 
eine Schaufelreihe auftreten, besteht bis heute kein klares Bild. Betrachten 
etwa ein gerades Schaufelgitter, so fliesst diesem das Strômungsmittel niema | 
mit völlig gleichförmiger Geschwindigkeitsverteilung zu, da sich an den Begreifi 
zungswanden des Zuströmkanals Grenzschichten bilden. Die Endpartien dif} 
Schaufeln werden daher langsamer angeströmt als die mittleren, weshalb auch 
die Zirkulation um die Schaufel längs ihrer Erstreckung variiert. Es wird daraiß) 
häufig gefolgert, dass, entsprechend dieser variablen Zirkulation, Wirbelschle ff 
pen von der Austrittskante stromabwärts gehen müssen — gemäss dem dritte 
Helmholtzschen Wirbelsatz — ähnlich wie beim einzelnen Tragflügel im freie 
Luftraum. Anderseits entsteht bei jeder Ablenkung einer Strömung der sog} 
nannte Sekundärwirbel, da das wesentlich durch die Kernströmung bestimm 
Druckfeld der Grenzschicht aufgeprägt wird und dort entsprechende Quer | 
wegungen herbeifiihrt. Nun stellt sich die Frage, ob es sich bei den beiden eb { 
erwähnten Wirbelsystemen tatsächlich um zwei verschiedene Effekte hand 
oder ob nur zwei Aspekte oder Erklärungsversuche ein und desselben Effekt | 
vorliegen oder ob wir gar zwei widersprechende Theorien vor uns haben, v 
denen mindestens eine falsch wäre. Ziel der folgenden Ausführungen ist es, die 
und verwandte Fragen zu analysieren. — In den Figuren werden Wirbellinid 
entsprechend Stromlinien mit Pfeilen angegeben, wobei Pfeilsinn und Drehsi 
des Wirbels durch die Rechtsschraubenregel einander zugeordnet sind. Figur 
stellt die Darstellungsweise klar. 


2. Der Einzelflügel 


Beim Einzelflügel im freien Luftraum gehen ‚bekanntlich von den Flügd : 
enden Wirbelschleppen stromabwarts, die den «induzierten Widerstand» bill 
dingen. Herbeigeführt wird diese Erscheinung durch den Druckunterschieff 
zwischen Flügelober- und -unterseite, der eine Umströmung der Flügelendef 
im Sinne der Pfeile 7, Figur 2, bewirkt. Die Luft gleitet daher, wie die Pfeileff 
zeigen, schief über die Flügeloberseite und entsprechend im entgegengesetztél} 
Sinne über die Unterseite, und von der Austrittskante gehen folglich Unstetif 
keitsflächen — das heisst Wirbelflächen — ab, wie die Pfeile 3 darstellen. 


1) Gebrüder Sulzer AG., Winterthur. 
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Man findet oft die Darstellung, wonach das Auftreten dieser Wirbelschlep- 
pen unmittelbar aus dem dritten Helmholtzschen Wirbelsatz folgt (Zirkulation 
um einen Wirbelfaden ist konstant, daher kann Wirbelfaden im Inneren der 
Flüssigkeit nicht beginnen oder enden, sondern ist in sich geschlossen oder er- 

| streckt sich ins Unendliche). Dies ist aber nicht korrekt, da der dritte Helm- 


Fig. 1 Pig. 2 
Darstellungsweise der Wirbellinien. Einzelflügel mit Wirbelsystem. 


Fig. 3 


Mathematisch denkbares Wirbelsystem am Einzelfliigel. 


holtzsche Wirbelsatz ein rein mathematisches Theorem ist; er macht eine geo- 
metrische Aussage über jedes denkbare Vektorfeld, unabhängig von jeder phy- 
sikalischen Bedeutung. Die Entstehung der Wirbelschleppe ist aber durch die 
Gesetze der Dynamik bestimmt, kann also niemals durch mathematische Uber- 
legungen allein vorausgesagt werden. In der Tat sind mathematisch auch ganz 
andere Lösungen denkbar. So könnte man etwa annehmen, der Flügel beein- 
flusse den Luftraum nur innerhalb des Bereiches seiner eigenen Spannweite, 
während alles ausserhalb Liegende unbeeinflusst bleibt. Dann bilden sich, von 
den Flügelenden ausgehend, senkrechte Trennflächen — vgl. Figur 3 — welche 
beeinflusstes und unbeeinflusstes Gebiet scheiden. Diese Lösung erfüllt, wie 
noch unabsehbar viele andere, den dritten Helmholtzschen Wirbelsatz ebenso 
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wie die Lösung nach Figur 2. Es sind die Gesetze der Dynamik, die aus det 
unabsehbaren Fiille der an sich denkbaren Lésungen diejenige nach Figur A] 
| 
| 


3. Gerades Schaufelgitter, primäres Wirbelsystem 


auswahlen. 


| 


Figur 4 veranschaulicht das Wirbelsystem einer zwischen zwel parallel 
Wänden verlaufenden Parallelströmung, deren Geschwindigkeitsprofil ebenfalls 
dargestellt ist. Es besteht aus im Bereiche der Grenzschichten quer zur Strö- 
mungsrichtung verlaufenden Wirbelfäden. | 


N°0 oo 
Boo 
N20 SN 
N So 8e 


Fig. 4 Fig. 5 
Geschwindigkeitsprofil und Wirbelsystem der Primäres Wirbelsystem der Gitterströmung. | 
grenzschichtbehafteten Parallelströmung. 


Wir betrachten nun eine solche Strömung, die in ein gerades Schaufelgitte 
eingeleitet und dort umgelenkt wird, um wieder als Parallelströmung fortzu-f 
strömen (Figur 5). Die im Bild gezeigten Wirbellinien repräsentieren die Wirbel4 
fäden der Grenzschicht der unteren Begrenzungsebene. Auf der Zuströmseit 
kommen sie aus dem Unendlichen und steigen dort, wo sie auf ein Schaufel 
profil auftreffen, an diesem hoch — entsprechend der Grenzschicht am Schaufel 
profil selbst — und gehen schliesslich der oberen Begrenzungsfläche entlang in 
Unendliche zurück. Genau so verlaufen die Wirbelfäden auf der Austrittsseite | 
Innerhalb der Schaufelkanäle sind die Wirbelfäden geschlossene Ringe, die! 
an der Saugseite des Profils auf- und an der Druckseite absteigen. | 

Bei endlicher Grenzschichtdicke erfüllen die Wirbelfaden den Raum stetig 
und schrumpfen in Unstetigkeitsflächen zusammen, wenn die Grenzschicht- 
dicke gegen Null strebt. In diesem Grenzfall springt also die Geschwindigkei 
unmittelbar an den Wandflächen auf Null, was auch bei reibungsfreier Strö- 
mung so gedacht werden muss, soll die Kuttasche Abflussbedingung erhalte | 
und das d’Alembertsche Paradoxon vermieden werden. — Bei endlicher Grenz- 
schichtdicke fällt die Zirkulation um das Profil gegen die Schaufelenden hi 
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stetig auf Null ab. Daraus folgt nach dem dritten Helmholtzschen Wirbelsatz 
noch keineswegs, wie oft falschlicherweise geschlossen wird, dass von der Schau- 
felaustrittskante Wirbelschleppen abgehen miissen. Dies ware eine physika- 
lische Aussage, und eine solche kann aus dem genannten Theorem niemals 
gewonnen werden. Wie es im vorliegenden Falle erfüllt wird, zeigt eben Figur 5, 
und es muss dazu vom mathematischen Standpunkt aus nichts Weiteres bei- 
gefiigt werden. Mit der Annahme der Existenz der grenzschichtbehafteten 
Strömung ist auch die Existenz des dargestellten Wirbelsystems denknotwendig 
gegeben, denn dieses ist ja nichts anderes als eine besondere Art der mathema- 
tischen Beschreibung des Vorausgesetzten. 

Wir nennen das hier beschriebene Wirbelsystem das primäre, da es ja mit 
dem Vorhandensein der Strömung zugleich schon besteht, und zwar - in beson- 
derer Form — selbst im Grenzfall der Potentialströmung. 


4. Sekundäres Wirbelsystem 


Betrachten wir wieder die Strômung durch das gerade Schaufelgitter mit 
Grenzschichten an den ebenen Begrenzungswänden. Innerhalb des gekrümmten 
Schaufelkanals sind die in der Grenzschicht strömenden Flüssigkeitsteilchen 
den im Kanal herrschenden Druckgradienten ausgesetzt, doch sind ihre Ge- 
schwindigkeiten nicht so gross, dass beim Fortschreiten auf ungestörten Bahnen 
dynamisches Gleichgewicht entstände. Daher werden die wandnahen Teilchen 
in Richtung des Druckgefälles seitlich abgedrängt, das heisst also nach der 
Saugseite hin. 


| Fig. 6 


| Sekundärwirbelsystem der Gitterströmung. 


Das entsprechende Wirbelsystem zeigt Figur 6, in welcher wieder das Wir- 
belsystem längs der unteren Begrenzungsebene dargestellt ist. Über den Quer- 
schnitt eines einen Schaufelkanal erfüllenden Stromfadens ist die Stärke des 
Sekundärwirbels in bestimmter Weise stetig verteilt, wie in Figur 65 und c 


| 
302 WALTER TRAUPEL zul | 


veranschaulicht. Nach Austritt aus dem Schaufelkanal erhalten die gegen; 
seitigen Begrenzungsflächen dieser Stromfaden den Charakter von Diskonti} 
nuitätsflächen (vel. ebenfalls Figur 65 und ce). | 

Berechnen wir nun die Zirkulation der Sekundärströmung längs einer Kon] 
trollkontur der Art ABCD (Figur 7). Sie ist 


B D 
ar = | u dx + v(B) dy aa u dx — v(A) dy 
A C 
B B , 
[ U 
— | udx + v(B)dy — / (x a dy) dx — v(A) dy. 


À 


Da sich das Kontrollgebiet gerade über eine Teilung erstreckt, ist v(B) = v(A)| 
Ferner ist gemäss der Kontinuitätsgleichung Ou/0y = — Ov/0x. Folglich wird} 


Gleichung (1) 
B B 


al = dy | oY dx = dy Fi dv =[v(B) — v(4)] dy = 0. A | 
Fa A 


Ist aber d/’ = 0, so muss die Wirbelstärke des in der Kontrollkontur liegende 
Teiles der Trennfläche entgegengesetzt gleich der Wirbelstarke der gesamte 
Sekundärströmung innerhalb derselben Kontur sein. 

So gelangen wir zu der in Figur 6a dargestellten Gesamtstruktur des Wir 
belsystems. Aus dem Unendlichen austrittsseitig laufen unendlich dünndı 
Wirbelschichten an die Profilaustrittskanten heran, zerteilen sich hier un 
folgen den beiden Schaufeloberflächen. Längs diesen werden die Wirbelschich 
ten immer schwächer, da von ihnen aus stetig verteilte Wirbel ins Innere do 
Strömung abzweigen und schliesslich in Abströmrichtung wieder ins Unendliche 
verlaufen. Diese letzteren sind die eigentlichen Sekundärwirbel. Beim Durch+f 
strömen des Schaufelkanals wird die Sekundärwirbelstärke immer grösser Jf 
doch liegt keine Entstehung der Wirbelstärke im Inneren der Strömung vor - 
das wäre ja durch den dritten Helmholtzschen Wirbelsatz ausgeschlossen =, 
sondern die Wirbelfäden dringen, wie beschrieben, von den längs den Schaufel-J 
flächen verlaufenden Wirbelschichten her in den Raum ein. Die Existenz dieser} 
Wirbelschichten und ihre Veränderlichkeit längs der Schaufelfläche ist gegeben 
durch das Gleiten der in Strömungsrichtung sich verstärkenden Sekundärbewe-Î 
gung an dieser Fläche. | 

Die gesamte Zirkulation des Sekundärwirbelsystems nach Austritt aus der 
Schaufelung ist, wie gezeigt wurde, Null. Die Trennflächen, die übrigens instabilf 
sind, werden sich in Wirklichkeit schliesslich zufolge der Zähigkeit in der Stré-] 
mung auflösen, womit aber gerade wieder die Sekundärbewegung «ausgelôschti] 
wird. So schliesst bei der zähigkeitsbehafteten Flüssigkeit das ganze Wirbel-} 
system im Endlichen in sich zuriick. 
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Die Starke der an die Austrittskanten anschliessenden Wirbel hat keinen 
unmittelbaren Zusammenhang mit der Abnahme der Zirkulation gegen die 
Schaufelenden zu. SQUIRE und WINTER!) haben unter vereinfachenden An- 
nahmen (kleine Kanalbreite, keine Beschleunigung oder Verzögerung, Vernach- 
lässigung der Reibung) die Stärke des über den Querschnitt stetig verteilten 


Kontrollkontur zur Bestimmung der Wirbelstärke der Trennfläche. 


Sekundärwirbels berechnet und fanden 


Ow 


C= 20, (3) 


wo # der Umlenkungswinkel ist und 0w/0z der örtliche Geschwindigkeitsgra- 
dient in der Grenzschicht an der ebenen Begrenzungswand. Die Theorie macht 
die Annahme, dass 0w/0z nur vom Wandabstand abhänge. Berechnungen unter 
allgemeineren Voraussetzungen werden bei HAWTHORNE?) durchgeführt, doch 
können alle diese Rechnungen nur als erste Näherung betrachtet werden. Ein- 
fache, allgemein und streng gültige Aussagen lassen sich jedenfalls nicht machen. 


5. Für veränderliche Zirkulation entworfene Schaufelung 


Oft müssen Schaufelungen von Turbomaschinen so entworfen werden, dass 
selbst in reibungsfreier Strömung keine Konstanz der Zirkulation längs der 
Schaufel besteht. Im geraden Schaufelgitter, wo die Verhältnisse leichter über- 
Jlickbar sind, lässt sich dieser Fall dadurch reproduzieren, dass man die Schau- 
eln hier, wo ohne Verdrehung eine konstante Zirkulation erreicht wird, ver- 
Ireht. Figur 8 zeigt ein solches Gitter, bei dem, wie der Grundriss b zeigt, die 
\blenkung und damit die Zirkulation gegen oben kleiner wird. Das Strömungs- 


1) H.B. Squire und K. G. Winter, The Secondary Flow in a Cascade of Airfoils in Non- 
miform Stream, J. aeron. Sci. 18, Nr. 4, 271 (1951). 

2) W. R. HAWTHORNE, Secondary Circulation in Fluid Flow, Proc. Roy. Soc. London [A] 206, 
74 (1951). 
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mittel sei reibungsfrei, und es herrsche vor dem Gitter Potentialstromung}} 
Betrachten wir ein Flüssigkeitsteilchen während seines Durchtrittes durch da 
Gitter, so folgt aus dem Thomsonschen Satz von der Erhaltung der Zirkulatio 
dass es das Gitter drehungsfrei verlassen muss, da es drehungsfrei eingetretei 
ist, dass also mithin die Strömung auch nach dem Gitter eine Potentials | 


mung IST 


oa 


Fig. 8 


Gitter mit variabler Zirkulation und wirbelfreier Anströmung. 


Der Seitenriss (Figur 8c) ist ein Schnitt in der Ebene E (siehe Grundriss A 
durch den aus einem Schaufelkanal austretenden Stromfaden. Durch die ve | 
schiedene Lange der Pfeile 7 und 2 ist angedeutet, dass die entsprechend 
Geschwindigkeitskomponente gemäss der unterschiedlichen Ablenkung obeil 
kleiner ist als unten. Dieser Geschwindigkeitsunterschied, multipliziert mit de! 
Schaufelteilung, ist gleich dem Unterschied der Zirkulation des untersten un 
obersten Schaufelprofils. Nun muss anderseits die Zirkulation um den ganze 
Querschnitt des Stromfadens Null sein, da ja Potentialströmung vorliegt 
Daher müssen an den beiden anderen Begrenzungsflächen des Stromfaden! 
Quergeschwindigkeiten auftreten, gekennzeichnet durch Pfeile 3 und 4, derart 
dass ihre Wegintegrale entgegengesetzt gleich dem obgenannten Produkt au: 
Geschwindigkeitsdifferenz und Teilung sind. So werden die gegenseitigen Be 
rührungsflächen der aus den einzelnen Schaufelkanälen austretenden Stro 
fäden zu Unstetigkeitsflächen, und zwar ist nach der eben durchgeführten 
Überlegung die Zirkulation einer solchen Unstetigkeitsfläche gleich dem ge 
samten an einer Schaufel auftretenden Zirkulationsunterschied. 
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Hier haben wir also den Fall vor uns, wo in exakter Analogie zum Einzelflügel 
yon der Austrittskante eine Wirbelschicht abgeht, deren Starke durch den Zir- 
<ulationsunterschied an der Schaufel gegeben ist. Figur 8a zeigt den Verlauf 
ler Wirbellinien im Aufriss. Die Stromlinien 5 und 6 biegen in der gezeigten 
Weise ab und bewirken damit auch ein entsprechendes Abbiegen der längs der 
Schaufel verlaufenden Wirbellinien. Diese letzteren münden damit zum Teil in 
lie Austrittskante ein und laufen in der Wirbelschicht stromabwärts fort. Die 
Existenz dieses Wirbelsystems wurde hergeleitet ausgehend vom Thomsonschen 
Satz, der eine unmittelbare Folge der dynamischen Bewegungsgleichung für 
ähigkeitsfreie Flüssigkeit ist. 

Man beachte, dass die Ausführungen dieses Abschnittes zugleich für den 
“all eines Spaltes zwischen Schaufelende und Begrenzungswand gelten. Ein 
olcher Spalt ist ja grundsätzlich nichts anderes als ein «Stück Schaufel mit der 
Zirkulation Null». 


6. Schaufelung bei wirbeldurchsetzter Anströmung 


Figur 9 zeigt das Gegenbeispiel der oben behandelten Strömung. Einem 
schaufelgitter strömt das reibungsfrei vorausgesetzte Strömungsmittel mit 
ängs der Schaufelhöhe variierender Richtung zu, zum Beispiel unten gemäss 
len gestrichelten Stromlinien 7, in der Mitte entsprechend den ausgezogenen 
Anien und oben gemäss den gestrichelten Stromlinien 2, wobei die Grösse der 


Fig=9 
Gitter mit variabler Zirkulation und wirbeliger Anstrômung. 

| 

juströmgeschwindigkeit über die Schaufelhöhe konstant sei. Die Schaufelung 
2i so gestaltet, dass die Austrittsrichtung — abgesehen von schwachen, durch 
Ilfällige Wirbelbewegungen bedingten Quergeschwindigkeiten — konstant sei. 
| Die Änderung des statischen Druckes beim Durchströmen des Gitters ist für 
Ile Flüssigkeitsteilchen gleich gross, da ja in den Räumen vor und nach dem 
ritter ausgeglichener Druck herrscht. Nach BERNOULLI ist daher die Abstrôm- 
eschwindigkeit für alle Teilchen gleich, weil dies auch für die Zuströmgeschwin- 
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digkeit gilt. Könnte das Gitter eine vollkommen unveränderliche Austrittsrich] 
tung erzwingen, so läge am Austritt eine Potentialströmung vor, und die Schau 
felung würde folglich die zuströmenden Wirbel «aufschlucken». Nach dem Thon 
sonschen Satz können aber die einzelnen Flüssigkeitsteilchen bei Reibungsfre 
heit ihre Drehung nicht verlieren, so dass die Wirbelfäden mit unveränderliché 
Stärke das ganze Gitter durchsetzen (vgl. die ausgezogenen Linien 3). Dj 
Stromfaden, die aus den einzelnen Schaufelkanälen austreten, sind also wirbe 
durchsetzt und grenzen durch Trennflächen 4 aneinander an. Durch entspre 
chende Schaufelgestaltung kann erreicht werden, dass die Zirkulation eine 
solchen Trennfläche entgegengesetzt gleich derjenigen des aus einem Schaufe} 
kanal austretenden Stromfadens ist. Die resultierende Zirkulation der austretea} 
den Strömung ist dann Null, obwohl sie keine Potentialströmung ist. Mit Ruclf 
sicht auf die Verluste in Schaufelungen ist es wichtig, aus dieser Überlegung a 
erkennen, dass eine Schaufelreihe einer wirbeldurchsetzten Strömung der hid 
angenommenen Art ihre Wirbel nicht einfach auf reversiblem Wege entziehg | 
kann, sondern sie kann nur Gegenwirbel in die Strömung abgehen lasse: 
welche durch Reibungseffekte die ursprünglichen Wirbel zum Verschwinde 
bringen. Die Zirkulation der Trennfläche ist hier wiederum gleich dem Zirkt 
lationsunterschied der beiden Endprofile der Schaufel, und die Gestalt des e 
sprechenden Wirbellinienbildes ist grundsätzlich die in Figur 8a angegebene. 


7. Wirbelverluste 


Trotz der Kompliziertheit der Vorgänge kann man doch qualitative A 
sagen über die Wirbelverluste machen. Betrachten wir zuerst den Sekundälf 
wirbel. Für ein nur ablenkendes (nicht die Geschwindigkeit änderndes) Gitt 
fanden SQUIRE und WINTER Gleichung (3) als Näherungsausdruck für die Wil 


belstärke ¢. Figur 10a veranschaulicht den senkrechten Querschnitt, durch d | 
Î 


aus einem Schaufelkanal austretenden Stromfaden, dessen Höhe gleich Z ur 


dessen Breite gleich a ist. Ist die Gestalt des Geschwindigkeitsprofils gegebe | 
de Grenzschichtdicke also proportional /, so ist 0w/0z umgekehrt proportiona 
und proportional der Geschwindigkeit w, in der Mitte des Stromfadens. All | 
wird | 


pao te. 


Die längs der Kontur ABCD gebildete Zirkulation I” ist das über die entsp | 
chende Fläche erstreckte Integral von £, so dass die Proportionalitat 


l'-all-duw,a 


gilt. Anderseits ist /” proportional den linearen Abmessungen und proportion 
den durch die Wirbelverteilung induzierten Geschwindigkeiten, für die ein § 
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rgendeinem festen Punkt vorhandener Wert w’ als Charakteristikum eingesetzt 
verden kann. Es ist daher I’ aw’ und somit aus (5) 


aw ~twa. (6) 


schliesslich ist der durch die Wirbelbewegung gegebene relative Verlust Z (kine- 
ische Energie der Wirbelbewegung) proportional (w’/w,)?, also nach (6) 


Z~ 8. (7) 


Dieses Resultat gilt zwar nur unter den vereinfachenden Voraussetzungen 
ler Theorie von SQUIRE und WINTER, doch kann daraus der ganz allgemeine 


LL 


Y 
Bi ic 


a b 
Fig. 10 
Kontrollkonturen zur Bestimmung des Energieverlustes durch Sekundärstrômung. 


a Für extrem schlanke Schaufeln; 
b für extrem gedrungene Schaufeln. 


chluss gezogen werden, dass der durch den Sekundärwirbel bedingte Verlust 
ait zunehmendem Ablenkungswinkel sehr stark ansteigt. Eine allgemeine Er- 
enntnis lässt sich ferner gewinnen über den Einfluss des Erstreckungsverhält- 
isses der Schaufeln. Wir nehmen an, die Gestalt des Gitters im Schnitt parallel 
a den Begrenzungsebenen sei gegeben, hingegen werde das Verhältnis der 
chaufelhöhe zur Sehnenlänge (Erstreckungsverhältnis) variiert. Die Gestalt 
es Geschwindigkeitsprofils sei ebenfalls vorgegeben. 

Figur 10a und b sind senkrechte Schnitte durch aus einem Schaufelkanal 
ustretende Stromfäden, und zwar entspricht Figur 10a extrem schlanken, 
igur 105 extrem gedrungenen Schaufeln. Betrachten wir in beiden Fällen die 
irkulation /’ längs der Kontrollkontur ABCD, so ist sie 


B C D A 


T= al [was+ [w ds+ [ wids+ [ai as, (8) 
À B (© D 


obei w; die zur Kontur tangentiale Komponente der Sekundärgeschwindig- 
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keit w’ ist, s der Integrationsweg und £ der über die Fläche ABCD gebildet 
Mittelwert der Wirbelstärke. | 

Beschränken wir die Betrachtung zuerst auf den Fall nach Figur 10a, s; 
können im Ausdruck (8) die Integrale von B nach C und von D nach A nahef 
rungsweise vernachlässigt werden, da hier der Integrationsweg kurz und gleich; 
zeitig der Integrand klein ist. Die beiden restlichen Integrale ergeben zusamme! | 
1 ©, wo ®, der Mittelwert von w} über die betrachteten Strecken ist, also 


a al=1@,. ( 
Nun setzen wir 
= Ow Wy OW 
"Pro 1 One G 


wo W = w/w,, z* = z/l. Bei gegebener Gestalt des Geschwindigkeitsprofils 14]! 
dann 0W/0z* von den absoluten Abmessungen des Systems unabhängig. D 
Ansatz (10) ist eine Verallgemeinerung der Formel von SQUIRE und WINTHH 
und dürfte in dieser Form wohl unter sehr allgemeinen Voraussetzungen mit] 
destens näherungsweise zutreffen. Mit (10) ist (9) in der Form 


10, OW 
we 


~ D, (1 


darstellbar. Fiir eine gegebene Gestalt des Gitters und des Geschwindigkeit: 
profils wird dann der Verlust 
ee uf 

a ( 


oder, da anderseits die Sehnenlange s des Profils proportional a ist 


vor, so verschwinden praktisch die Integrale von A bis B und C bis D, und diff 
beiden anderen ergeben zusammen 2 a w,. Folglich tritt an die Stelle von (| 


Z—al=2ai,, a} 
wahrend (11) zu ersetzen ist durch 


ow aes 
AR (1! 
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Jamit wird aber das für den Verlust massgebende Verhältnis w,/w, unabhängig 
om Erstreckungsverhältnis, das heisst, wir haben ein konstantes Z: 


ARE ER (16) 


Überblickt man (13) und (16), so erkennt man, dass der Verlust Z vom Er- 
treckungsverhältnis s/J abhängt, gemäss einer Funktion, die durch die Kurve 
er Figur 11 qualitativ dargestellt ist. Für sehr kleine s/l, also sehr schlanke 


z! 
FEE à = À nz 
(6) > 
0 Ss 
l 


Fig. 11 


Verlauf der Wirbelverluste in Funktion des Erstreckungsverhältnisses. 


chaufeln, hat die Kurve den Charakter einer quadratischen Parabel, geht aber 
ir sehr grosse s//, also gedrungene Schaufeln, asymptotisch in den Wert Zax 
per. 

| Bekanntlich bestehen widersprechende Behauptungen darüber, ob das Er- 
reckungsverhältnis den Wirkungsgrad einer Schaufelung massgebend beein- 
asse, wobei sich diese Behauptungen alle auf Messergebnisse stützen. Beachtet 
an den Verlauf der Kurve der Figur 11 und den durch (7) wiedergegebenen 
hsammenhang, so wird dies verständlich. Es gibt Fälle, wo der Einfluss von 
} gering oder der ganze durch Sekundärwirbel bedingte Verlust nach (7) sehr 
ein ist (zum Beispiel Axialverdichter, Kaplan-Turbine) und andere, wo das 
egenteil zutrifft. 

| Die Überlegungen, die zur Kurve der Figur 11 führen, gelten übrigens auch 
r Verluste, wie sie durch die in Abschnitt 5 und 6 behandelten Strömungs- 
rmen bedingt sind. In der Tat können die Betrachtungen über die Zirkulation 
‘ebensowohl an Kontrollkonturen durchgeführt werden, welche den ganzen 
's einem Kanal austretenden Stromfaden umspannen. Die Relation (10) be- 
>ht allerdings nicht mehr, doch tritt an ihre Stelle eine der Form 


| im So, (17) 


| 
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wo p eine Grösse ist, die nur von der gesamten Anderung der Zuströmrichtu | 
bzw. der Gittergestalt längs der Schaufelhöhe abhängt. Wichtig ist an (17), di 
Lim Nenner steht, was darauf beruht, dass die Wirbelstärke proportional qf 
Änderung der Zirkulation (um die Schaufel) pro Längeneinheit ist. Von ( 
aus gelangt man zu (13) und (16) genau gleich wie von (10) aus. 

Beachtlich ist, dass man mit dieser Überlegung auch den in Abschnit! | 
behandelten Fall mit umfasst, obwohl dort überhaupt keine über den Querschn 
stetig verteilte Wirbelstärke vorhanden ist. Würden nämlich die durch ! 
Pfeile 3 und 4 in Figur 8c angedeuteten Querbewegungen nicht auftreten, f 
läge eine wirbeldurchsetzte Strömung vor, und die genannten Querbewegungfi 
bestimmen eine genau entgegengesetzte Wirbelverteilung ¢, welche gerade I 
Wirbelfreiheit wiederherstellt. Es ist diese Wirbelverteilung ¢, auf die ob 
Überlegungen anzuwenden sind, denn diese Querbewegungen werden in na | 
folgenden Schaufelungen nicht ausnutzbar sein, sondern ihre kinetische Ene 
wird durch Reibung aufgezehrt werden. 

Selbst die Beziehung (7) hat ein Analogon im Falle der in Abschnitt 5 un 
behandelten grenzschichtfreien Strömungen mit längs der Schaufel variieren 
Zirkulation. In der Tat sind ja die Quergeschwindigkeiten proportional 
Veränderlichkeit der Zirkulation, wie aus dem dritten Helmholtzschen Wirli 
satz folgt. Damit wird aber der Energieverlust proportional dem Quadrat 
Veränderlichkeit der Zirkulation. Hier mag es zunächst scheinen, als sei e 
physikalische Schlussfolgerung aus einem rein mathematischen Satz gezo 
worden, doch trifft dies nicht zu, denn die Überlegung wird nur dadurch ml 
lich, dass wir die Struktur des Wirbelsystems kennen, und diese wurde 4 
physikalischen Gesetzen erschlossen. Die quadratische Abhängigkeit der V | 
luste von der Variation der Zirkulation längs der Schaufel bedeutet, auf « 
Turbomaschinenbau übertragen, dass fehlende oder falsche Verdrehung 
Schaufeln den Wirkungsgrad nur ganz unmerklich beeinträchtigen, sofern 
Fehler nicht allzu gross ist. Nach der Kurve der Figur 11 trifft dies in beson 
hohem Masse für schlanke Schaufeln zu. Zusätzliche Verluste entstehen 
solchen Fällen, wenn überhaupt, so in erster Linie durch ungünstiges Anstrôn 
einzelner Schaufelprofile und damit verbundene Strömungsablösungen. 


| 
| 
| 


8. Ubertragung auf die Turbomaschine 


Die Verhältnisse in der Schaufelung einer Turbomaschine weichen in dreie! 
Hinsicht von denen im geraden Schaufelgitter ab. | 

Erstens ist die Strömungsform, die beim Gitter als idealer Grundfall gif 
Richtung und Grösse der Geschwindigkeit sowie Druck sind überall längs ff 
Schaufelhöhe konstant —, kein möglicher Gleichgewichtszustand mehr. An iff 
Stelle tritt die im englischen Sprachgebrauch als «free vortex flow» bezeichrill 
Strömung: Axialkomponente über die Schaufelhöhe konstant, Umfangskom | 
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nente c, längs des Radius 7 variierend gemäss 7 c, = const. Abweichungen 
gegenüber den oben durchgeführten Überlegungen entstehen dadurch nicht, 
denn man hat nur die Strömung 7 c, = const als idealen Grundfall zu nehmen 
und Abweichungen hiervor in genau gleicher Weise zu betrachten, wie das oben 
für das gerade Gitter geschah. 

Zweitens tritt als weiterer Effekt hinzu, dass die Grenzschichten an den 
Laufschaufeln unter dem Einfluss der Fliehkraft nach aussen abgedrängt wer- 
den. Damit überlagert sich den bisherigen Wirbelströmungen noch eine weitere, 
deren Mechanismus demjenigen der gewöhnlichen Sekundärströmung analog 
ist. Die Bedeutung dieses Effektes wird übrigens häufig überschätzt, denn die 
Spuren, welche die Strömung oft an bestaubten Laufschaufeln hinterlässt, 
zeigen, dass die Grenzschichten nur verhältnismässig wenig auszentrifugiert 
werden. 

Eine dritte Abweichung — die weitaus schwerwiegendste — besteht darin, 
lass die hier durchweg vorausgesetzte stationäre Strömung bei der Turbo- 
maschine höchstens im ersten Schaufelkranz verwirklicht ist. Schon die dem 
zweiten Schaufelkranz zufliessende Strömung hat (relativ zu diesem) einen 
xomplizierten periodischen instationären Charakter. Was die Turbomaschinen- 
-heorie bis heute tut — ohne es ausdrücklich zu sagen, meist wohl ohne sich über- 
qaupt darüber im klaren zu sein - ist folgendes: Man betrachtet diese ganzen 
nstationären Schwankungen als eine Art grobe Turbulenz, welche sich einer 
stationären Grundströmung überlagert. Wenn der Charakter dieser stationären 
Grundströmung durch diese «geordnete Grobturbulenz» nicht massgebend be- 
:influsst wird — das hat man bisher angenommen -, dann lassen sich alle oben 
lurchgeführten Überlegungen ohne weiteres auf die Turbomaschine übertragen. 
Ib aber diese Annahme zulässig ist, bleibt dahingestellt. Dafür spricht lediglich 
lie Tatsache, dass grobe, unerklärliche Abweichungen zwischen der Erfahrung 
ınd sonst gut fundierten Theorien im Turbomaschinenbau kaum aufgetreten 
ind. 


Summary 


When a fluid is flowing past rows of deviating blades, such as used in turbo 
nachines, different vortex systems will arise. These vortex systems are largely 
ininvestigated and so far there has not even existed any survey of the pheno- 
nena to be expected. An attempt is made to give such a survey. 


Eingegangen: 10. Februar 1953.) 
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Optimale Rechengenauigkeit bei Rechenanlagen mit $leitendem | 
Komma | 


Von KLAUS SAMELSON und FRIEDRICH L. BAUER, München!) 


§ 1. Problemstellung 


Für die Darstellung von Zahlen in programmgesteuerten Rechenautomatel| 
sind zwei Varianten unter den Stichworten «festes Komma» und «gleitendef: 
Komma» bekannt?). 

Beim Rechnen mit gleitendem Komma werden die Zahlen in der Maschiri 
selbst halblogarithmisch, das heisst in der Form x 2", x<1, dargestellt?). Dif 
bei festem Komma notwendigen umständlichen Vorbereitungen zur Feststellur 
des angemessenen Zahlenbereichs oder Programmierungsmassnahmen, die e 
Überlaufen des Rechenwerks verhindern, fallen dabei weg. Die Maschine errechn 
automatisch den jeweils gültigen Skalenfaktor, der sich im Exponenten ausdrüc 
und üblicherweise nach jeder arithmetischen Operation durch die Forderur 
1/2 < x<1 für die Mantisse x neu festgelegt wird. 

Bekanntlich werden dadurch häufig, etwa bei der Subtraktion nahezu gleich 
Zahlen, die letzten, mit Ungenauigkeit (zum Beispiel Rundungsfehlern) behañ 
teten Stellen unter Vortäuschung einer nicht vorhandenen Genauigkeit weit nadff 
links gerückt. Um dies zu verhindern, muss man die Forderung 1/2 < x falle 
lassen. Vielmehr hat die Maschine selbst (gegebenenfalls nach Anweisung dura 
das Programm) die Genauigkeit des Ergebnisses jeder arithmetischen Operatidi 
abzuschätzen und die Mantisse entsprechend zu verschieben. Dadurch wird hi 
der Exponent des Ergebnisses festgelegt. Die erstmalige Fixierung des Dualexp 
nenten bei der Zahleneingabe ist Sache der Umrechnungsroutine und wird in 
dieser Arbeit behandelt. 


82. Diskussion des Abbrechfehlers 


Ausdrücklich betont werden soll, dass die von der Maschine durchzufiihrend@ 
Abschätzung sich nur auf die einzelne Rechenoperation bezieht. Die Fortpflai 
zung von Ungenauigkeiten in den Eingabewerten und von internen Rundungif 
fehlern durch längere Serien von Rechenoperationen hindurch kann wohl kau 
von der Maschine selbst kontrolliert werden und wird daher hier nicht diskutierif} 

Dementsprechend wird bei der Untersuchung der arithmetischen Operaticht 
die Annahme gemacht, dass die Mantissen der beiden der Maschine jeweils z1l} 
Verfügung stehenden Operanden nach einem der in RSS. $ 3.6, angegebenen Ve | 
fahren richtig gerundet sind und infolgedessen einen Fehler tragen, der etw 


dem Verfahren b maximal die halbe Einheit der letzten angegebenen Stelle b N 


1) Mathematische Arbeitsgruppe für Rechenanlagen der Technischen Hochschule Münch« i 
2?) Vgl. zum Beispiel den Bericht von H. RUTISHAUSER, A. SPEISER und E. STIEFEL, ZAMP* 
277, 339 (1950); 2, 1, 63 (1951). (Zitiert: RSS.) Lil 
3) Wir beziehen uns der Einfachheit halber stets auf das reine Dualsystem. | 
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betragt. Das formale Ergebnis der Rechenoperation ist dann mit einem gewissen 
E Hler F, der Mantisse behaftet. Besitzt es mehr Stellen als die Operanden, so 
soll die Ann des Fehlers von der Maschine zur Bestimmung der Zahl 
der brauchbaren benützt werden. 

Es ist selbstverständlich, dass der zusätzliche Rundungsfehler ie, Glen Glas 
Abbrechen des formalen Ergebnisses mit sich bringt, von der ae Grössen- 
ordnung ist wie der Fehler F,. Das Ergebnis trägt also einen Gesamtfehler, der 
stets grösser als F, ist und a etwa das Doppelte davon beträgt. Es kann 
aber von per Maschine bei der nächsten Rechenoperation nur als richtig gerundet 
behandelt werden. Ein allmähliches Akkumulieren des Gesamtfehlers, wie es sich 
auch hier ergibt, kann demnach prinzipiell nicht verhindert werden, wenn man 
nicht stets so abbricht, dass F, gegen F, zu vernachlässigen ist. Dies würde jedoch 
den Verlust einer ganzen Boe So hes Stellen bei jeder Operation bedeuten, 
wie er zum Beispiel bei der Multiplikation mit festem Komma auftritt, wenn beide 
Faktoren klein gegen 1 sind. 


§ 3. Die arithmetischen Operationen 


Der obenerwähnte Fehler F, ist nun für die Grundrechenoperationen “with 
the machine’s eye-view’’ abzuschätzen. Dabei ist an eine Parallelmaschine mit 
N Mantissenstellen gedacht. Die Operanden seien mit 


z=(*+4xr)2" und 2,=(y+ Ay) 2” 


Jezeichnet. x und y sind die als Rechengrössen zur Verfügung stehenden Man- 
cissen, Av und Ay die Rundungsfehler, deren Beträge voraussetzungsgemäss 
jeweils höchstens den Wert 2-(N+1) haben. 


a) Addition und Subtraktion 


Vor Beginn einer Addition oder Subtraktion sind nötigenfalls die Exponenten 
anzugleichen, selbstverständlich durch Erhöhung des kleineren mit gleichzeitiger 
Rechtsverschiebung der zugehörigen Mantisse und Rundung auf N Stellen, zum 
Beispiel für n< m 

x 2n+ y 2 ei (x DH m) 2m + L y am | 


Die bei dem iiblichen Verfahren eventuell anschliessende Linksverschiebung der 
Summe unter Nachholung von Nullen ist zu unterlassen. Der Gesamtfehler 
Jeträgt maximal eine Einheit der letzten Stelle, ist also höchstens gleich 2 Fy. 
b) Multiplikation 

| 
_ Für den Fehler A, gilt bis auf Grössen zweiter Ordnung 
| — | 217 ae =< (|| + yl) FU) SS Max (|#15151) 2° 
Sei etwa are < |y| und 2-(+1) < |y|< 2-*, das heisst, |y| habe genau À Nullen 
unter dem Komma. ns ist FR < 2-(N+k), Abzubrechen ist dementsprechend 
inter der (N + À — 1)-ten Stelle: der Gesamtfehler ist kleiner als 2 Fj. 

Die (N + k — 1)-te Stelle befindet sich im allgemeinen in MR. Es sind also 
> — 1 Linksverschiebungen aus MR nach AC ce a on Dies ist stets mög- 
ich, da voraussetzungsgemäss das Produkt mindestens 2 k Nullen hinter dem 


<omma enthält. 
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c) Division 


Für den Quotienten 2,/z, muss |x|< |y| vorausgesetzt werden, damit did] 
Durchführbarkeit der Division gewährleistet ist. Dies ist gegebenenfalls vorhe 
durch Rechtsverschiebung der Zählermantisse zu erzwingen. 

Für F, ergibt sich in erster Ordnung 


Er | 
Ro 42-4 4y| S77 (1+ 45 )2-on < 


Sei wieder 2-@+) <|yl<2 6, dann st/1/ yes 2'* also, He RS 
Abzubrechen ist also hinter der (N — k — 2)-ten Stelle, die in AC liegt. Demnach 
sind k + 2 Rechtsverschiebungen durchzuführen. Der Gesamtfehler beträgt wie! 
der höchstens 2 FR. 

Die angegebenen Abschätzungen für Æ sind unter Umständen um einen 
Faktor 2 zu grob, soweit sie von der Zahl k der Nullen von |y| hinter dem Kommä 


abhängen, für |x| <|y| sogar nahezu um einen weiteren Faktor 2. Da überif 


Grenzen ist, könnte man daran denken, in der Regel bei der Multiplikation 
Linksverschiebungen, bei der Division k + 1 oder gar nur k Rechtsverschiebungen 
des Zwischenergebnisses durchzuführen und zusätzliche Rechtsverschiebunger 
nur bedarfsweise einzuprogrammieren. Dies wäre auch deshalb zweckmässig, wei 
der Fehler A, auf die Hälfte zurückgeht, wenn einer der beiden Operanden (b 
der Addition derjenige mit dem grösseren Exponenten) exakt ist. 

Sind beide Operanden exakt, so kann angenommen werden, dass sie unter} 
Ausnützung der vollen: Stellenzahl, also ohne Nullen hinter dem Komma, vor 
liegen. Das Ergebnis steht dann von selbst richtig. 


84. Technische Durchführung 


Abschliessend soll diskutiert werden, durch welche Massnahmen die Maschindf. 
nach jeder Rechenoperation die richtige Lage der Mantisse und damit den Expojf 
nenten automatisch bestimmen kann. | | 

Bei der Addition und Subtraktion ist die technische Durchführung nach 3a} 
im grundsätzlichen evident. Der Exponent wird Max(n; m). 

Die Multiplikation und Division ist abhängig von der Anzahl k der Nulle! | 
nach dem Komma im Betrag von y, das der grösseren der beiden Faktonf 
mantissen bzw. der Mantisse des Nenners. Eine einheitliche Behandlung ist mogif 
lich, wenn man stets vor Beginn der Rechenoperation den Fall k = 0 erzwingil 
Man hat dazu so lange Dee (bei der Division in MD, bei der Mult 1 
plikation in MD oder MR) durchzuführen, bis die 2°- und die 2-1-Stelle entgegen 
gesetzte Werte annehmen?). Die dabei nachgeholten Nullen beeinflussen null! 
Stellen des Ergebnisses, die beim Abbrechen wieder wegfallen. Abschliessend/P 
Rechtsverschiebungen könnten nach der im Schlussabsatz des $ 3 geführten Dis Hf 
kussion unter De wegfallen. (l 

Eine einheitliche Behandlung der Multiplikation und Division soll kurz skizziel 1 
werden: if 

Beide Operanden werden gleichzeitig so lange nach links verschoben, bis si 
am Komma auflaufen. Zur Prmöglichung der Diva ist unter Umständen el 
Rechtsverschiebung in AC vorzunehmen. Die an dem kleineren Operanden durch! 


1) Nachdem bei der Division AC gegebenenfalls vorher auf die Stellenzahl von MD nad 
rechts verschoben worden ist, wie in § 3c) erwähnt. 
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geführten überzähligen Linksverschiebungen werden durch eine gleiche Anzahl 
Rechtsverschiebungen des Ergebnisses kompensiert. Der Mehraufwand an Schalt- 
elementen ist gering gegeniiber dem gesamten Aufwand fiir eine Rechenmaschine 
mit gleitendem Komma in der iiblichen Bauweise. 


§5. Konvertierung halblogarithmisch dargestellter Zahlen vom 
Dezimal- ins Dualsystem 


Eine Zahl s laute in dezimaler, halblogarithmischer Darstellung 


Saez = Paez 10°. (Pax = 0,PiPoPs- - PL) 
Alle L Stellen sollen mit gültigen Ziffern ausgefüllt sein, also 1/10 < pr 
falls sg,, exakt!) oder mit mindestens L Stellen bekannt ist. Im letzteren Fall 
‚beträgt der Rundungsfehler höchstens eine Einheit der letzten Stelle. Falls jedoch 
sei es etwa als Näherungsbruch einer Irrationalzahl oder als fehlerbehafteter 
Messw ert einer physikalischen Grösse, mit weniger als L gültigen Ziffern vorliegt, 
so soll, in Übereinstimmung mit dem nd von $ 1, die letzte gültige Ziffer 
an die L-te Stelle zu liegen De À 
Durch diese Forderung der «optimalen Genauigkeit» legen wir nun auch die 
Mantisse #34 und den Exponenten À von s nach der Konvertierung 


= Dress = 
Sdez = Paez 10° = U qual i Sdual 
fest, das heisst, wir bestimmen & so, dass fiir 


10% \ 
Udual — (Pac: ke ) = Pauat lauat 
= dual 


die Bedingung 1/2 < f9,9,; = (10*/2") ya < 1 erfüllt wird. 
Die Umrechnungsvorschrift lautet also: 
1. Konvertiere py,, in Pyuar Im wesentlichen nach bekannten Methoden (SSR. 
3.7): 
2. konvertiere 10? in auaı 2 N le 
3. bilde Pauar (awat 27) = Uauat 2". 
Sauat = Aqua 2” ist die Dualdarstellung von s. 
| Zu 1: Die Umrechnung einer in L Tetraden direkt verschlüsselten Dezimal- 
mantisse ~,,, in eine 4M-stellige Dualmantisse geschieht bekanntlich folgender- 
massen : 


| 102 
| Go = 0, i 10 Ir-ı ir aM Pr (k 12,7. L) ’ FD tre = ( al 


16M 


| 
L Tetraden ergeben, dual umgerechnet, rund ?log(10£) » 3,32 L Dualziffern. 
Üblicherweise hat man L = M und füllt ~ 0,68 M Stellen der insgesamt N=4M 
Dualstellen nicht aus. Wenn man jedoch die Konvertierung direkt an die tetra- 
denweise Eingabe anschliesst, kann man eine fast vollständige Ausnützung der 
verfügbaren Dualstellen erzielen, zum Beispiel mit L=12 bei M=10 (N=40). 
Zu 2. Die Umrechung von 10? in 44,41 2* verläuft ebenfalls rekursiv, wobei jetzt 
las Exponentenrechenwerk herangezogen wird. Für ? > 0 hat man 


1 iy : 1 
Vos AE 5 oa 23 915. Vi = (10) guar = Éduat 2} 


| 1) Exakt (hinsichtlich der Stellenzahl L) soll heissen, dass 57, eine ganze Zahl < 10L, divi- 


liert durch eine beliebige Zehnerpotenz, darstellt. es 
2) Oder an eine andere, aber feste Stelle L’ < L, wenn in einem Rechengang grundsätzlich nur 


Zahlen mit weniger als L’ Stellen verarbeitet werden sollen. 
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Die Multiplikation mit 5/4 = 2° + 2-25 1, die nicht als Routinemultiplikatia 
ausgefiihrt werden kann, lauft in einem einfachen Zyklus von Additionen un 
Rechtsverschiebungen ab. Dabei erfolgt immer wieder ein Uberlaufen des Mar 
tissenrechenwerks, das durchaus erwünscht ist. Es führt zur automatischen Koj 
rektur durch Rechtsverschiebung unter Erhöhung des Exponenten um 1. Ma 
hat somit für Z,,.; gerade immer die Forderung 1/2 S far < 1 erfüllt. | 

Pur? <0 ist pj,,,; LO zu berechnen. | 

Verwendet man zweistellige Dezimalexponenten ? — x 10 + ß, so bedeutefi 
es eine Abkürzung des Verfahrens, wenn man, mit Hilfe de gespeicherten Werte 
(GOs (1010/234) 234 — y 234, 10% = 10%10+ß als 7* 108- 234% berechnet. Man kan 
dann den Dezimalexponenten direkt tetradisch verschliisselt eingeben und behan 
deln. Negative Exponenten werden zweckmässig in derselben Form «10+ } 
aber mit << 0, 0 < B < 9 dargestellt, so dass hinsichtlich ß keine Fallunte:fi 
scheidung mehr zu machen ist. Auf die verschiedenen möglichen Varianten def 
Verfahrens soll nicht weiter eingegangen werden. 


86. Rückkonvertierung vom Dual- ins Dezimalsystem 


Die Rückkonvertierung von Syuar = YUauaı 2" stellt grundsätzlich eine U 

kehrung des Verfahrens von $ 5 dar. Die Umrechnungsvorschrift lautet: 

1. Konvertiere 2” in 10%/Ezyar, 1/2 = tauaı < 1; Speise 7 aus; 

2. bilde “dual : lauat = Pauaı; 

3. konvertiere Pyuar IN Pac,, im wesentlichen wieder nach bekannten Methode 

(RSS BEN). 

Paez 10% ist die Dezimaldarstellung von s = Sgyqq- 

Zu 1: Für die Umrechnung von 2” in 10*/tq,,,, wird die Rekursion von § 5,1 
benützt. Sie ist abzubrechen bei der Zahl, für welche erstmals À > kh’ wird!). Ar 
schliessend sind noch À — k’ Rechtsverschiebungen von %4,,.; durchzuführen. 

Zu 2: Die Division der reinen Mantissen, gq): tauaw Kann nur noch als Ope 
ration mit festem Komma ausgeführt werden, da der Exponent bereits abgebaut 
ist. Sie ist stets ausführbar, wenn man (als einfachste Lösung) vor Ablauf d 
Schrittes!) durch eine Rechtsverschiebung der Mantisse mit Exponentenanglaf 
chung |4guaı | < 1/2 erzwingt. 

Auch die Ausgabe zweistelliger Dezimalexponenten ist in sinngemässer U 
kehr der Überlegung am Schluss von $5 direkt tetradenweise durchführb 
Hierfür ist zunächst die Zehnerstelle 


= (eh mod3i4 0 Ra 3} | 


zu berechnen und %a,.; durch »* zu dividieren. Der Rest k” wird mit Hilfe d 
Zehnerrekursion abgebaut und liefert die Einerstelle 6 des Dezimalexponenten. 


Summary 


Digital automatic computing machines with floating binary point are invest 
gated with respect to their accuracy. It is concluded that special devices can E | 
designed without difficulty, which guarantee the highest accuracy obtainab | 
on a fixed number of digits. For binary computers, a modification of the usu 
convertion routine is necessary, which is discussed in detail. 
(Eingegangen: 27. Februar 1953.) 


1) Praktisch dürfte es wohl am zweckmässigsten sein, das Anfangsglied y, der Rekursion dur] 


Vo = Yo? kl zu ersetzen und nach dem Vorzeichenwechsel im Exponenten abzubrechen. 


Vol. IV, 1953 317 


Te ee ee eee 
Varia — Miscellaneous — Divers 


Frühjahrstagung der Schweizerischen Physikalischen Gesellschaft 
vom 2. Mai 1953 in Genf!) 


Berichte über angewandte Physik und Mathematik 


Biegeschwingungen verwundener Stäbe, von A. TröscH?), New York, 
M. ANLIKER®), Zürich, und H. ZreEGLER, ETH., Zürich. 

Mit Hilfe der programmgesteuerten Rechenmaschine des Instituts für ange- 
wandte Mathematik an der ETH. werden die natürlichen Frequenzen der Biege- 
schwingungen von einseitig eingespannten, geraden Stäben, die im ungespannten 
Zustand wie ein Propellerblatt verdreht und deren Querschnitte ideal schmal 
sind, exakt berechnet. Die Masse pro Langeneinheit, der Verdrehungswinkel pro 
Längeneinheit sowie die Biegesteifigkeiten bezüglich der Hauptachsen werden 
dabei als konstant vorausgesetzt. Eine ausführliche Veröffentlichung ist geplant. 


Projekt einer elektronischen Rechenmaschine am Institut für angewandte 
Mathematik der ETH., von A. P. SPEISER®). 
' Eine der Aufgaben des Instituts für angewandte Mathematik ist die Lösung 
aumerischer Aufgaben, welche aus Kreisen der Hochschule und der Industrie ge- 
stellt werden. Zu diesem Zweck wurde 1950 eine programmgesteuerte, mit Relais 
arbeitende Rechenmaschine in Betrieb genommen. Diese ist aber heute trotz 
sinem fast durchgehenden Tag- und Nachtbetrieb dem Andrang an Problemen 
nicht mehr gewachsen, so dass viele Aufgaben zurückgestellt werden müssen. 
Es ist daher ein Projekt einer elektronischen Rechenmaschine ausgearbeitet 
worden, welches sich vom bestehenden Gerät durch höhere Rechengeschwindig- 
zeit, grössere Speicherkapazität und flexiblere Programmgebung unterscheidet. 
Die projektierte Maschine arbeitet im Dezimalsystem; die Zahlen werden in der 
Form + a- 10+? dargestellt, wobei a 11 Dezimalstellen und b 2 Dezimalstellen hat. 
Das Speicherwerk enthält eine rotierende Trommel mit einem magnetischen 
Belag, auf dem die Ziffern als Dipole aufgezeichnet werden; insgesamt können 
L0000 Zahlen und Befehle gespeichert werden. Die Rechenzeit beträgt 20 ms für 
lie Multiplikation und 5 ms für die Addition. Dazu kommen noch gewisse Warte- 
zeiten für die Ablesung aus dem Speicher. Die Inversion einer zehnreihigen Matrix 
lauert 2,5 min. 
‘Die elektronischen Teile der Maschine enthalten Vakuumröhren und Kristall- 
lioden; ferner werden Relais überall dort eingesetzt, wo sie die Rechengeschwin- 
ligkeit nicht reduzieren. Der Verkehr mit der Aussenwelt geschieht durch Loch- 
<arten und automatische Schreibmaschinen. Auf die Entwicklung neuartiger 
Schaltelemente wird im Interesse einer schnellen Fertigstellung und einer hohen 
Betriebssicherheit verzichtet; dagegen wird die logische Planung im Sinne einer 
Reduktion des Aufwandes an Schaltelementen sehr sorgfältig durchgeführt. Die 


| 1) Die Herbsttagung der Schweizerischen Physikalischen Gesellschaft findet am 6. September 
953 in Lugano im Rahmen der Generalversammlung der Schweizerischen Naturforschenden 
Tesellschaft statt. 

2) Institute for Applied Mathematics and Mechanics, University of New York. 

3) Assistenz für technische Mechanik an der ETH., Zürich. 

4) Institut für angewandte Mathematik, ETH., Zürich. 


318 Varia — Miscellaneous — Divers ZANE 


vollständige Maschine wird ungefähr 1200 Röhren, 2000 Kristalldioden und 3¢ 
Relais enthalten. | 

Gegenwärtig sind Versuche im Gang, welche die Einzelheiten der Schaltelef 
mente, insbesondere der magnetischen Speicherung, abklären werden. Erstes Zik 
dieser Versuche ist der Bau eines Speicherwerkes in reduziertem Maßstab, welche 
im Dauerbetrieb auf seine Zuverlässigkeit hin erprobt werden kann. | 


Wärmeübergang im Atomreaktor, von W. TRAUPEL?). | 

Das Problem der Wärmeübertragung im Atomreaktor ist deshalb schwieri;f 
weil in kleinem Raum sehr viel Wärme entwickelt wird, zu deren Übertragun] 
weder eine sehr grosse Oberfläche noch eine grosse Temperaturdifferenz zur Ve 
fügung steht. 

Von den drei grundsätzlich möglichen Arten der Wärmeübertragung — Stralfi 
lung, Leitung und Konvektion (Wärmetransport durch bewegtes Medium) | 
kommt für die Abgabe der im Reaktor entwickelten Wärme an ein wärmeve 
wertendes System wesentlich nur die dritte in Frage. Strömt der Wärmeträgaf 
laminar, so liegt allerdings insofern noch ein Wärmeleitungsvorgang vor, als fü 
jedes Raumelement die algebraische Summe der eingeleiteten und durch Stri 
mung hereintransportierten Wärme verschwinden muss. Strömt das Mittel dur 
einen Kanal, von dessen Wandungen her Wärme eintritt, so erfolgt die Wärm 
zufuhr zum Raumelement rein durch Leitung, die Wärmeabfuhr durch die str 
mende Bewegung. Es kommt in diesem Falle also lediglich auf die weitmöglichs 
Steigerung des Wärmeleitvorganges an, das heisst Wahl eines Mediums mit hohejf 
Wärmeleitzahl und kleine Kanalabmessungen (kleine Leitungswege, grosse Te 
peraturgradienten). Kleine Kanalabmessungen sind ohnehin notwendig, dam) 
überhaupt laminare Strömung entsteht. Obwohl gerade die beliebige Steigeru 
des Wärmeüberganges durch Verkleinerung der Kanalabmessungen theoretisc# 
sehr verlockend ist, stehen dieser Lösung bis heute grosse technologische Schwi 
rigkeiten im Wege. Bekanntlich muss das Uran von einer dichten Hülle umgebeif 
sein, die den Übertritt radioaktiver Spaltprodukte in den Wärmeträger verhirjf} 
dert. Die Erfüllung dieser Bedingung wird schwierig, wenn man sich etwa vo 
stellt, dass feine Kühlkanäle in grosser Zahl die Uranmasse durchsetzen. Ausse | 
dem stellt das Zuführen und Wegführen des Wärmeträgers bei der Vielzahl uni 
Kürze der Kühlkanäle grosse konstruktive Probleme. 

Praktisch kommt daher nur Wärmeübertragung durch Zurbulente Strömu 
in Betracht. Hierbei tritt die Warmeleitung grössenordnungsmässig in den Hi 
tergrund gegenüber dem Wärmetransport durch die turbulente Querbewegurif 
im Kanal. Die Warmebilanz für ein Raumelement lautet dann so, dass die durdff 
die Hauptströmung wegtransportierte Wärme gleich ist der durch die turbulen 
Querbewegung einfliessenden. Diese ist aber proportional der Wärmekapazitä 
oc, des Mediums und dem statistischen Mittelwert der Quergeschwindigkeitenf 
Letzterer ist in grober Näherung proportional der Geschwindigkeit w der Haup#f 
bewegung, so dass das Produkt o c, w wesentlich massgebend für die Wärmeübeil 
tragung wird. Einer beliebigen Steigerung dieser Grösse durch Wahl einer hohefl 
Geschwindigkeit steht entgegen, dass der Strömungswiderstand — bedingt dure 
die Notwendigkeit des ständigen Aufrechterhaltens der Turbulenzbewegung ff 
proportional (9/2) w? ist, der Leistungsaufwand zu seiner Überwindung also sogé | 
proportional (0/2) w®. Man wählt folglich zweckmässig einen Wärmeträger, dessef 
Produkt o c„ möglichst hoch liegt, weil dann mit kleinem w, also kleiner Leistung‘$ 


1) Gebrüder Sulzer AG., Winterthur. 
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dissipation, auszukommen ist. Fliissigkeiten sind deshalb ungleich günstiger als 
Gase. Unter der engen Auswahl, die uns die kernphysikalischen Bedin gungen noch 
lassen, findet sich jedoch keine, die von schweren Nachteilen frei ware. Wasser 
muss unter hohem Druck gehalten werden, soll der Reaktor mit einer Temperatur 
arbeiten, die eine auch nur einigermassen wirtschaftliche Umwandlung der Warme 
in Arbeit gestattet. Fliissige Metalle (Pb, Bi, Sn) bieten Aussicht auf Erfolg, doch 
sind die technischen Schwierigkeiten gross. Gase sind nur bei hohen Driicken (zum 
Beispiel 40 at und mehr) aussichtsreich, weil dann 9 einigermassen günstig ist; sie 
haben den Vorteil, dass bei ihnen Druck und ar voneinander unabhängig 
sind. Am günstigsten sind leichte Gase, vor allem He, weil bei diesem Cy» hoch 
liegt, was das Verhältnis zwischen oc,w und (9/2) w? günstig beeinflusst. Grund- 
Ehen sehr günstig ist der W ärmeüber gang an eine denied Flüssigkeit, 
weil bei ihr der Verdampfungsvorgang selbst die Turbulenz anfacht. 


Kinematische Ahnlichkeit bei Hydrozyklonen, von R. GREGORIG!). 

Nach einem Hinweis über den zu grossen Aufwand zur experimentellen Ermitt- 
ung des Wirkungsgrades eines Hydrozyklons nach den strengen Gesetzen der 
Modellähnlichkeit werden einige vereinfachende Annahmen zur Reduktion der 
Kennzahlen gemacht. Die wesentlichste darunter ist die Unterdrückung der Erd- 
seschleunigung gegenüber der Zentripetalbeschleunigung. Als neue Kennzahl 
wird, neben der Reynolds-Zahl der Flüssigkeitsströmung relativ zu den Wänden 
les Hydrozyklons, die Reynolds-Zahl der Relativströmung um das Korn einge- 
ührt. Das bis heute leider noch etwas spärliche Versuchsmaterial zeigt, dass die 
Annahmen nicht falsch waren. 


' 
| 


Calculs et mesures relatifs au col de tuyères supersoniques, par B. CHAIx?) 
>t P. HENRICI*), (communiqué par B. CHAIx). 

Le calcul et la mise en service de nouvelles tuyères supersoniques dans la 
‚oufflerie de l’Institut d’Aérodynamique ont confirmé que pour construire une 
uyère assurant un écoulement uniforme dans la section de mesure, la connaissance 
sxacte de l'écoulement transsonique au travers de la section minimum est déter- 
minante. En effet, les perturbations dans l’écoulement supersonique ne s’amor- 
issent pas, malgré la distance séparant les sections considérées. Les mesures et 
es calculs de l’écoulement dans la zone critique du col de la tuyère nous ont 
yermis de construire des veines de mesure dans lesquelles la vitesse est uniforme 
1. + 1,5% près. Cet écart peut être considérablement réduit si l’on tient compte, 
n dessinant le col de la tuyére, de la variation de la couche limite: Pour le calcul 
le cette dernière, des mesures complémentaires en régime turbulent ont été faites. 

Dans les écoulements plans, que nous considérons ici, le calcul graphique de la 
létente supersonique par la méthode des caractéristiques ne pose pas de problèmes 
yarticuliers. Mais il convient, eu égard à la limite de validité de cette méthode, 
lamorcer le réseau non pas sur la ligne sonique, mais en aval de celle-ci, dans le 
lomaine nettement supersonique. Comme, sous l’influence de la convexité de la 
aroi, le fluide atteint la vitesse du son en amont du col, il règne déjà une vitesse 
upersonique — à laquelle correspond un angle caractéristique ©, > 0 — au point 
ù la paroi a une tangente horizontale. La caractéristique partant de ce point et 
boutissant plus en aval sur l’axe de symétrie, pourra donc servir de condition 


1) Escher Wyss AG., Zürich. 
2) Institut d’Aérodynamique, E.P.F., Zurich. 
3) Actuellement: American University, Washington. 
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initiale au calcul du réseau de caractéristiques. Elle décrit l’ecoulement au cal 
d’une maniére particulierement simple: La direction de l’&coulement est la méme«f} 
aux deux extrémités de cette ligne — horizontale, à la paroi comme sur l’axe —+ 
et les pressions sont par conséquent aussi égales, puisque ces deux points se 
trouvent sur la même caractéristique. Entre les points extrêmes de cette ligne 
de Mach, que nous appelons S à cause de sa sinuosite, la pression varie, passan) 
par un maximum au point d’inflexion du S. En ce point l’écoulement s’éloigne di 
l’axe de la tuyère, formant avec celui-ci un angle #’. Comme notre caractéristiqus 
S est traversée en son point d’inflexion par une caractéristique de l’autre familly 
partant de la limite sonique sur l’axe (» = 0; y’ = 0), on trouve à l’intersection|] | 
~’ = w,/2. L’angle w, rend donc l’essentiel du S. 

A part les mesures exécutées pour déterminer les conditions initiales S, de! 
calculs ont été faits, qui décrivent le S dans une approximation semblable à cellif 


des formules de SAUER pour la ligne sonique. On obtient entre autres: 


2 PEE (x 
On - ; 
te 


où yest la demi-hauteur du col, Rlerayon de courbure de la paroi, et y l’exposan] 
adiabatique. 

Pour préciser encore les relations entre la forme de la tuyere en amont du cd 
et les conditions initiales de l'écoulement supersonique, un développement ei 
série contenant deux paramètres permet de tenir compte non seulement de hl 
courbure de la paroi au col, mais encore de la tangente au point d’inflexion amont 
Une tuyere dessinée en partant d’un col ainsi calculé a fait ses preuves tout aus 
bien que celles qui furent dessinées a partir d’un col préalablement essayé. Ce 
calculs transsoniques peuvent donc remplacer les mesures préliminaires pour 1 
détermination des conditions initiales S de l’écoulement supersonique. 


Untersuchungen über Strahlumlenkung, von K. ISERLAND!). 

Das Gegenstück zum Bremspropeller bei Propellerflugzeugen würde bei Di} 
senflugzeugen eine «Strahlbremse» darstellen, das heisst eine Vorrichtung, diff 
erlaubt, den Triebwerkstrahl umzukehren und dessen Schub zur Bremsung zif 
verwenden. 

Im Hinblick auf die Entwicklung einer solchen Strahlbremse wurden im I 
stitut für Aerodynamik der ETH. Versuche, vorerst an einem inkompressible 
Luftstrahl, durchgeführt. Auf Vorschlag von Professor ACKERET kam folgendejff 
System zur Anwendung: Dem Strahl wird vor der Düse Drall gegeben. Beim Aus 
tritt aus der Düse spreizt er dann auseinander und wird von halbtorusförmigeif 
Ringen aufgefangen, die ihn umlenken. Ohne Drall strömt der Strahl in der Mitt## 
der Umlenkringe durch, deren Innendurchmesser grösser ist als der Strahldurchi} 
messer. Ein Kranz von drehbaren Schaufeln im Schubrohr erlaubt es, dem StraH 
beliebig viel oder gar keinen Drall zu erteilen, das heisst auf Brems- oder Antrieb 
schub einzustellen. | 

Messungen mit einer solchen Apparatur ergaben eine gute Umlenkung def 
ganzen Strahls von einem gewissen minimalen Drall an. Es entsteht jedoch vor 
der Düse, im Schubrohr, ein Druckanstieg, welcher am Triebwerk eine Erhöhun 
des Druckes nach der Turbine, das heisst Gefahr des Pumpens des Kompressor‘ 
bedeutet. Um diesen zu beseitigen, wurden Düsen mit verstellbarem Querschnitt: 
verwendet, sowohl mit Nadel- wie mit Klappenregulierung. Dadurch war eff 


1) Institut für Aerodynamik, ETH., Zürich. 
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möglich, den Druck vor der Düse bis auf 1,7-6% (ja nach Anordnung der Ringe) 
konstant zu halten. Es wurden Bremsschübe von bis zu 60 % des normalen Düsen- 
schubes erreicht. 


Uber einen Teil dieser Versuche ist in der «Interavia» (Heft Nr. 3, 1953) be- 
richtet. 


Mittel und Methodik der Literaturbearbeitung, von Jan R. DE Frızs!). 

Am Beispiel der Einflussfaktoren, die bei der konstruktiven Gestaltung von 
Gleitlagerungen zu berücksichtigen sind, lässt sich zeigen, welch wertvolle Dienste 
in zentraler, systematisch arbeitender Literaturnachweis dem Forscher und dem 
Konstrukteur erweisen kann, wenn die Voraussetzungen einer harmonischen, 
offenen Zusammenarbeit beider Instanzen vorhanden sind. Es sind in der Praxis 
zu einem recht grossen Teil psychologische Hemmnisse, die einer Anpassung der 
Literaturnachweistechnik an den Entwicklungsstand anderer Hilfsmittel im Wege 
stehen. Diese Hemmnisse sind zum Teil vielleicht das Ergebnis vieler unfrucht- 
barer Versuche, durch eine abstrakte Titeldokumentation, welcher der so not- 
wendige technische Realismus des Kommentars fehlt, zum Ziele zu kommen, aber 
auch die problematische Bereitschaft der Benützer zu einem echten «Teamwork » 
soll nicht unerwähnt bleiben. 

Die Aufgaben der Literaturbearbeitung stellen sich nach zwei Seiten: nach 
ler Antwort auf eine spezifische, vom Benützer gestellte Frage, die fast immer 
srst der analytischen Gegenfrage, Ergründung und Präzisierung des Problems, 
dedarf, um den Nachweis mit jener dokumentarischen Breite führen zu können, 
lie zur Ergänzung spezialisierten Wissens so notwendig ist — und die im Prinzip 
ihnliche analytische Stellung der Vielzahl von Antworten potentiellen Fragen 
segenüber, die der ständig gesichteten Literatur zu entnehmen sind. Durch das 
Bilden einer «Modellvorstellung» des beschriebenen Vorganges, durch Einteilung 
ınd Kommentar können die sehr fruchtbaren Querverbindungen der technischen 
Srfahrung geschaffen werden, die die dankbarste Aufgabe systematischer Literatur- 
bearbeitung darstellen. Aber über dieses mit der Breite des Arbeitsgebietes stets 
twas laienhafte Urteilen und Einteilen hinaus gestattet das System des ständigen 
Sichtens auch das Erfassen von Veränderungen, die fast unmerklich in einem Gebiet 
ler Naturwissenschaft oder der angewandten Technik eintreten und dem Leser 
rereinzelter Artikel kaum sichtbar werden, aber für die Disposition zukünftiger 
\ufgaben entscheidende Bedeutung haben können. 
| Die Flut technischer Publikationen stieg in die Zahl von 3 Millionen pro 1950, 
ine Zahl, die mit aller Deutlichkeit beweist, dass die technische Dokumentation 
‚nalytischer Richtung eine elementare Forderung unserer Zeit ist. 
influence des pertes de charge sur la stabilité de la vitesse d’un groupe 
nydroélectrique, par L. BOREL?). 
| Le but de cette étude est la recherche des conditions de stabilité du réglage d’un 
‘roupe hydroélectrique sous l'influence simultanée du coup de bélier et de la 
berte de charge dans la conduite d’amenée. Le calcul se fait selon les méthodes 
isuelles, en appliquant le critère de HURWITZ à une équation différentielle linéaire 
lu troisième ordre. 
| Désignant par k = H,/H, la valeur relative de la perte de charge en régime 
vermanent, par m le temps caractéristique du dosage accélérométrique, par Je 
_ === 

1) Eidgenôssische Materialprüfungs- und Versuchsanstalt, Zürich. 

2) Ateliers des Charmilles, Genève. 
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temps caractéristique de la promptitude de réglage, par T le temps caracteristiqul | 

de l’inertie mécanique du groupe, par 0 le temps caractéristique de l’inertie hyjf 

draulique du systeme d’alimentation et posant: | | 
crue (he | 

I 


a B 
a=1-— 2%, Pen). y=|/1--—, 


a 


il est possible d’énoncer les conclusions suivantes: | 
1° Le système est instable, si | 


c'est-à-dire si la perte de charge est plus élevée que la moitié de la chute nettdl 
2° Le système est instable, si 


| 
m 1 
TSF 
3° Le systeme est stable, si | 
RT Bay) (od ate 
a N 3 — 
(3 6/2)? 27 By | 


et si, simultanément, le rapport m/6 est suffisamment voisin de la valeur optimu 


we La 
ka B j 


pale condition de stabilité est: 
ene we 
TT>K(z 0) 


Le calcul de stabilité dans lequel la perte de charge est négligée conduit à uni 
condition de forme identique a la forme ci-dessus, mais où le coefficient Æ a Ii 
valeur 1,66. ll 

Die Herbsttagung der Schweizerischen Physikalischen Gesellschaft findet ax 
6. September 1953 in Lugano im Rahmen der Generalversammlung der Schwelf 
zerischen Naturforschenden Gesellschaft statt. 
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Einführung in die freie Geometrie ebener Kurven, Reihe «Element 
der Mathematik vom höheren Standpunkt aus», Band 1. Von L. LOCHER-ERN 
(Birkhäuser, Basel 1952). 87 S., 169 Abb.; sFr. 12.50. N 


Das Büchlein gibt eine Einführung in die Geometrie der reellen, projektivel} 
Ebene, wie sie vor allem von C. JUEL entwickelt wurde, und vereinigt dabei 
glücklicher Weise mathematische Strenge mit einer geometrischen Anschaulichfi 
keit, die durch eine Fülle schöner Figuren noch gesteigert wird. Der Verfasse 
stützt sich auf ein geschickt gewähltes Axiomensystem für eine projektive Ge 
metrie mit Anordnung und Stetigkeit, definiert zunächst in einfacher Weise def 
elementaren Kurvenbogen und die geschlossene Elementarkurve so, dass pathe 
logische Fälle von vornherein ausgeschlossen sind, und untersucht dann nebe# 
den Kurvenbogen ohne Wendepunkte und Spitzen (Spiralenbogen) in erst 
Linie die Elementarkurven dritter Ordnung und diejenigen dritter Klasse. D 
gesamte Aufbau ist dabei in sich dual gestaltet. 
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Wenn auch diese Dinge den Anwendungen etwas fernerliegen, so verdient das 
Buch trotzdem in weitesten Kreisen Interesse wegen der Fülle an Anschauungs- 
material zur projektiven Geometrie und insbesondere zum Dualitätsprinzip, die 
es enthält. Es sei deshalb allen Lehrern und Studenten der Mathematik wärm- 
stens empfohlen! Druck und Ausstattung sind vorzüglich und ansprechend. 

G. Bol, Freiburg i. Br. 


Statistical Theory with Engineering Applications. By A. Harp (John 
Wiley & Sons, New York, 1952). 782 pp.; $9.00. 

A. HALD, der als Professor für Statistik an der Universität Kopenhagen wirkt, 
aat hier ein sehr ausführliches und umfassendes Lehrbuch der mathematischen 
Statistik verfasst, wobei er sich in erster Linie an den Ingenieur richtet. Die ma- 
chematischen Grundlagen werden in möglichst elementarer Form geboten; an 
mathematischen Hilfsmitteln wird nichts vorausgesetzt, was über die übliche 
Differential- und Integralrechnung hinausginge. Alle theoretischen Erörterungen 
werden durch Beispiele von Anwendungen anschaulich gemacht. 

Als Handbuch der modernen statistischen Methoden kann das Werk von 
AALD, vor allem auch dank seiner klaren Darstellung, lebhaft empfohlen werden. 

A. Linder 


Statistical Tables and Formulas. By A. Harp (John Wiley & Sons, 
New York, 1952), 97 pp., $2.50. 

Zu dem oben angezeigten Werk hat HALD eine besondere Sammlung von 
Cafeln zusammengestellt, die für die Durchführung statistischer Arbeiten uner- 
ässlich sind. Vorausgeschickt sind die mathematischen Formeln und Angaben 


iber die verschiedenen Anwendungsmöglichkeiten der verschiedenen Tafeln. 
A. Linder 


Schwerkraft und Weltall. Von P. JorDAn (Verlag Vieweg & Sohn, 
Braunschweig 1952), 207 S., 4 Abb.; DM 15.80. 

Kosmologie und Kosmogonie als Lehre von Struktur und Entstehung des 
Neltalls beschäftigen seit den Anfängen der Wissenschaft die spekulative Phan- 
fasie. Grossen Auftrieb erhielten sie nach Aufstellung der allgemeinen Relativi- 
ätstheorie, da der hier zutage tretende Zusammenhang zwischen Raumstruktur 
nd Materieerfüllung bestimmte Modelle für den Kosmos als Ganzes lieferte. 
Doch blieben diese Theorien wesentlich unbefriedigend, weil ihre Aussagen in 
eutlichem Widerspruch zu Erfahrungstatsachen (zum Beispiel bezüglich des 
Ei. der Welt) stehen, falls man nicht die Einsteinschen Feldgleichungen in 
twas willkürlicher Art durch Addition des «kosmologischen Glieds» abändert. 
! Ein weiteres Problem, das erst von EDDINGTON als solches erkannt wurde 
nd auf welches die allgemeine Relativitätstheorie keine Antwort gibt, ist die 
‚usserordentliche Kleinheit der Gravitationskonstanten, das heisst die Tatsache, 
ass die Gravitationsanziehung der Teilchen etwa im Wasserstoffatom 2 : 1039- 
hal kleiner ist als die elektrische Anziehung. EDDINGTON selber versuchte, diese 
lahl 2 - 1029 mit der auf 107° geschätzten Anzahl Nukleonen im Weltall in Ver- 
lindung zu bringen und eine Deutung für diese riesigen Zahlen zu geben, die aber 
‚Is misslungen zu betrachten ist. Ein neuer Gedanke wurde durch Drrac an das 
’roblem herangetragen: Dirac vermutete (1937), dass jene beiden Zahlen nicht 
faturkonstanten, sondern Zeitfunktionen seien, Funktionen des in Elementar- 
siten gemessen etwa 105% betragenden Weltalters. Dies bedeutet nichts anders, 
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als dass die Gravitationskonstante f selbst nicht als Konstante, sondern ali! 
Feldgrösse anzusehen wäre. P. JorDAN griff diesen Gedanken auf und entwik 
kelte eine Verallgemeinerung der allgemeinen Relativitätstheorie, in der nebef 
den metrischen und elektrischen auch f als Feldgrösse erscheint. Einer der sch¢ 
nen Zufälle in der Geschichte der Wissenschaften — sind es wirklich Zufälle ? | 
wollte es, dass er das notwendige Werkzeug dazu fertig geschmiedet vorfand il 
der aus einem ganz andern Problemkreis entstandenen projektiven Relativitats 
theorie. | | 

Bekanntlich wurde bald nach Einsteins Entdeckung des Zusammenhang§ 
en Metrik und Gone on verschiedentlich en auch das EU 


h 


(1921), dic Welt erie ein faa de nl Koordinatenkontinuum dans il 
Es zeigte sich dann, dass die natürliche Interpretation dieser fünfdimensionale 
Koordinaten war, sie als projektive Koordinaten für ein vierdimensionales Kor 
tinuum aufzufassen, wobei aber eine quadratische Metrik in den projektivell 
Koordinaten selber definiert ist. Diese Metrik spaltet beim Übergang zu viel 
dimensionalen (affinen) Koordinaten in eine vierdimensionale Metrik g,,, € 
schiefes Tensorfeld F,, und eine Invariante J; die den Einsteinschen analoge@ 
fünfdimensionalen Feldgleichungen spalten bei Hinzunahme einer Nebenbedi 
gung J = 1 genau in das Einstein-Maxwellsche System von Gleichungen für dj 
Gravitationspotentiale g,, und das elektromagnetische Feld F,,. | 

JORDANS Entdeckung bestand nun darin, dass man bei Fallenlassen der B 
dingung / = 1 eine erweiterte Theorie erhält, die gerade die Eigenschaft hat, di 
Gravitationskonstante — im Wesentlichen J — als neue Feldgrösse einzuführe 
Allerdings bleibt eine gewisse Willkür in den Feldgleichungen bestehen, die si 
jedoch weitgehend reduzieren lässt. 

Mit dieser erweiterten Theorie erhalt nun auch die kosmologische Frage ein 
neue Beleuchtung. Neue Modelle fiir den Kosmos werden méglich: insbesonde 
eines, das die Diracsche lineare Abnahme der Gravitationskonstanten mit di 
Zeit hefert, sowie ein anderes, das vielleicht die Spontanentstehung von Sterna 
beschreibt, ein Prozess, der in solchen Theorien nötig ist, da der Energiesa 
kosmologische Modifikationen erleidet. (Gerade hier hat die Theorie allerdid 
eine wesentliche, von JORDAN selber betonte Lücke, indem die Neuentstehu 
von Materie nach den Grundgleichungen eigentlich durch stetiges Wachstum d 
vorhandenen Massen erfolgen sollte, was mit der Erfahrung unvereinbar zu sel 
scheint. JORDAN vermutet die Existenz einer in den Gleichungen nicht ausg! 
drückten Relaxation, welche diesen kontinuierlichen Prozess verhindert ur 
spontane Entstehung von Sternen an seine Stelle setzt.) Dass diese Modelle il} 
einzelnen noch ebenso unzulänglich sind wie die der bisherigen Theorie, ist nic 
sehr schwerwiegend; nach der neuen Theorie existieren deren noch viele ander 
die zu untersuchen eine Aufgabe der Zukunft ist. 

Diese ganze, bisher in Originalarbeiten verstreute, nur mühsam überblickba | 
Entwicklung wird im vorliegenden Werk ihres Hauptfôrderers in souveränfl 
Weise zusammenhängend dargestellt. JORDAN bringt das Meisterstück zustand 
in mathematisch ade und vollständiger und dennoch leicht lesbar# 
Form die (gewöhnliche) allgemeine Relativitätstheorie (inklusive ihrer mathemf 
tischen Grundlegung, der Riemannschen Geometrie), die projektive Verallgemeff 
nerung samt Anwendungen und ausführlicher Diskussion in einem Band von nf 
200 Seiten unterzubringen. Sicher sind die hier dargelegten Theorien noch unie 
tig; doch sind sie in voller Entwicklung begriffen und haben bereits einige the 
retische und empirische Erfolge zu chen Jedenfalls ist das Buch eine ann 


| 
I 
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gende, ja spannende und lohnende Lektüre für jeden Physiker und Astronomen; 
für den, der sich näher mit der kosmologischen Forschung befasst, bildet es eine 
dauernde Quelle und unentbehrliche Hilfe. M. R. Schafroth 


Einführung in die theoretische Gasdynamik. Von R. SAUER (Springer- 
Verlag, Berlin 1951). 174 S., 107 Abb.; DM 16.50. 

Die 1943 erschienene ausgezeichnete Einführung in die theoretische Gasdyna- 
mik von Prof. SAUER ist in demselben Verlag in neuer Auflage erschienen. Diese 
enthalt zahlreiche kleinere Erweiterungen und ist ganz allgemein auf den heu- 
tigen Stand der Technik gebracht worden. Wesentlich ist dabei die Einbeziehung 
des Charakteristikenverfahrens für nicht wirbelfreie Überschallströmungen und 
ein ganz neuer Abschnitt iiber dreidimensionale Probleme, insbesondere nicht 
rotationssymmetrische Überschallströmungen um Drehkörper mit Anstellwinkel 
und endliche Tragflügel. (Siehe auch Rezension der französischen Übersetzung: 
Ecoulements des fluides compressibles, ZAMP 3, Fasc. 4, 318 [1952].) 

_ Die neue Auflage von SAUERS Buch, die sich wiederum an die Ingenieure 
wendet, welche sich für die mathematische Behandlung der stationären Strö- 
mungen bei hohen Geschwindigkeiten interessieren, ist durch seine klare und 
übersichtliche Darstellung gekennzeichnet. Es ist ein vorzügliches Buch, dessen 
Studium jedermann, der sich in das Gebiet der modernen Gasdynamik ein- 
rbeiten will, zur Freude gereichen wird. LR. Sänger 


An Introduction to Acoustics.. By R. H. Randall (Addison Wesley Press, 
{nc., Cambridge, Mass., 1951). 340 pp., 140 figs; $6.00. 

Wenn der Verfasser im Vorwort feststellt, dass sich sein Buch in theoretischer 
Beziehung an Morses Vibration and Sound anlehnt und in praktischer Beziehung 
in BERANEKS Acoustic Measurements grenzt, so hat er es damit sehr zutreffend 
tharakterisiert. Es ist ein Lehrbuch im besten Sinne des Wortes mit vielen mo- 
lernen Beispielen, die seine Lektüre sehr lebendig und anschaulich gestalten. 
Gleichzeitig wird auf diese Art ein Querschnitt durch den heutigen Stand der 
{Technik vermittelt, wobei man natürlich keine Vollständigkeit erwarten darf. 
| Das Buch ist in erster Linie für Studierende der Ingenieurwissenschaften und 
er Physik bestimmt. Es enthält deshalb, wie das bei amerikanischen Büchern 
äufig üblich ist, am Ende jedes Kapitels eine Anzahl typischer und gut ausge- 
Wwählter Aufgaben. Die theoretischen Grundlagen sind einfach, klar und sauber 
jlargestellt, ebenso die praktischen Beispiele, und überall ist grösster Wert auf 
bhysikalische Anschaulichkeit gelegt. Durchweg wird das cgs-Maßsystem ver- 
ivendet, was erneut zeigt, dass die Einführung des Giorgi-Systems in die Akustik 
linigen Hemmungen begegnet, die offenbar darauf zurückzuführen sind, dass 
iier das cgs-System direkt als technisches Maßsystem dient. Die trotzdem gele- 
lentlich anzutreffenden Angaben in Fuss und Zoll sind kleine Schönheitsfehler, 
Lie man anglo-sächsischen Autoren tolerieren muss. 

Das Buch ist sehr sorgfältig gedruckt und hervorragend ausgestattet und ist 
icherlich eines der besten Lehrbücher, die auf diesem Gebiete in den letzten 
\ahren erschienen sind. Aus dem reichhaltigen Inhalt seien die folgenden Punkte 
turz erwähnt: Im ersten Kapitel wird ein sehr schöner Abriss über die allgemeine 
ichwingungslehre gegeben, wobei die Kenntnis der elementaren Differential- und 
mtegralrechnung vorausgesetzt wird. Zwei weitere Abschnitte sind den ebenen 
Ind räumlichen Wellen sowie der Strahlung gewidmet, an die sich ein sehr schöner 
Neil über die so wichtigen Interferenzprobleme anschliesst; hier werden einfache 
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Beugungsprobleme, die in der Akustik so bedeutsam sind, behandelt. Weitd 
folgen Abschnitte über die akustische Impedanz, von welcher zu den Horner} 
und Resonatoren und schliesslich zu der Wellenausbreitung übergeleitet wirt 
Besondere Erwähnung verdient dabei der Abschnitt über akustische Linsen. | 
Diese schon an und für sich reichhaltige erste Hälfte wird durch weiteif 
Kapitel abgerundet, von deren Inhalt die folgenden Stichworte einen Begriff v 
mitteln: Saiten, Membranen, Musikinstrumente; Reflexion, Absorption; Sprachf 
und Gehör; Messmethoden; Schallwidergabe; Raumakustik; Ultraschall, Waf 
serschall, Materialprüfung. | 
Dieser zweite Teil des Buches ist notwendigerweise sehr summarisch gehalte 
und dient lediglich dazu, das Bild des Gebietes zu ergänzen und abzurunden un 
gegebenenfalls zum Studium der einschlägigen Spezialliteratur anzuregen. | 
Das Buch kann nicht nur dem Studierenden, sondern auch dem praktis¢ 
tatigen Ingenieur und Physiker, der sich mit Schallfragen in irgendeiner For 
zu befassen hat, wärmstens empfohlen werden. W. Fur 


Antennas, Theory and Practice. By S. A. SCHELKUNOFF and H. T. FR 
(John Wiley & Sons Inc., New York 1952). 639 pp., $10.00. 

Dieses Werk über Antennen, verfasst von zwei berufenen Fachleuten di 
Bell Telephone Laboratories, zerfällt in drei Teile. Der erste Teil (Kapitel 1) si] 
uns in Form eines Buches im Buche einen umfassenden Überblick über 4 
gesamte Gebiet der Antennen, der zweite Teil (Kapitel 2 bis 9) schafft ohne Veg 
wendung der Vektoranalysis und unter Beschrankung zeitraubender Ableitung | | 
bekannter Grundgleichungen das Fundament für die im dritten Teile behandeltdl| 
Antennen und Antennensysteme. Dieser zweite Teil umfasst, neben Definitione | 
ausgehend von den Maxwellschen Gleichungen, die Probleme der ebenen und d it 
sphärischen Wellen, die gerichtete Strahlung und die Reflexionen an der Erd] 
die Stromverteilung in Antennen, die Impedanzen und Âquivalenzen von Antelff 
nen und die Berechnung wirksamer Antennenflachen und des Antennengewinndi 
Der dritte Teil (Kapitel 10 bis 19) wendet nun die in den ersten beiden Teil 
des Buches abgeleitete Theorie auf spezifische Antennen und Antennensysteri} 
an. Kapitel 10 behandelt die sogenannten «kleinen Antennen» (Lineardimension 
der Antenne kleiner als ein Achtel der Wellenlänge), Kapitel 11 die eigenresona} 
ten Antennen (Dipolantennen), Kapitel 12 ist einer allgemeinen Theorie linear 
Antennen gewidmet. Kapitel 13 befasst sich mit der Impedanz von Dipolantelff 
nen, während das Kapitel 14 bzw. 15 die für Kurzwellenverbindungen wichtigil} 
Rhombusantennen bzw. die linearen Antennensysteme erläutert. Die letztil 
vier Kapitel, 16 bis 19, behandeln zur Hauptsache Mikrowellenantennen, Hor 
antennen, Schlitzantennen, Reflektoren und Mikrowellenlinsen. 

Neben einer ausgewählten, Publikationen bis 1951 umfassenden Bibliograp il: 
enthalten eine Anzahl von Kapiteln das Selbststudium anregende Probleme ne 
ihren Lösungen. Eine Zusammenstellung der Bücher, welche Antennen und ih 
Probleme erörtern, ferner eine für den Praktiker sehr wertvolle Zusammen fai 
sung von Angaben und Formeln über Leitungen, Dipolantennen, Antenne] 
systeme, Hornantennen und Linsen sowie ein nach Namen und Sachgebietiff 
geordneter Index runden das Buch ab. 

Das Werk von SCHELKUNOFF und FRits ist jedem Leser, welcher sich me 
als nur oberflächlich mit Antennenproblemen vertraut machen will, als Lehrbu! 
wie auch als Nachschlagewerk sehr zu empfehlen. Ich zweifle nicht daran, deff 


dieses Buch innert kürzester Zeit in jeder Fachbibliothek den ihm gebührend. 
Ehrenplatz einnehmen wird. H. Hagel 
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Einige Anwendungen funktionalanalytischer Methoden 
in der praktischen Analysis 


Zusammenfassender Bericht 


Von LOTHAR COLLATZ, Hamburg!) 


In der praktischen Analysis sind in neuerer Zeit die Bestrebungen, Fehler- 
abschätzungen für Näherungswerte und damit exakte Einschliessungen für ge- 
suchte Werte aufzustellen, bei weiten Klassen von Aufgaben erfolgreich ge- 
wesen. Insbesondere hat man bei nichtlinearen Aufgaben in vielen Fällen 
Existenz von Lösungen nachweisen und Schranken für die Lösungen gewinnen 
können. Die Erweiterung des Wirkungsbereiches früherer Ergebnisse beruht 
vielfach auf einer Anwendung funktionalanalytischer Methoden; allerdings 
bedürfen diese Methoden häufig noch einer Umgestaltung, und es bleibt oft viel 
Freiheit in der Art der Anwendung, so dass viel Erprobung notwendig ist, um 
die für numerische Zwecke jeweils günstigste Art festzustellen. Daher ist es 
vielleicht verfrüht, jetzt schon einen zusammenfassenden Bericht über dieses 
Gebiet zu schreiben. Wenn hier trotzdem ein solcher Versuch unternommen 
wird, so ist der Gedanke bestimmend, dass durch diesen Versuch weitere Kreise 
durch die bereits erzielten Erfolge angeregt werden sollen, mehr als bisher 
Fehlerabschätzungen durchzuführen, Erfahrungen zu sammeln und den Wir- 
kungsbereich der Methoden weiter zu vergrössern. 

Die Gedankengänge werden manchem Leser vielleicht etwas abstrakt er- 
scheinen; deshalb sind Nr.1 und 2 absichtlich sehr breit geschrieben, zugleich 
auch, weil eine Fassung des allgemeinen Satzes über das Iterationsverfahren 
zegeben werden sollte, die unmittelbar die Anwendung auch auf nichtlineare 
Aufgaben gestattet. 

Vollständigkeit bezüglich der Anwendungen funktionalanalytischer Metho- 
len war nicht Ziel des Aufsatzes, insbesondere sind die Anwendungen auf 
Zigenwertaufgaben, über die schon viel Literatur vorliegt (vgl. zum Beispiel 
16], [22]?), fortgelassen worden. 


1. Einige Grundbegriffe aus der Funktionalanalysis 


Der im folgenden wiedergegebene, für das Weitere grundlegende Beweis ist 
m wesentlichen der Arbeit von WEISSINGER [25] entnommen, aber auf eine 


1) Forschungsstelle für praktische Mathematik der Universität. 
2) Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis auf Seite 356. 
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Form gebracht, bei welcher die Voraussetzungen bei Anwendungen unmittel 
bar nachprüfbar sind (vgl. die Zusammenfassung am Schluss der Nr. 2). 

Es sei ein (abstrakter) Raum R gegeben und f, f,, fa, ... Elemente von ihm 
Die Elemente können zum Beispiel Zahlen, Vektoren, Funktionen sein. Fül 
je zwei Elemente /,, f, des Raumes (kurz für /,, /, € À) sei ein «Abstand I 


|A — fs) als reelle nichtnegative Zahl definiert mit den Eigenschaften 


» 


1. Symmetrie | — f2| = || fs — A 


2. Definitheit: In | /, — f,| 2 0 steht das Gleichheitszeichen genau für /, = fa 
3. Dreiecksungleichung: | 


| 1 — fo | = lee | I | fs — fell für fats, jas R: (| 


Ist zum Beispiel R der Raum der im abgeschlossenen Intervall <a, b> m 
a < b eindeutigen stetigen Funktionen f(x) einer reellen Veränderlichen x, 
kann man als Abstand definieren: 


hf] Max JAW AG) u 


OS eS W(x) 
wobei W(x) eine in <a, b> festgewählte positive stetige Funktion ist. 
Bei der Anwendung ist gewöhnlich eine kommutative Addition von El 
menten erklärt und À beziiglich dieser Addition eine additive Gruppe; es gilt 
ein Nullelement © in R mit © + f=f für alle f€ R und zu jedem fein I 


verses —f mit f + (-f) = ©. Dann kann man an Stelle des Abstandes etwa 
bequemer eine Norm definieren: 


l/l =[f- 0l. | 


Die Norm ||/|| eines Elementes ist der Abstand vom Nullelement. | 
Ein Teilraum F von R heisst vollständig, wenn zu jeder Elementenfolg 
19 aus mut | 


amin fal =0 


ein Grenzelement f aus F mit 


lim ||f — fal] = 0 | 


existiert. | 

Bei dem obigen Beispiel der in <a, b> stetigen Funktionen ist bei deaf} 
Abstandsbegriff (2) die Gesamtheit der in <a, b> stetigen, den Ungleichui|} 
gen #,(x) S f(x) S u(x) genügenden Funktionen /(x) ein vollständiger Tea 
raum (vgl. BANACH [1]), wobei #,(x), #,(x) zwei festgewählte stetige Funktiondl|! 
mit (x) < u(x) sind. | 
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Nun sei em Operator 7 definiert, der den Elementen f von F eindeutig 
Elemente Tf zuordnet, die zu R gehören. Der Operator T heisst lipschitz- 
>eschränkt, wenn es eine Lipschitz-Konstante K gibt mit 

ITh-Th|lsKl|h- | fur alle 4, Er. (4) 


Bei dem Beispiel der in <a, b> stetigen Funktionen f(x), dem Abstand (2) 
ind dem Operator T mit 


T f(x) = | G(x, & 16 dé, (5) 


wobei G(x, £) eine in a S x, £ <b gegebene stetige beschränkte Funktion ist, 
gilt: 
| IT fi —Tf,| <K|f1 — fe] 


b 
[ |Glx, | wie) ae 


2. Der allgemeine Satz über das Iterationsverfahren 


Es werde unter den Voraussetzungen der vorigen Nummer nach Lösungen u 
ler Gleichung 


(ae (7) 
lefragt und das folgende Iterationsverfahren angesetzt: 
re spe DA ahha) 


5 gehöre u, zu F; man kann uw, ,, so lange bilden, als #, in F bleibt; für 


<n<m gilt 


Um — Un | = | FE Um-ı — i: Un-1 | = KE | Um-ı — Un-1 | ze | (9) 


<K uy — wol fir0<r<n | 


NR 


nd nach (1) und (9): 


— u,| < = Kt|u, — il 
/m-n 


a ee 


law. (10) 
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Es werde nun der Teilraum S (kurz als «Kugel» S bezeichnet) eingeführt, af 
alle Elemente # von À mit 


— tg || (ly 
| 


1 ! K | 
|k- «| Sze | 


enthält. Wenn diese Kugel S im Teilraum F enthalten ist, so liegen nach (1, Ä 
(für n=1) alle w,, in F, und die Iteration ist unbeschränkt durchführbal] 
Aus (10) folgt wegen K < 1 | 

lim uw, — | = 9, 
also wegen der Vollständigkeit von F die Existenz eines Grenzelementes u a] 
F mit 

lim ||w — u, || =0. (14 


Nach (1) und (4) folgt dann 


|Tu—ul| SÂTu-Tu,| +]Tu, —-u] =|Tu-To,| + {us — #1 | 


n | 


le | + lla — ||: 
<K|u-u|+ loan — |; 


für n > oo geht nach (12) die rechte Seite gegen Null; es ist also || Tu— u| = 
und damit T «=u; zugleich ist die Existenz einer Lösung u von (7) gezeigif 
Es sei v eine etwa vorhandene weitere Lösung von (7), also Tv=v; das | 

gilt nach (4) 
Ju—o| =|Tu— To] <Kfu—v|, 


also wegen K < 1 auch |v — v| — 0 oder u = v; das heisst, die Gleichung ( 
besitzt in F eine und nur eine Lösung. Diese liegt sogar in der Kugel S, deg 
nach (1) und (10) gilt 


Qu | Sea + m 2] Se el) + oe nl. 


m 


Hier strebt | « — w,,| nach (12) für m + oo gegen Null, es ist also 


| — u, 


K | 
< x | — “oll (if 
das heisst, # gehört S an. 

Zusammenfassung 


In einem Raum R sei eine Gleichung (7) vorgelegt. Man definiere in R ein \ 
Abstand, der den drei in Nrv.T gestellten Forderungen genügt, und wähle eim | 
Teilraum F so aus, dass 


Vol. IV, 1953 Einige Anwendungen funktionalanalytischer Methoden Sol 


7. F bei dem gewählten Abstand vollständig ist, 

2. Tf für alle FEF eindeutig erklärt ist, 

3. T in F einer Lipschitz-Bedingung (4) mit K < 1 genügt, 

4. mit dem gewählten u, auch u, = T u, und die ganze Kugel S nach (11) zu F 
gehört. 

Dann gilt: Die Gleichung (7) besitzt in F eine und nur eine Lösung u. Die Itera- 

fon (8) ist unbeschränkt ausführbar, und die Folge u, konvergiert im Sinne von 

(12) gegen u. Gleichung (13) liefert eine Fehlerabschätzung für die Näherung uy, 

las heisst u liegt in der Kugel S. 


Zusatz: In manchen Fällen (zum Beispiel in Nr.5) kann man direkt er- 
<ennen, dass alle «, in F bleiben; dann kann die Bedingung 4 fortfallen. 


3. Lineare und nichtlineare Gleichungssysteme 


Ein System von n Gleichungen für n reelle oder komplexe Unbekannte 
Kl)» +++» X(m) sei auf die Form gebracht 


Xp = D(X ayo +, Kin) » ln) (14) 


wobei die y, gegebene, nach den x(,, in einem Bereich F des (xy, ..., X{n))- 
Raumes stetig partiell differenzierbare Funktionen seien, und es werde 


(15) 


Op; 
x Y 


as, = Max | 
ink | 044 


F 


resetzt. Die bekanntesten Iterationsverfahren sind die Verfahren (vgl. VON 
MISES-GEIRINGER [14]): 
1. Iteration in Gesamtschritten 


X05) eta = PalX a) wr ++» Kine) : (ee 0) lyons) (ae) 
2. Iteration in Einzelschritten 
X (5) kei = Pi(%X a) eer He % (5-1) k+1» X (5j) ke ee Xn) #) 5 (R = 0, 1, A (17) 


ts bedeutet bei x, der erste, eingeklammerte Index die Nummer der be- 
reffenden Unbekannten und der zweite Index die Näherungsstufe bei der 
iteration, bei der man von %(q)9, ---» X{n)o ausgeht; fasst man die xx für 
=],...,n zu einer Spaltenmatrix (oder einem Vektor) x, zusammen, so hat 
nan bei beiden Iterationsverfahren eine Zuordnung 


Ur ET (RU; Re) (18) 
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Nun lässt sich die Theorie von Nr. 2 anwenden, und es ordnen sich verschieden 
bekannte, hinreichende Konvergenzkriterien durch geeignete Wahl einer Nou 
hier ein. 


A. Iterationsverfahren in Gesamtschritten 
1. Norm: Es werde für die Spaltenmatrix x mit den Elementen x{; die Nory | 
Lx = Max [ro au 


gewahlt. 
Für zwei Spaltenmatrizen x und y mit den Elementen x(,, bzw. yj) ist dan} 
nach dem Taylorschen Satz 


| 2 ool SC) — P5(Ver) )| < Max Da, [re — Yin | 


IIA 


(stax Da) (Max br — vol) & Ke = 31. 
I y=1 T 


wenn 
K= Max D'a;, (2 | 
I 721 i 


gesetzt wird. Die Bedingung A < 1 ist hinreichend für die Konvergenz ddl 
Verfahrens und stellt das Zeilensummenkriterium dar. 
2.Norm. Es werde 


141 = À Lo) ei 


als Norm gewählt. Jetzt ist 


rx Tol = I laste ) — ily DIE PP. Yo) 


il r- 


ee 1 Hol SF ar SK |x—y| 


mit 
K = Max J” a;,. (24 
fs j=1 | 


Die Bedingung K < 1 ist das Spaltensummenkriterium. 


3.Norm. Es werde | 
iel=+ VS eal el 
j=1 || 
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‘als Norm gewählt. Unter Benutzung der Schwarzschen Ungleichung wird jetzt 


(IT x — Ty|2— de AT 2 y Dy = le 
| : - | P(X (r) Pi(¥(r) | = | As, | X(r) Yon 
= a at 


= (Sa) (3 lx = vol) =e 31 À Y'a 


| i=1r 


‚Die Bedingung X < 1 mit 
| KE 123 a, (24) 
f 1,7=1 


ist das Erhard-Schmidtsche Kriterium. 
4. Norm. LONSETH [13] schlägt noch andere Normen vor, zum Beispiel 


leer > 
VE lor mois ply (25) 
1=1 
oder MORGENSTERN [15] noch allgemeiner 


x| PY 5 sub + 0°] 3 laut 


mit p>1,g9>1,1<vy<n, P>0,0>0. Die Lipschitz-Konstanten lassen 
sich bei der Norm (25) mit Hilfe der Hölderschen Ungleichung 


N q n ? n 
Ä sf Etat DIT 
Keil kel eal 


mit (pf — 1) (g — 1) — 1 berechnen. (25) enthält als Spezialfälle bzw. Grenz- 
fälle (21) fir p > 1, (23) für p = 2 und (19) für p + oo. 


B. Iterationsverfahren in Einzelschritten 


Es wird jetzt die Vorschrift (17) und (18) verwendet, und als Norm werde 
(19) benutzt. Wendet man den Operator (18) auf zwei Spaltenmatrizen x, y 
mit den Komponenten x; bzw. yj) an und setzt man 


ET = Vol = d;, | (Tx) (4) Zi (T y)w | =e, D= Mex d; (26) 


(bei Tx bzw. Ty bedeutet der eingeklammerte Index 7 wieder die 7-te Kom- 
ponente), so ist 


j-1 n 
DOTE Dae ie (27) 
s=1 er 
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Nun führt man (nach SASSENFELD [19]) die Grössen ein 


n ji-1 n | 
By = D, as; Ba Seis. By Dar (für 7 = 2,..., ”); c= (2 
s=1 s=1 5=7 | 


Dann beweist man e; < D B; leicht durch vollständige Induktion: Für 7 = | 
ist sie nach (27) richtig; nun sei sie bereits für 7 = 1, 2, ...,k—1 richti 
dann hat man für j = k nach (27) 


Kl 


on SS tes D B+ 3 auD- D Pr, 


wie behauptet. 
Mit der Norm (19) ist also | 


5 


Re ee ZK D=K\|x—¥y 


das heisst, das nach (28) berechnete K ist als Lipschitz-Konstante verwendban] | 
Wenn das Zeilensummenkriterium erfüllt ist und also nach (20) | 


Max deu | 2 
Le I ( 


gilt, kann man etwas gröber (dafür aber bequemer, da man die Berechnun 
der B; spart) abschätzen, indem dann 


Bi = 4; BE Sant L'an SH 


durch Induktion beweisbar ist und damit einfach u als Lipschitz-Konstante 
benutzt werden kann. 

WEISSINGER ([25], S. 199-201) bewies die Konvergenz des Iterationsver 
fahrens in Einzelschritten und die Gültigkeit der Fehlerabschätzungen auci# 
für die Fälle, in denen die in (22) und (24) gegebenen Grössen X < 1 sind 

Für den vielleicht wichtigsten Fall des Kriteriums K < 1 nach (20) gilt diff 


Zusammenfassung 


Beim nichtlinearen Gleichungss ystem (14) werde ein Bereich F im (x, x) | 
Raum gewählt und die Grössen a;, nach (15) ermittelt. Für das Gesamischrih | 
verfahren (16) berechnet man K stets nach (20), für das EinzelschrittverfahreA| 
kann man zwar K ebenfalls nach (20) bilden, genauer aber verwendet man dann (28 
Ist K <1, so ist die Kugel S mit x: als laufenden Koordinaten gegeben durch 


Hee | %(5) 


| 
a Iran — yal - (30 
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Gehört diese Kugel S ganz zu dem gewählten Gebiet F, so konvergiert beim Itera- 
honsverfahren x(;);, für k + © gegen das einzige in F vorhandene Lösungssystem 
von (14), und dieses liegt sogar in S, so dass (30) zugleich eine Fehlerabschätzung 
darstellt. 


Spezialfall des linearen Gleichungssystems 


Lautet (14) x 
BI X(x) = 1; HAE) 
=: 


mit konstantem «;,, so braucht man den Bereich F nicht zu wählen; die Vor- 
jaussetzung, dass die Kugel S zu F gehört, fällt fort, da in (15) 


Kr 


= | 
dir | 
34 | 


konstant werden, wobei angenommen ist, dass man das Gleichungssystem 
‚nach den Hauptdiagonalgliedern auflôst, um es in die Form (14) zu bringen. 
Es ergeben sich dann unmittelbar die verschiedenen Kriterien in der geläu- 
figen Gestalt. 

Zwei Beispiele sollen die bequeme Anwendbarkeit der Formeln zeigen. 


Beispiele 
I. Gleichung 1 + z = e*; Iterationsvorschrift: 
Zu = Gr) mit g(2)=In(l+z). (k=0,1,...) 


Einige Iterationen ergeben: 


2% In (1 + z,) 
271 1,85 +7,70 Zn wt (n= 0, Hl.) 
1,85+7,707 2,105 + 7,499 i +2ncae(n = 0, +1, ...) 
2,10+7,50 2 2,094 + 7,462 1 +2n0t (nm = 0, +1, ...) 
23 = 2,09 7,407 & = 2,08813+7,46128 74 2nnı n = 0, a1, ...) 


Als Bereich F werde Re z > 0, Im z = 2x und dort als Wert des Logarithmus 
weiterhin der Zweig gewählt, der sich stetig an den Wert 


In (227) =In2n+i> 


nschliesst. Dort ist 


ee ae en 0,157: 
dé | j1+2| 7 


I 
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als Norm werde der gewöhnliche Betrag | z|| = |z| gewählt; man hat nuil 

noch nachzuprüfen, dass die «Kugel» S, hier der Kreis |z—2,| sr mi 

r = [K/(1 — K)] |z3 — 2,| = 0,00034 dem Bereich F angehört. Das ist der Falll 

also gibt es (bei dem gewählten Zweig des Logarithmus!) genau eine Lösung jf 

der Gleichung in F, die sogar in dem Kreis | z _ za | < 0,00034 liegt. 
II. Die beiden Gleichungen für x, y: 


xt y?-2=0, 3% y y — 10 


werden umgeschrieben: 


1 BET 
N eam wr re a) 


Nach kurzem Iterieren kommt man etwa zu den Werten: 


3, = 0,755: = 141955 Cor ve 0779495) Osa, VOA SES 


Man wählt daher zum Beispiel als Gebiet F 


1.195 SEA OS Oe 0706 


dort ist 
| OY, | IN a = 3 
dy; = Max a 057 00,322 
in À | x | 
Qs, = 0,633, (Go 0, B= Geb, = 0204 Ko 0322 —— = 0,475 


Die maximale Änderung o beträgt 0,00085. Die «Kugel» S lautet nach (3 


À =0,00041; |y— 1,19585| < —2# = 0,00041 . 


: Q 
|x — 0,75495| < — 


Da S ganz zu F gehört, stellen diese Ungleichungen zugleich eine Fehler} 
abschätzung für die einzige in F vorhandene Lösung x, y des Gleichungs# 
systems dar. 


4. Das Sewöhnliche und vereinfachte Newtonsche Verfahren 
bei nichtlinearen Gleichungssystemen 


Es sei das Gleichungssystem für n (reelle oder komplexe) Unbekannt 
Xi) =, Bq) vorgelegt 


Lads ein) 0, Cee N) 
wobei die /; in einem Bereich F des x(,,-Raumes gegebene, nach allen Argu 


menten stetig differenzierbare Funktionen seien. Beim gewöhnlichen Newton 


| 
| 
| 
I 
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' schen Verfahren berechnet man aus der f-ten Näherung die (k + 1)-te Nähe- 
Tung X(;)#:1 durch Auflôsen des linearen Gleichungssystems 


a of, Xp ) . 
lan) + >” (Fink Gra tg GH] lense =o, +) eee) 


aa OX (1) 


oder kiirzer in Matrizenschreibweise 


Gr) (Ari — Xe) = — fe (33) 
mit 
: || 0 0) | 
| X (1) x f1(Xx) | ae om | 
a ehe Ce | .. (#) 
| | Of, dfn || 
= ae dr | 


WILLERS [26] weist darauf hin, dass es für die Rechnung bequemer ist (und oft 
ebenso rasch zur gewünschten Genauigkeit führt), in (33) nicht bei jedem 
Iterationsschritt G(x,) neu zu berechnen, sondern mit einer festen Matrix G(z), 
etwa G(x,), zu arbeiten. Zudem kann man dann die reziproke Matrix G-1 ein 
für alle Male berechnen. Dieses Verfahren werde vereinfachtes Newtonsches 
Verfahren genannt. (Vgl. [6], dort auch eine Fehlerabschätzung für Nullstellen- 
bestimmung bei algebraischen Gleichungen mit Hilfe des Hornerschen Schemas.) 
Die folgende Berechnung der Lipschitz-Konstanten und die damit gegebene 
Fehlerabschätzung gilt auch für das gewöhnliche Newtonsche Verfahren, da 
ı man stets den letzten Schritt des gewöhnlichen Newtonschen Verfahrens als 
Anfangsschritt des vereinfachten Newtonschen Verfahrens auffassen kann. 


Es ist dann 
Kl Aus GAZ) fr = T x : (35) 


‚Hierdurch ist eine Transformation T erklärt. Sind x,, x, zwei verschiedene 
| Wertesysteme, so ist 


bes — Trp = [E u) G(&,)] (Xx — Xx) , 


‚wobei E die n-reihige Einheitsmatrix und &, gewisse Zwischenstellen zwischen 
x, und x, bedeuten. Man kann nun wieder verschiedene Normbegriffe wie in 
INr.3 verwenden. Mit der einfachsten Norm (19) wird 

| 1 Keay — Tarn | =k | Xn an %x | , 

‚wenn 


KR Mae), (36) 
r=1 


fl 
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gesetzt wird; dabei ist A = E — G-1(z) G(&,) eine Matrix mit den Elementen}} 
a;,, und Aj, sind obere Schranken für die Beträge von a;,. Es ist G~1(z) einef 
Matrix mit festen Zahlen, aber in G(£,) hat man die £, den Bereich F durch} 
laufen zu lassen. Bei diesem vereinfachten Newtonschen Verfahren braucht mari 
zur Abschätzung nur die ersten partiellen Ableitungen der /,, während mar 
beim gewöhnlichen Newtonschen Verfahren zur Abschätzung die zweiten par} 


tiellen Ableitungen mit heranziehen muss (vgl. KANTOROVITCH [11], S. 88). 


5. Anfangswertaufgaben bei gewöhnlichen Differentialgleichungen | | 
Die Differentialgleichung 
y’ = f(x, 9) (371 


mit dem Anfangswert y(x,) = y, werde als Integralgleichung 


x 


y(&) = Yo +f ie y(t)] dé (38 


geschrieben und als Spezialfall der Volterraschen Integralgleichung 


p22 Ty u De yet [est y()] dt (39 
aufgefasst. Der Kern G(s, t, y) sei im Bereich H: 
|s— sg) Sa*, fé sp Sat, [y= | Sd 


integrierbar, beschränkt durch |G| < M, und genüge dort einer Lipschitz | 
Bedingung | 


Es werde noch a = Min(a*, b/M) gesetzt. Zur Anwendung des Satzes von Nr. 

wird der Teilraum F als die Gesamtheit der in |s — sy| <a (Intervall | 
stetigen Funktionen y(s) mit | y(s) — y,| < 6 gewählt, der nach Nr.1 bei denff 
Abstand (2) vollständig ist. Geht man bei der Iteration [| 


Yn+ılS) = T Yn(s) (n nr oan) 


von einer Funktion Vols) mit Yo(So) = Yo und | yo(s) — Vol € 5 aus, so bleibet | 
alle y,(s) in F (es tritt der Zusatz in Nr.2 in Wirkung). Nun ist noch a | 
prüfen, ob in der Lipschitz-Beschränkung (4) des Operators K < 1 ausfällt} 
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Es wird, wenn y(s) und 2(s) zwei Funktionen aus F mit (so) = z(s,) = Yo sind: 


[Ty — T2| 


|Ty- Tz| = Max wo | 
er 
= BLS re / | G(s, t, y) — G(s, #, z)| dt 
: [| (41) 
i: 
N === N à 
S Max gu, i ly — 2| dé od 
< Max —— | w(t) dt| y — | = 
— J FE.) Il + | l | 
mit | 
Î W(t) at 
E=L Ma 2, 42 
’ © we 


| MORGENSTERN [15] verwendet als W(s) die Funktion e* und zeigt, dass man 
für s > sy mit À > L stets K < 1 erreichen kann; denn es wird 


s 
e* / e* = os (1 + er“ 9)) ze 


J 
So 


| 


‚Man erkennt so zugleich die eindeutige Lösbarkeit von (37) bzw. (39) im Inter- 
‚vall J unter den getroffenen Voraussetzungen; für numerische Zwecke ist es aber 
Loft günstiger, andere Funktionen W(s) zu verwenden. 

Beispiel: Nur zur Erläuterung sei ein ganz grobes Beispiel genannt. Bei 


; 1 
y = f(x,y) =z (xe? +97), y(0) = —1 
} 
werde der rohe Ansatz y (x) = —1+ax gemacht und « so gewählt, dass 
V1 — Yo = Ô(x) klein ausfällt. Hier ist 


2 
1+~o 3 


Vi 14 5-Sx+ 


‘und es werde « = 0,45 gesetzt. Als Teilraum F wählen wir die in 0 5% <1 
‚stetigen Funktionen y(x) mit —1,02 < y <0; dort ist |0//0y| = | y| S$ L=1,02. 
Mur W(x) = 1-+ 4 x? ist 

Hi W(t) dt 

0 
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also wird nach (42) 


Se aE | 0,254 
— 1,02 = 0,476; weiter ist | We = Vo || — 


= ÿ 
RE 5 


damit nach (13) I 


lvy—- | & 


mithin hat man als «Kugel» S 


ly — vol & 0,00462 (14432) fir OS% <1. 


Da S in F liegt, stellt diese Formel zugleich eine Fehlerabschatzung dar. 

Die Übertragung auf Systeme und damit auf Differentialgleichungen hohe} 
rer Ordnung ist leicht und zeigt eine grosse Analogie zu den Gleichungs-H 
systemen in Nr.3. Die Funktionen yi), ..., y) werden zu einer Matrix y zu 
sammengefasst, ebenso die Funktionen /,, ..., /„ zu einer Matrix f und did 
Anfangswerte y(,,(X,) = Y(ÿ 9 Zu einer Matrix yo: 


y' = f(x, Via nama Mie) (43 | 
oder 


y=Ty mit Ty= Yo+ | lt, y(t) at. (44 
Hiermit ist zugleich ein Operator-T festgelegt: Die Funktionen /; mögen i 


einem bezüglich der y) konvexen Bereich H des (x, y), ..., Y(n))-Raume 
Lipschitz-Bedingungen genügen : 


Wier Ya)» 0% Y(n)) == Hes 2(1)> C6 Z(n)) | = > L,x(%) ly) == Z( | = (45 
k=1 
1. Norm: 
hae so 
| Y | = alae (Max W;(x : (46 


Dabei ist J ein den Punkt x, enthaltendes Intervall der x-Achse und W; (x) 
sind (für 7=1, ..., n) festgewählte, in J positive stetige Funktionen. Für 
zwei Matrizen y, z mit y(x,) = 2(%,) = yp gilt dann | 


N 


[2,0 Ya — | & 
|| Ty —T z|| S Max Max *— 
dj 7 


W, (x) = | — 2) 6 
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mit 
[ I Lx wi) at 
re 
K = Max Max “ = . 
% j W;(*) ee 


‚Nimmt man die L;,; als Konstante und alle W;(x) einander gleich: W,(x) = W(x), 
so wird 


. [ww at 
K=® a Ly mit P= Mace ° wa (48) 


Bei K hat ® als Faktor die maximale Zeilensumme in der Matrix der Lipschitz- 
‚Konstanten. 


2. Norm: 


[Bs ala 
| Fi LE Max | LS Zi 
| z ay ; Wi ) 
Jetzt wird entsprechend 
JE) | Hay — 4] 4 


lTy= Tl = Max a 
La 5 Ji = W; (x) 


Setzt man die W,(x) = W(x) einander gleich und führt die maximale Spalten- 
umme in der Matrix der Lipschitz-Konstanten ein: 


l 


S(*) = Max IL... 
k jel 


o wird 


x 


[so by ers | de 


Bozen <K|y-:| 
nit 
| [sw W (t) dt 
| K — Max = we) (49) 


Nieder kann man bei beiden Normen W(x) = e’* mit genügend grossem A 
stzen und damit in einem hinreichend kleinen Intervall Existenz eines Lö- 
ungssystems und Konvergenz des Iterationsverfahrens sicherstellen; für nu- 
aerische Zwecke kommen oft auch andere Funktionen W;(x) in Frage. 
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Es interessiert noch die Anwendung auf das System | 
| 
I = f ils 01) Bie ee) 
Vo) 2 Yoan (für {= „N , J (nm) BX J (1) » J(n)/> | 
| 
das heisst auf die Differentialgleichung n-ter Ordnung 
y(n) er g(x, y, y”, ar „ia=1)), 


g genügt hier einer Lipschitz-Bedingung: 


ER Wows) yin—1)) — g(x,2,. gin )) | = Sle | 6 (k-1) _ 26-2] ON 


während die übrigen 


[1 firk=7+1, G=1,...,4—)) 
Lx =i . .. . . 
| 0 sonst, das heisst firk = 7+1, (=... #01) 


sind. Beide Normen sind anwendbar. 


6. Randwertaufgaben 


Für eine Funktion der unabhängigen Veränderlichen x,, ..., x, sel 
einem Bereich B des (x, ..., x„)-Raumes eine Differentialgleichung 


Llul= 06... inch (5 
und lineare Randbedingungen 
Uwe] = ,(%1, ..-,%m) auf pe (= Ty eee ene 


vorgelegt. Dabei seien L{w] und U,{u] lineare homogene Differentialausdrüch 
in # und den partiellen Ableitungen von # mit Koeffizienten, die von x,, . 
abhängen können, und @ eine gegebene, etwa stetige, nach « stetig parti 
differenzierbare Funktion ihrer Argumente. J", sind gegebene (m— 1)-dime1 
sionale Hyperflächen, gewöhnlich Randflächen von B. 

Nun werde die Annahme getroffen, dass die lineare Randwertaufgabe fü 
eine Funktion w 


Le] Sr. ei UE X | | 
(5 
U,[w] = 0 au (wt, | 


| 
| 
bei beliebig vorgegebener stetiger Funktion 7(x,, ..., x,) stets eindeutig lésb; 


sei. Das ist zum Beispiel der Fall, wenn eine Greensche Funktion G(x;, 
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existiert, welche die Randwertaufgabe (53) in der Form 


w(x) = | G(x;, &) v(&) ag, (54) 


Str 
© 


löst. Dann ist auch die Randwertaufgabe L[w] = r, U,w] = y, stets eindeutig 
lösbar und das Iterationsverfahren 


1.4) sol ay ine | 


(55) 
Of] = Va AU AR = LR ke ne Eee) | 
Dei der man von einer gewählten Funktion #,(x;) ausgeht, unbeschränkt durch- 
‘ührbar, vorausgesetzt, dass o(x,, #) für alle v = u, definiert ist. Für die Über- 
egungen (nicht für die numerische Rechnung) kn die Randbedingungen 
homogen gemacht. Es sei # eine spezielle, die Randbedingungen (52) erfüllende 
Sunktion, dann setzt man 


u=u+ N, Un = “+ Ne (56) 


ind definiert zu einer Funktion feine Funktion g und damit einen Operator T 
u: = 1 f: 


Lg] = 9(x;, u + f) — Lu] i | 
U. [eg] = 0 an D 


u 


(57) 


Jann gilt 
Moi Lh, No De SF i MOL, Oe) 


| Die Fehler von #, und 7, sind also dieselben, man kann daher die Aufgabe 


lir 7 weiter Eire 
| Um den Satz von Nr. 2 anwenden zu kénnen, wird die Lipschitz-Konstante 


ic von (4) gebraucht. Seien /,, f, zwei Funktionen mit g;= T/, (¢ = 1, 2), 
> wird 


Le, ey 82] = 9(%;, u+f)- 9%, u+ fe) ; Ulgı =; ge] = 0 (59) 
fun wird ein Bereich H des (x,, ..., x,, u)-Raumes gewählt, in welchem 
ps, #) — Plz, w*)| = N(x;) |w — 0 | (60) 


ir alle x;, u, u* in H gilt. (Da @ als nach u stetig differenzierbar vorausgesetzt 


ZAM: 
344 LOTHAR COLLATZ 


war, kann man N = Max |0@/0u| setzen.) Aus (54), (59) und (60) folgt dahe! 


= | Gln &) [Es + h) — plés à + fe] abs (61 
B 
lex — gl Sf NUE) ch fal dés. (6 
RB 
Wählt man als Norm einer Funktion 
Vell = If | 
LA Obere Grenze Wx)’ (6 


wobei W(x;) eine in B festgewählte stetige positive (eventuell auch nich 
negative) Funktion ist, so folgt 


81 — gel SKK (6 


mit der Lipschitz-Konstante 


DIE W\(x;) 


À | 
K = Obere Grenze ? : : (64 
| 


Es sei auf einen Fall hingewiesen, bei dem man ohne Kenntnis der explizitet 
Form der Greenschen Funktion zu einer schnellen, aber meist nicht so genaue 
Ermittlung der Lipschitz-Konstanten kommen kann. Wechselt die GreenscH 
Funktion G in B nicht das Vorzeichen, ist etwa G = 0, und gibt es eine ebe 
falls in B das Vorzeichen nicht wechselnde Eigenfunktion z(x;) (etwa 2, = 
von 


I[z]=iz inB, Uß]=0 aut I, (6 
zum Eigenwert 2 = A,, so kann man W(x;) = 2(x;) wählen, und nach (54) gif 


[Stan &) 1G) dé, = F ax); 
B zZ 


es folgt einfach 


(Verschiedene Zahlenbeispiele bei [5], Z. angew. Math. Mech. 33, 116-127 [195:] 
und ein Beispiel hier in Nr. 11.) 
7. Allgemeinere nichtlineare gewöhnliche Differentialgleichungen 


Ist die Differentialgleichung (51) nicht nur in #, sondern auch in Abl« 
tungen von # nichtlinear, so kann man manchmal ähnlich wie in Nr.6 ve 
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gehen. Das sei kurz an dem Beispiel der gewöhnlichen Differentialgleichung 
k-ter Ordnung 


L[u(x)] = w(x, u, u', ..., ul) (68) 


und Randbedingungen an zwei Stellen x = a und x= b (b> a, s < k) 


U Ju] = Vu (i == Irisch) 
| genannt. 


| [u] sei ein linearer homogener Differentialausdruck in #, die Randbedin- 


| gungen seien linear. y genüge einer Lipschitz-Bedingung: 
| ! 
| [pts 2, %,..-., UL) — (x, Up, Uy, …. SP] 

s (69) 
= Om A (x) lu — uf] mit A4, (x) 20. 


o=0 


+ 


| Wieder sei die Randwertaufgabe (53) durch (54) lésbar und (54) sei s-mal nach x 
| differenzierbar: 


b 

fe \ @ E 
| u) = [EEE dé mit co = C9, (70) 
N a 


"definiert man einen Operator T mit g = Tf durch 


| Lg]= (x, f1,.., 1), Ulel=v, w=L...h, 


| 
so erhält man bei der Norm 
N 1 Ss 


|| f|| = Obere Grenze - Wa 2 A.) Er) (71) 


in da,b) 


nach kurzer Rechnung (genauere Durchführung bei [5], Z. angew. Math. Mech. 
33, 124 [1953]) für die Lipschitz-Konstante X von T 


R = Obere Grenze FDA fie x, €)| WE) (72) 


in (a,b) 


8. Operatoren monotoner Art 


Der Raum À sei nun ein reeller Raum, das heisst, seine Elemente seien 
reelle Grössen, etwa reelle Zahlen oder Matrizen mit reellen Elementen oder 
\jreellwertige Funktionen reeller Veränderlicher. Der Raum sei halbgeordnet (vgl. 
zum Beispiel KANTOROVITCH [11]), das heisst, Beziehungen / <g oder /< g 


| 
J 
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seien für gewisse Paare von Elementen erklärt und sollen die gewöhnliche Be! 
deutung haben. Wieder sei ein Operator 7 gegeben, der den Elementen g eines 
Teilraumes F eindeutig Elemente T g in R zuordnet. Es sei nun / ein gegebenes 
Element in À, und es werde nach Lösungen # von Tu =f gefragt. Diese Auf: 
gabe heisst «von monotoner Art», wenn aus Tv < 7 w für beliebige Elemente 
v,w aus F folgt v<w, und 7 heisst dann «ein Operator monotoner Art! 
(genauer: die Aufgabe ist als Aufgabe «von monotoner Art» geschrieben). 

Ist eine Lösung u vorhanden, so ergibt sich die Möglichkeit einer Einschlies} 
sung. Sind v, und v, zwei Näherungen mit 


TyefzTre, (73) 
so folgt | 
u ZUM, (74 


Man kann dann zum Beispiel nach Art der Relaxation versuchen, von eine 
Näherung v ausgehend, den «Defekt» d(v) = Tv — f durch Anbringen kleine 
Korrekturen an v dem Nullelement zu nähern; gelingt es, dabei d = 0 zu 
erreichen, so weiss man v > u, und entsprechend gilt v<u bei d < 0. Not 
wendig ist aber bei dieser Methode die Kenntnis von der Existenz einer Lö 
sung u; man hat dafür drei Wege zur Verfügung: 

1. Oft gelingt es, mit Hilfe des Iterationsverfahrens und eines eventuelle 
ganz groben Iterationsschrittes nach dem Satz von Nr. 2 die Existenz eine 
Lösung zu zeigen (vgl. hierzu auch Nr.12 und Nr. 11, Beispiel I). 

2. Die Erweiterung des Browerschen Fixpunktsatzes führt mit Hilfe all} 
gemeiner topologisch-funktionalanalytischer Betrachtungen in weitreichende 
Fällen zu Existenzaussagen (über Existenz eines Fixpunktes), so zum Beispiel 
bei nichtlinearen Randwertaufgaben elliptischer Differentialgleichungen b 
SCHAUDER und LERAY [20], [12], bei nichtlinearen Integralgleichungen b 
ROTHE [18] und andern. 

3. Bei linearen Aufgaben kommt es häufig vor, dass die Aufgabe zu eine} 
Klasse von Aufgaben gehört, für die die Existenz einer Lösung durch besonder 
Sätze gesichert ist. (Das trifft auch für einige Klassen nichtlinearer Aufgaben zu. 


9. Gleichungssysteme monotoner Art. Einschliessung 
bei der Relaxation 


In dem Gleichungssystem 
Ax=r (75 


seien die gegebene nichtsinguläre Matrix A = (a;,) und die gegebene Spalten 
matrix 7 = (r,) reell; x = (x,) ist die Spaltenmatrix der Unbekannten; A is 
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_zugleich der Operator T. Die Bestimmung von x ist eine Aufgabe von mono- 
ı toner Art, wenn e = 0 aus Ae > 0 folgt, und das gilt genau dann, wenn alle 
| Elemente von 4-1 nichtnegativ sind. Dann werde A eine «Matrix von mono- 
‚ toner Art» genannt. Ein einfaches, bei vielen Anwendungen erfülltes, hin- 
| reichendes Kriterium lautet: Die Matrix A ist von monotoner Art ([5], Arch. 
| Math. 3, 373 [1952]), wenn gilt: 

1. Es ist a;; > 0, a3, = 0 für 7 + À. 


2a) Es ist das «schwache Zeilensummenkriterium» erfüllt 
Te En > | 


5 (76) 
k=1 | > 0 für mindestens einen Wert von 7. | 


2b) Die Matrix zerfällt nicht, das heisst, es ist nicht möglich, die Indizes 


D, 2 SOME D, -.-, Om 0 --- On m (mit 1S m S&S nv — 1) zu numerieren, 
i 4,0, = Ofürv=1,...,m,u=]1,....n— m gilt. An Stelle von 2a) und 
2b) kann auch 


2c) das «gewöhnliche Zeilensummenkriterium» treten: 


| I 0 On Mrs: (77) 
re 


Dieses Kriterium ist zum Beispiel erfüllt bei den Differenzengleichungen, die 
| der ersten Randwertaufgabe der Potentialtheorie entsprechen, so dass man 
} bei Anwendung der Relaxation bequem Schranken aufstellen kann (Zahlen- 
| beispiel bei [5], Z. angew. Math. Mech. 32, 83 [1952]). Auch bei den Differen- 
| zengleichungen bei anderen komplizierteren Randwertaufgaben und auch bei 
| gewissen Typen nichtlinearer Gleichungssysteme liegt monotone Art und da- 
{mit die Möglichkeit der Einschliessung vor [5]. 


10. Randwertaufgaben monotoner Art 


Es liegen wieder die Randwertaufgaben (51) und (52) vor; nun werde der 
Operator T durch 


Tv = Lv] — (x; 2) (78) 
festgelegt, wobei der Definitionsbereich F aus den Funktionen v besteht, welche 
die Randbedingungen (52) erfiillen und partielle Ableitungen so hoher Ord- 


| nung besitzen, wie es für U,[v] und Z[v] gebraucht wird. Für zwei Funktionen 
jv, w aus F gilt dann mit € — v — w 


Tv—Tw=Lf{e]+ ¢ A(x;), (79) 
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wobei nach dem Taylorschen Satz 


0 | ji 
Ben PA) (80}} 


(mit & als Zwischenstelle zwischen v und w) bei festem v und w die Funktion 
A(x;) eine Ortsfunktion ist. 

Jetzt sei H ein bezüglich u konvexer Bereich im (x,, w)-Raum, der v, « | 
und damit auch w enthält. In H werde A als > 0 vorausgesetzt; man wählt | 
oft zweckmässig H so, dass H eine Lösung u von (51) und (52) und eine Nähe- 
rung v enthält; mit w = u ist e dann der Fehler £ der Näherung v. 

Nun kann man in vielen Fallen auf Co spezieller Eigenschaften deaf 
Aufgabe (51) und (52) zeigen, dass aus 


L[e] + EA = VIRE. U, AE 0 auf Ir (81 | 


e = 0 bei nichtnegativen A(x;) folgt. Dann sind (51) und (52) von monotone 

Art; es kommt also auf die Diskussion der linearen Aufgabe (81) mit homo 

genen Randbedingungen an. So sind zum Beispiel folgende Klassen von Rand} 

wertaufgaben von monotoner Art: 
I. Die Aufgabe 


—[p(x) w(x)]' + f(x, u) = 0 (821 

mit den Randbedingungen u(a) = u,, u(b) = u, oder 
u(a) -cula)=y,, w(b)+dul)=y, (83 
(p(x) na <x Sbstetig differenzierbar und > 0, uy, 4, Ya, y» gegebene Kon 
stanten, c 2 0, d 2 0] ist im Bereich H [a £ x <b; u(x) Su S u,(x)] vo 
mionotoner Art, wenn dort 0//Ou existiert und in H entweder 0/f/0u > 0 ode 


0f/0u = O und dann c? + d? > 0 ist. 
NSS) 


n 02 
L[w] = = Asp a > b;-——— +euinB. (84] 
1,k=1 


Dabei seien a;,, b;, c gegebene, in B + J" stetige Funktionen von x,, ..., x, 

c = 0 und die Matrix der a,, in B durchweg symmetrisch und positiv definit| 
I’ sei als Randflache von B eine abgeschlossene zusammenhängende (n— 1): 
dimensionale stückweise glatte Hyperfläche. Als Randbedingung sei entwedet 


u = y auf I (85) 
oder 
du 


a 7 eu=daut I (86} 
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| gegeben, wobei » die innere Normale und y, 0, 6 auf I” gegebene stetige Orts- 

funktionen mit 9 > 0 sind. Die Randwertaufgabe ist in einem bezüglich w 
|konvexen Bereich H des (x;, #)-Raumes von monotoner Art, wenn dort Oplou 
existiert und < 0 ist. 


me II. 
0e tu tu i 
AAu = ae aa ae — r(x, y) in B 
| wre), Ad—3y ls) auld, 


mit s als Bogenlänge auf der Randkurve J" des ebenen, einfach zusammen- 
+hangenden Bereichs B; y,, y», 7 sind gegebene, etwa stetige Funktionen. Der 
‚Operator Tv = AAdv—r(x, y) (dabei muss v wie oben die inhomogenen Rand- 
bedingungen erfüllen) ist dann von monotoner Art. 

Die Beweise für das Vorliegen der monotonen Art findet man in [5]; sie 
beruhen im wesentlichen auf dem Hilfssatz vom Randmaximum (vgl. zum 
Beispiel [5], Z. angew. Math. Mech. 32, 203 [1952]): 

Für eine nichtkonstante, mit stetigen partiellen Ableitungen bis zur zweiten 
Ordnung einschliesslich versehene Funktion w(x}, ..., x,) sei bei dem Differential- 
ausdruck (84) unter den in II genannten Voraussetzungen L[w]) < 0 in B. Der 
Grösstwert von win B+ I’ sei M. Dieses Maximum wird im Falle c = 0 stets 
tund im Falle c =0, wenn überdies M = 0 ist, nur auf dem Rande I’ ange- 
nommen. 


11. Rand- und Gebietsmethoden 


‚In Nr.10 wird stets gefordert, dass die Näherungsfunktion v die Randbe- 
dingungen (manchmal die homogenen, manchmal die inhomogenen) erfüllt. 
‘Die hier gegebene Abschätzungsart eignet sich daher besonders für die gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen, bei denen man in der Regel beim Näherungs- 
ansatz die Randbedingungen erfüllen wird, und bei den partiellen Differential- 
gleichungen für Ansätze, die die Randbedingungen befriedigen (sogenannte 
‚Gebietsmethoden, wie zum Beispiel beim Ritzschen Verfahren). 

Es sei zum Beispiel die Randwertaufgabe linear 


LAEAES #2) (87) 


bei L[w] durch (84) gegeben ist und die Koeffizienten die dort genannten 
Voraussetzungen erfüllen, und die Randbedingung laute 


Ulu]= y auf I (88) 


und sei die Bedingung (85) oder (86) (ebenfalls mit den dort genannten Voraus- 
setzungen). 
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Aus 


folgt dann z < 0 und aus 
| Z[21]| = Ze), U[z] = Ulz] = 0 


folgt somit |z,| < %, da man nur den letzten Schluss auf z= z, — 2, unk 
2= — 2, — 2, anzuwenden braucht. 
Nun sei z(x;) eine Funktion mit 


Ul2| = Oautell a2 eat ana (84 


wobei A eine Konstante ist; eine solche Funktion wird sich in vielen Fälle: 
leicht angeben lassen. Ist nun v eine (88) erfüllende Näherung, so gilt für de 
Fehler € = v — u: 


also 


Ig] = |e — ul s GE Max |r Ze]. cod 


Bei partiellen Differentialgleichungen arbeitet man häufig auch mit Ani 
sätzen, die die Differentialgleichung, aber nicht die Randbedingungen erfülle#f 
und bei denen man etwaige freie Parameter zur möglichst guten Anpassung 
an die Randbedingungen verwendet (sogenannte Randmethoden). In diese 
Fällen kommt man oft mit dem am Schlusse von Nr.10 genannten Hilfssat|f 
unmittelbar zum Ziel (vgl. [5]), was hier in diesem Zusammenhang genannt seil} 

Bei der Randwertaufgabe (87), wobei wieder L{w] durch (84) gegeben isi 
und die Koeffizienten die dort genannten Voraussetzungen erfüllen, und def 
Randbedingung (85) sei v eine die Differentialgleichung L[v] = r erfüllend: 
Näherungsfunktion. Von der Fehlerfunktion w= v — u sind die Randwerti} 


w= 0— 4 = v — y bestimmbar. Nimmt w den Wert Null an, so gilt im ganzer 
Gebiet B | 


U min u W max» (91 | 


nimmt w nicht den Wert Null an, hat also w ein festes Vorzeichen, so hat aucl 
w in B + J’ dasselbe Vorzeichen, und für den Betrag der Fehlerfunktion gilt 


lv] <|@| mae « (92 


Im Falle c = 0 gilt (91) unabhangig davon, ob w den Wert Null annimmt ode: 
nicht; dabei bedeuten Win, Was und |%| max das Minimum bzw. Maximu 
von w oder |w| auf dem Rande J’, also bekannte Grössen. 
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Die gleiche Aufgabe der Einschliessung der Lösung # in Schranken behan- 
deln Diaz, GREENBERG, SYNGE und COOPERMAN [7], [8], [10], [23] mit einer 
funktionalanalytischen «Hypercircle method» und verwandten Methoden. 


Beispiele 


I. Nichtlineare Differentialgleichung: 


il a 
Au = u,, + > u = at u für Al, a 


u= 1am Rande x? + y? = 1 (stationäre Temperaturverteilung u(x, y) in einer 
Kreisplatte ; am Rande konstante Temperatur # = 1, im Innern Wärmeabgabe 
roportional # + u?). Es ist leicht, die Randbedingung erfüllende Funktionen 
Mo, 4, mit Au, = uy + ug anzugeben; es soll hier nur ein ganz grober Ansatz 
durchgeführt werden. Für 


= 1+ (1-7?) (&—-—#) wird Au, = 4 (x - a 4 r°)) 


jand ı, berechnet sich zu 


M = = ( Day 4 Au). 


1. Existenz einer Lösung: Dazu genügt es hier, die Überschlagsformel (67) 
tu benutzen. Eine das Vorzeichen nicht wechselnde Eigenfunktion ist 


W(x, ¥) =Jo(Var) [Bessel-Funktion Jy; À = A, ~ (2,4048) 2]. 


Der Bereich F sei die Gesamtheit der in x?+ y? <1 stetigen Funktionen 
| (x,y) mit O<„<1; dann ist Ningg=(14+2 4) maz=3 und nach (67) K=3/A; 
\x/(1— K) = 1,07. Nun werde « zunächst etwa so gewählt, dass #, und «, für 
| = O übereinstimmen; es wird #, = u, = 2/3 für « = — 1/3; man berechnet 
| lann %,, u, nach (63): 

|| #0 — #,| = Obere Grenze ee = 0,15, 


Ind nach (13) die «Kugel» S: 


[uw — u,|| < 0,161 oder |u — u,| < 0,161 : J, (Var). 


Diese Kugel S gehört zu F, es ist also die Existenz einer Lösung in F gesichert, 
Nie sogar in S liegt. | 
! 2. Untere Schranke der Lösung: Die durch S gegebene Fehlerabschätzung 


lefert zum Beispiel für den Mittelpunkt (0, 0) = (2/3) + 0,161 und ist noch 
| 


| 
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sehr grob. Man könnte durch sorgfaltigere Wahl des Ansatzes die Fehler 
schranken des Iterationsverfahrens verbessern; aber da hier die Aufgabe naci] 
Nr.10 von monotoner Art ist, ist es viel bequemer, zur Abschätzung das Einf 
schliessungsprinzip (73) und (74) zu benutzen und das Iterationsverfahren nul 
zum Existenznachweis. Da für den Wert « = — 1/3 bereits #, = u, ausfällif 


gilt beim Operator Tv = —Av + v + v? auch 


IIA 


Tu, = -Aum +u + u Au; +ut+twu=0, 
also wegen Tu, < 0 nach (74) u, Su. 

3. Obere Schranke der Lösung: Es wird dazu nur noch eine Funktion 4 
mit u, = u, benötigt. | 

Für 4, =1- (1 — 7?) [0,32 + 0,05 r? + 0,006 74] wird u, 2 u, und damik 
4, =u; mithin ist # in Schranken eingeschlossen; speziell für r=0 wi | 
0,6666 < u(0, 0) < 0,6800, für 7 = 1/2 wird 0,7396 < u(1/2, 0) < 0,7503. Natülf 
lich ist es leicht, durch genauere Ansätze engere Schranken zu erhalten. 

II. Eine vielbehandelte lineare Aufgabe: Torsionsproblem für ein Quadrd| 
B als Querschnitt. B sei in einer (x, y)-Ebene der Bereich |x| < 1, |y| < 1 
und J’ der Rand des Quadrats; dann ist gegeben Au = 0 in B, u= (x? + y?)}f 
auf J’; es mögen harmonische Näherungsfunktionen v verwendet werden 


p 
D N) — 9) 1 — f 1 Q 
URBV= > av, mit v,=Re(x+17y)". 
2=0 


Die a, bestimmt man so, dass sich v den Randwerten # = (x? + y?)/4 anpasst 
was sich zum Beispiel graphisch sehr rasch durchführen lässt. Benutzt mal 
nur v, und v,, so unterscheidet sich (1/160) (47 — 8v,) auf I’ von # um hock 
stens 1/160, also gilt nach (91) in ganz B 


il 
| rear, 


zum Beispiel im Mittelpunkt 0,2875 < u(0, 0) < 0,3000. Nimmt man noch 
hinzu, so kann man 


1 
v= 7 (1,1786 — 0,1801 v, + 0,006 2) 


verwenden; auf J’ gilt dann |v— |< 0,00125, daher in ganz B |v-u|< 0,0012 
speziell im Mittelpunkt 0,2934 < w(0, 0) < 0,2959. 


12. Das Newtonsche Verfahren bei nichtlinearen Randwertaufgabe 


Das Newtonsche Verfahren liefert bei manchen Typen von Randwertau 
gaben die Möglichkeit, zugleich die Existenz von Lösungen zu sichern und d 
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Lösungen in Schranken einzuschliessen. Es liegen wieder die Aufgaben (51) und 
(52) vor. Ausgehend von einer Funktion u(x;) bestimmt man u, = #9 + 1 
aus der linearisierten Randwertaufgabe: 


Z[u,] = Luo] nn L[no] = P(X;, Uo) + No PulX;, Wo) in B, | (93) 


Fl >, au, Mat Se 


wobei @, die Ableitung von g nach # bezeichnet. Allgemein ermittelt man 
deim gewöhnlichen Newtonschen Verfahren die Folge der Iterierten «,(x;) mit 
nit = Un > Mn nach 


ns] — Nn PulXs Un) = P(X5, Un) — L[u,] in B, O[4nsi] = y, auf en) 


ind beim vereinfachten Newtonschen Verfahren nach 
1 — Nn PulX j Up) 5: p(X; = L[u,] in B, U, [%] ar auf Le (95) 


Die beiden Arten unterscheiden sich also nur in dem Argument bei @, (vgl. 
Nr. 4). Die Transformation g = 7 wird für eine stetige Funktion /(x,) durch 


Lg] = p(xs, 1) + (@—f) qu(xs w)inB, Ufg]J=y,autT, (96) 


estgelegt, wobei wieder vorausgesetzt werde, dass die lineare Randwertauf- 
rabe für eine Funktion w 


L[w] a - PulXi, Uo) as Uw] =. auf i (97) 


ür beliebiges stetiges 7 eindeutig, eventuell mit Hilfe einer Greenschen Funk- 
ion G(x;, €;) nach (54) lösbar sei. Für zwei Funktionen g; = Tf, (7 = 1, 2) gilt 
‘ann mit Benutzung des Taylorschen Satzes: 


| Ile, — ge] — (er — 8) Puli Mo) = (xs, fi) — Vl, fa) — (fa — fa) Puls, %) 
= (fr — fe) [pul& À — Puls, %0)] 
= (fh — fe) Uf — Me) Paul Mo); 

Ue, — &]=0. 


Yabei ist ñ eine Zwischenstelle zwischen /, und /, und %, eine Zwischenstelle 


ischen / und «,. Dann wird 


L1 — Le = te x, &5) [a(Es) — fal E)AE Valen oué oes) | dé: 
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Mit der Norm (63) folgt (64) mit der Lipschitz-Konstante 


r 1 0 Er f 3 e | | 
i ee Obere Grenze wars |G (x5, &)| W(Es) Puulés, o(Es)] dé; | | 
B (98 

x - es) — Uo(x;) | - | 


Grundsätzlich ist K < 1 erreichbar, sofern man erstens #, hinreichend nak 
bei einer Lösung gewählt hat, das heisst, sofern #, — #, und damit auch  — 2 
genügend klein ausfällt, und zweitens eine Greensche Funktion existiert, def 
heisst, die zu (97) für 7 = 0 gehörige Eigenwertaufgabe keine Eigenlésunge 
besitzt, ein Ausnahmefall, der durch kleine Abänderung von #, vermiede 
werden kann. Über Möglichkeiten, die Greensche Funktion bei der numerisch 4 
Rechnung zu umgehen, und ein Zahlenbeispiel vergleiche [6]. | 


| 


13. Anfangswertaufgaben 
bei hyperbolischen Differentialgleichungssystemen 


MORGENSTERN [15] behandelt das System von Differentialgleichungen i 


zwei Funktionen u(x, y), v(x, y): 
Ou ov 
ag cdi es ag. une 
wobei a, ..., f gegebene Funktionen von x, y sind und auf der Anfangskur 


x + y = 0 die Werte Null für # und v vorgegeben sind. Es wird ein Operator 
definiert, der einem Funktionenpaar {u, v} das Paar T{u, v} zuordnet : 


use | feusreros. [ tuveos an} 


n=-Xx 


Als Norm eines Funktionenpaares kann man 


TE ch es us, y)| los, ¥) | 
{u op = Max (Pay won) 


verwenden, wobei B etwa das Dreieck x <ß, y ST — a, x + y = 0 mit a < | 
sei und W(x, y) in B eine festgewählte stetige positive Funktion ist. Für z 
Funktionenpaare #,, v, und ug, v, gilt dann 


x 
| a(t, — uy) + bo, — 03) dé 


En) 


| Ti, 1} — T{us, v}|| = Max Way) oan 


= K {a — Uy On = Up} | 
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mit 


| er | J een) | + lee, m) W(x, m) an) 
| ne 


{MORGENSTERN setzt W(x, y) = e*(**), dann folgt 


» 


} =, ee ee 
| R = Max | une | 


wählt man lee) fb. = Max (ja| + ld], |@| + Je|), so wird K < 1. 


14. Integralgleichungen 


Bei der linearen Fredholmschen Integralgleichung zweiter Art 


| us) — a Ge. #) u(t) dt = h(s) 


nit gegebenen (etwa stetigen) h(s), G(s, £), gegebenem À und B als Integra- 
ionsbereich bei einer oder mehreren unabhängigen Veränderlichen sei der 
‚Dperator g = Tf durch 


g(s) = h(s) + À | G(s, t) f(t) dt 
/ 


estgelegt. (Allgemeinere Operatoren betrachtet SCHMEIDLER [21].) Dann gilt 
ei der Norm (63) für zwei Funktionen g; = T/; (j = 1, 2) wieder (64) mit 


KA 


1 
Obere Grenze we | |G(s, t)| W(t) dt . 


3UCKNER ([3], [4], S. 68ff.) gibt eine Verallgemeinerung des Iterationsver- 
jahrens 


| Un+1(S) == Crass u,,(S) GE 2(1 == In) | G(s, t) U,(E) dt ze (1 EZ Dar) h(s) 
B 


n, bei welcher die Folge der «,(s), sofern À kein Eigenwert ist, bei passender 
Vahl der #,, stets konvergiert. 
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chu 


betrachtet Integralgleichungen erster Art, PICONE und FICHERA [17], [9] nebe} 
diesen auch Integrodifferentialgleichungen. 


[8] 


[17] 


] St.BanacH, Theorie des opérations linéaires (Warschau 1932; Neudruck§ 


] D. BERNSTEIN, Existence Theorems in Partial Differential Equations, Ant 


] H. Bicxner, Ein unbeschränkt anwendbares Itevationsverfahren für Fredholm 


] L.KANTOROVITCH, The Method of Successive Approximations for Functional 
] J.Leray und J.SCHAUDER, Topologie et équations fonctionnelles, Ann. Sch 


] A.T.LonsetH, The Propagation of Error in Linear Problems, Trans. Amel 


] D.MORGENSTERN, Beiträge zur nichtlinearen Funktionalanalysis, Dissertatich 


] B.vonSz.Nacy, Spektraldarstellung linearer Transformationen des Hilbe 


LOTHAR COLLATZ ZANE 


KANTOROVITCH ([11], S. 90ff.) untersucht auch Systeme von Integralgle:l 
ngen und gewisse Typen nichtlinearer Integralgleichungen; LONSETH [12f 
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Summary 


In this collection of results a formulation of the basic theorem of iteration 
methods is given, which is particularly suitable for practical applications since it 
permits testing the presumptions in a straight forward way. A uniform existence 
and error estimation theory results, which is valid for many various types of 
ordinary and partial differential equations. The well-known criteria for iteration 
methods for linear equations are automatically included and are extended to 
apply to systems of non-linear equations. Initial and boundary value problems 
for ordinary and partial differential equations are also treated. 

For numerical calculations and especially for non-linear equations, it is rather 
important to chose a suitable norm. In problems of a monotone nature, a check 
on the accuracy may be achieved by the simultaneous application of the theorems 
on iteration methods and on error estimation. 


‘Eingegangen: 11. Juni 1953.) 
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1 | 

Transonic Flow Past a Wedge at Zero Angle of Attack’) | 
By LEON TRILLING, Cambridge, Mass., U.S. A.?) | 

While recent theoretical investigations of transonic flow past wedges, b 


J. D. Coref1]?), GUDERLEY and YosHIHARA[2], MACKIE and Pack([3], VIN] 
CENTI and VAN WAGONER/[4] and experiments by LIEPMANN and Bryson [5], [4 | 


Fig. 1 


Transonic flow past a symmetric wedge in physical plane. 


and GRIFFITH [7], {8] have gone far to explain the structure of certain transonid 
flow fields, there is no published discussion of the pattern which results fro 
a local supersonic region embedded in a subsonic field. The simplest flow of that 
type is past a thin symmetric closed wedge at zero angle of attack. | 

Let the chord of such a wedge by 2 c, its thickness 2 £, and its semiwedgefl 
angle 6 so that 6 = t/7-<1. The free stream Mach number M is just below 


2) 


This investigation was carried out under contract AF33-(038)-22184 with the United State: 
Air Force. 


2) Massachusetts Institute of Technology, Cambridge, U.S.A. 
3) Numbers in brackets refer to References, page 375. 
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unity so that 1 — M?< 1. The sonic line and a shock IG (Figures 1 and 2) then 
bound a finite supersonic region CZG as can be seen on interferograms [5], [6], [12]. 
Disturbances downstream of this region affect the supersonic flow through their 
influence on the upstream subsonic flow, so that the influence of the subsonic 
flow cannot be limited to part of the supersonic field. 

If the velocity perturbations #, v from sonic velocity a* are small (u, v/a* <1), 
che strength of the shocks DE, FG is of order (u, v/a*), and the entropy increase 


sheels(5,b) 


Fig. 2 


Hodograph of transonic flow past a symmetric wedge. 


cross them is of order (u, v/a*); the flow is therefore assumed to be isentropic 


hd irrotational, and the transonic perturbation theory may be applied. In 
‘rms of the dimensionless velocity perturbations: 
ri EA HA) ep SE 

\ MEZ a* , CRE DD ji 
le equations of motion are: 

D Brad ar a) 
| ME AT à 

Ou" OÙ 0 (2) 
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The Jacobian of the hodograph transformation is | 
) _, { Ou’ \2 | Ou’ \2 4 

I-5% u (SE) (sr). Gi 


so that the transformation is regular and order-reversing in the subsonic domait | 
but may have singular lines in the supersonic domain. The equations of motiaf 
in the hodograph plane are: 


Oy Ox 


05 | 
MH <j 
Ov’ du’ ? (? | 

OV Ox ( 
Ou 00 1 


Equations (4) and (5) are elliptic in the subsonic region (u’ < 0) and hyperbäl | 
in the supersonic region (w’ > 0), where their characteristics are defined b 


2 18 | 
v NE + 3 yy’ 3/2 . (1 


The-following boundary conditions are satisfied by the functions x, y(u’, v} 
with the origin in the physical plane at the center of the wedge. Far from t 
wedge, the flow is subsonic and undisturbed, so that if #; denotes the fr 


stream velocity, 


é C 
limx, PEU) = ————— 
u’—> ut V uU) — Uy 
v—0 


as in an incompressible fluid. 

This boundary condition implies that the velocity is identical far upstre 
and far downstream of the wedge. No inconsistencies arise since the drag is 
second order, and second order velocity perturbations are neglected. 

Along the streamline y = 0, from A to B (Figures 1 and 2), the velocity fl 
parallel to the free stream and decreases from the free-stream value uj to tif 
stagnation value #° > —oo. From B to C, the v’ velocity takes the value | 


v= vw = (y+ D Ô 


while the w’ velocity increases from — at B to zero at the corner C. At 
the flow turns the corner CD through a Prandtl-Meyer expansion CD. 
Because the velocity at the end of a Prandtl-Meyer expansion depends o on 
on the angle of turn, while along EF it depends on the free stream Mach numball 
a weak oblique shock may be necessary to adjust conditions at the corner: till 
flow overexpands within the supersonic region and is recompressed through | 
oblique shock, wich is sufficiently well represented by an isentrope. The jur 
takes place from one sheet to another in the hodograph (Figure 2) similar! 
those made in supersonic wing theory. 
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From D, the supersonic flow decelerates to F, where a locally normal shock 
FG closes the supersonic region (9). From G, the subsonic flow decelerates to a 
ear stagnation point À where it turns back to free stream direction; it finally 
accelerates to free stream velocity u} and the line y = 0 is closed at A. The 
variable x may reach the value c before P. The flow must then turn back to 
"= 0 through a weak oblique shock followed by a curved shock behind the 
urfoil. This more complicated case is not discussed here. 

The function x(w’, v’) goes from — oo to —c along the upper edge of the 
ut AB; between B and C, it increases from —c to zero; it remains constant 
long the characteristic CDE, then x increases from E to F, remains constant 
icross the shock FG, increases until it reaches the value +c at the rear stagna- 
ion point À, and increases from c to + oo as it moves from H back to A. When 
(w', v’) is known, x(w’, v’) is determined from (4), (5) up to an arbitrary 
‚onstant which adjusts the position of the wedge along the x-axis. The bound- 
wy conditions across the shock FG are integral relations 

G G 


| y du = / zdu=0. 
| FE F 
"he condition y = 0 between F and G is the simplest particular solution of this 
ategral relation. 


To sum up, the following boundary conditions are satisfied by x, y(u, v): 


x, y have a specified singularity at A. 


x takes the values +c as # >—oo, v S 0. 
On the subsonic contour CBBAHHF', y vanishes. 
On the characteristic CC’D, x and y vanish. 


| (8) 


| The solution in the supersonic region F’C’ DEF’ may be found separately by 
characteristic calculation with boundary conditions specified along C’F’ by 
ie previous solution and with x, y vanishing on C’D, and y vanishing on EF". 


Construction of the Solution in Region CBBAHHF'C 


| The solution is determined in several steps. First, the appropriate singular 
{lution and stagnation solution are constructed. Boundary conditions on BC, 
4G are satisfied by a system of images. Then, the solution is made to vanish 
proximately along CD. Finally, it is adjusted along the cut BAH. 

À It is convenient to introduce the following new variables 


LE I C= 


Z 
FA = + 
3 Uv 2 
v4/3 | Xphus . „_ v i | 0 (9) 
y Fr C Yonus < C 2 vg 2 5 g uy’ 3/2 
Ai: 


| 
| 
| 
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The lines v’ = + vj then become v = + 1 and the flow is entirely described E 


the parameter 
2 (1— ™M)3/2 
Ve a .— 
“1 3 (y +1) 0 


2 a/9 
= + (4e, (9) 


where &, is the transonic similarity parameter. 
By separation of variables, one obtains the component solutions 
Lv : EAU: 
pec en HEC LU), ze. Comal ( 
where À is any real or complex number and C, represents any linear combing 


tion of Bessel functions of order + v. 
Another type of solution is found by introducing the variables 


and seeking solutions of the form 
Val f(t) ET AU) . (1 


ToMOTIKA and TAMADA 10] point out that ¢ can be made equal to unity 
any point of the z- (or negative w-) axis by the choice of an appropriate imalf 
nary value of B. In particular, if B =72,, = 1 at the point (0, w,) of the ho 
graph plane which corresponds to the point at infinity in the physical pl 
The functions /,(¢), g,,(¢) satisfy the equations: 


iy 


2 3 n (n + 1) 


t(i WR E (n — 1) + > tf, + oF fr=90, | 


i 2m —1 3 ; m (m + 2 
(1 t) 2 | — Er i Em ı es Em =9, | 


6 3 3 ’ 3 5 


= Age ie 2n+5 n +1 4 
à EEE, . € ) 
Vo ( ) 6 ? 3 > zt > 


D un” (3 P| 2n +3 N 2 1 | | 


= ‘ 2m + 3 m 1 \ 
er m/3 F( I : 6 ) 
i ( ) 6 tee ET t , 


2 5 ‘ 2m+7 m+2 5 
ty = u" (Fl 2 6 
2 (—2) 6 > ar el 
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These are related to the solutions (10) by the relations: 


oo 
te [ ,—atv+ else, Na a LO 
LU / eAe+in) 7 (Az) 2671 dd = 208 (y 4 i z,)0-sms PU HS )/3] 
0 
3 1 3 = 2, 2 72 
RUN en 
6 I (2 == ı 24)" 
À (15) 
1/3 p—A(v+t2,) 2) JER 1 2-1/3 ar (eu): Lie wa iS) 
el / e Jet aA = (2 22) Vas T(4/3) 3] 
0 
3u +1 3 uw + Be 
< Fl fee 21 Me Eu Sr 2 ) 
6 6 Bo 
00 
19 ( ~Al(v+iz,) pin AT = = js | 2 
| ge CLR Ze fo + oz) ee TT(3 TS 2)/3] 
3u— 2 Sip ne | — 2? 
x F|- — 
( 6 ; 6 37 Fk 
55 (16) 
Pe ee De 4 _oye N JE 
- PR ayn an 2 7 does ee on 
0 
2+3 u Su a5 2? \ 
Se ei = % ne . . : ER 
5 | 6 ? 6 a rar) 


Substitution of the integrals (15), (16) into (4) and (5) shows that a solution 
of the system is obtained by taking 


Tit ae 
2 


When the Fourier-Bessel integrals exist, they are convenient to satisfy 
analytic boundary conditions along lines v = const; the hypergeometric func- 
tions are useful in finding the singular parts of the solution. 

It is easily verified that 


lim (1 — #) = lim — (u — #), (17) 


t—1 U—> Uy, 1 


so that the singular part of the solution behaves as (1 — 2) ""? near ¢= 1. The 
singular part of the solution y,(w, v) is an even function of v, and x, is an odd 
function since the flow far from the wedge is similar to an incompressible flow 
y, is therefore proportional to the real part of (1 — 2) 12 and x, to its imaginary 
part. It follows from (17) that the proper singularity is found by selecting 
14 = 1, m= 1/2. After separation of real and imaginary parts, the singular 
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solution becomes 


=Re{-(G)" er A oi 


x [605221 [I aa(42) + Aal) ae ALT (A2 ) — Jug(A2)}\ 42 | (18b} 


le 2" 1 Wer V4 
nl) I Mail) 


When v = 0, the integrals (18a) and (18b) are evaluated as follows (see [11] 
page 405): 


ee 2 i Zz < | 
/ 2 —  — a + — —— ; 2) 
Var — 7° iG a V2 — 22, (ES ( s 


Ve= 9, (> 2) 

I (19, 
ts = 0 D (z < 21) 
Xs = + (5)" = SE sin-11) 3 sin (= sin! 2) (22) | 


This solution exhibits the required singularity and symmetry properties, but 
does not satisfy the requirements of a stagnation point, since lim x, = 0(z~ 18 
instead of a constant value x,, = — c. To find the stagnation function, consider 
the solution 


2/3 7 (4/3) z? 2/3 NL 22 | 
= (5/73) ee 1 41)? a FG FR i Ber (20) 


As |z| co, X,, > [2-12 T(2/3)] since the hypergeometric function is finite 
at unity. This result holds for all values of v, as it should since at the stagnation! 
point, v takes all values in the range 0 <|v| < 1. In order to obtain the ap+ 
propriate antisymmetry across the cut, one defines: 


men 


il 
2 t. 


= 
Xt = 


12/3 = ex txi/3 va 


"Vol. IV, 1953 Transonic Flow Past a Wedge at Zero Angle of Attack 365 


Then, x,,, the imaginary part of X,,, has the proper behavior at infinity. 
On the other hand, when z < x, x,, vanishes. In terms of Fourier-Bessel 
integrals: 


—— ~ a 
= 218 


allg [ 1 4 [3 à 
3)? Fer E Coste, — eo sin À À Rs) AE dA, i) 


X = 


45/6 21/3 Riot 11 2 Sins 1 
vet = (=) Ti2)3) BE be COS À 2, — ee sin À 2| Tea de 22) 


In particular, along the z-axis: 


0x nil 
i Ree | - 


? 
Fig) Va "@ — z3)"! 


When z > z,, one obtains Ox/dv = Oy/du = 0, so that 


2 1 T(7/6) Als 
Ou T2) 3) 5 Vx : (22 = 22)716 ; (22 2,) | 
24 
V3 17/6) 7413 (24) 
u (2 3) Va i (22 er z2)716 . (z 2) 


The symmetry conditions are satisfied, but y,, does not vanish along the cut. 
To cancel the contribution of y, + y,, on v = + 1, one now puts two sin- 
ularities of the same strength and opposite sign at v = + 2+72,; to cancel 
the effect of these first correction solutions one requires solutions of identical 
strength and sign as y, + y,,at v = + 4 + 32,, and so on. 
In terms of Bessel-Fourier integrals, the image correction is written as 
follows : 


M (+=) 202 5 ere re om] dA 


= f D(A, 2) [etl se | da (25a) 


cosh À 


2 sinh À (1 — |v|) 
| = P(A, 2) cosh 4 di, 


where ®(}, z) represents the combination of Bessel functions under the integral 
sign in (18), (20). Conditions along v = + 1 are satisfied. Conditions along OA 
ire also satisfied because of the symmetry of the images. However, y does not 
vanish along the cut BAH. 
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The corresponding relation for x(u, v) is 


F. _3lo _a sinhdv 
(xs + ste = EAD E: De, cosh À | aA | 
’ (25 bf 
P cosh À (1 — |v|) | 


where Ÿ(1, z) corresponds to ®(1, z), and the region of convergence is the same 


as for y. 
One is then led to investigate solutions of the form 


[0.0] 
Je pe \ . 
y =A yn + Var, + 2°? N Klar) [as cosn x v + b,„sinnnv] 
i 


Br f [cosh 4 v en) à Sink AE 2) (26 
+20 {| cond CU sinh 4 F(a] | 
6 


x [el 2) + Saryg(4 2) ] a2, 


9/5 1/3 = 
x = À %,, + Kot, À Zr (7 > LAURE ) [b, cosn x v + a,sinnxv| 


LD 2 1/3 oF sinh Av = "cosh (1 = |v|) 27 
SR (5) | | cosh À G(A) sinh A F()] ( 


X [2754 2) — Jog(A 2)] dA 


where (x, y),, represents the singular solution, (x, y),,, the stagnation solution 
both corrected to satisfy conditions on v = + 1. The series is needed to satisf 
the condition on CC’. The function G(A) is used to adjust conditions along th 
lines v= + 1 and the function F(A) to adjust conditions along the z-axis wher 
all other corrections have been made. 

To satisfy the condition y — 0 along CC’, following GuDERLEY [2], on 
replaces it by the equivalent conditions 


Ov Ov 


MOEN Ou Ov 


Done Ci 


since these conditions insure the vanishing of the solution in the entire region 
CNC’ and in particular along CC’. In the analysis, the Bessel functions VE 11/4 
are replaced by their asymptotic values. 
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Along NC’, one therefore has to satisfy the conditions: 


DC cosn x v + P„sinnzv=f(v), | (28) 
Die (x, cosn av + BP, sinn x v) = g(v) . | 
Here 
On = Gn na) + JL 1/g(% 1) |-? 7 Ay, Vn, 
= am 
Fa; = b, KR ak n 7) + Es 3 (7 x) | | ZT b, J ides (28a) 
| 7 — (Adu) (US Jura 0) + EM Jism | | Cyr» 
É- EU [Jus x à) ) + J_us(n x &)] fée ie m 
and 
POP EVE Pr es 
It sinh 4 (1 — v) 2 
+ T ( cosh À G4 sinh À F) KA) dA, 
6 
(o) = en OVse ee (28) 
Ent (- Ou Ou Jr 
5 hd (1 — 2) 
3) N /-coshnw sinh À (1 — v 2 
= ( cosh À G+F sinh À ) Koa() a}. 


Since /(v), g(v) are defined only in the half-range 0 < v < 1, it is convenient 
lo continue /(v) as an odd function of v so that 


= Yy,sinnnv, (29) 

1 

3 
se 2 | fo) sinnavdr. (29a) 

0 
riting now 

On = By 00 (30) 
g'(v) = g(v) — Dr An Yn SNNTV, (30a) 


ind differentiating (28) one obtains the equivalent system: 


[0,0] 
> n (d,cosnxv—a,sinnxv)=0, | 
1 


| (end) Gi 
D An (an cosn x v + 6, sinnx v) = g'(v). | 


1 
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When the function £(U) defined by: 


0 


0 
N On = / (0) cosumUdU, nö, =| (U) sin n x U dU (327 
— | — 1 


is substituted into (31) and the range of the integral and g’(v) are made the 
same by the transformation y = v — 1, the system (31) can be written 


0 
[rw sinz U + sınz (2 dU 7 2 g'(y) ‘ (21 < p< 0) (33) 
—i 


cosa U — cosa y 


This integral has meaning if the Cauchy principal value is taken when y = Ul 
To solve this integral equation, the angles U, y are replaced by angles which gd 
through a full period in the range of integration: 


, ego), HIT) = Bw), av. 


4 


y=, bis 


w| Ss 


It can then be shown by expanding # and g” into Fourier series and carryin 

out the integration, that: 
1 

R An = — / g’(v) cosnnudu (neven), na„=0 (nodd), (34 

ù 

: 

10, == / g'(v)sinnxvdv (neven), d,=0 (nodd). (33% 

ù 

Returning to the original coefficients a,, b,, one ob tains, using the orthogonalit |} 


properties once more: 


1 


t= ie / g(v) cosn x v dv, (n even) | 
0 
jl G 
Den m | [g(v) + n f(v)|sinnxv dr, (n even) | 
; 


where /, g are given by equation (28). 
Along v = + 1, y vanishes if G(A) satisfies the following integral equation: |} 


(ee) 


| GA) [IA + Là 2)] di = se dy» Ky, (22 2) (31 


0 
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or writing X,,,(2 x z) as a Fourier-Bessel integral ([11], page 424): 


fc ein a+ Sa, rl nr +JaunAdldi=0. (38 


This result must hold for all values of z (real and complex): therefore the 
integrand must vanish: 


[A = Ag A 
G(A) = = na ere (39) 


Along v =: 0, x is continuous along OA and y vanishes along AB, AH when F(A) 
satisfies the integral equation set: 


2 Acotha F(A) [J,4( 2) + J_y,(A2z)|dA=0, (22) 
0 
[rw — (1 = sech 4) G(A)] 5A) HJ 122141 (40) 
0 
Ss zg — Mer 00.241. («> 2) 


u 


0 


This diffraction type integral equation is not easily solved. However, since 
(2) represents a correction term, equations (40) are approximated by 
| mz AsindAz, 


NES LEE (41) 


=> 2 1+ 25/2 


en (39) and (41) are substituted into (36), one obtains an infinite set of 
" multaneous equations for the coefficients a,. But, since the a, decrease ra- 
idly and the integrand decreases ue ll. it is sufficiently accurate to 
bplace (39) by 


Ce RE (42) 


I Ve | Tt ee] 
n — sınh/nz 2 1+(Ann)!? 
n J \ | (43) 
À Qs tanh 1 n =) NOTES AGS un) d) à | 
2 4/n2 ~ N T 1 + 2? 5 


NMP IV/23 
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tic value of K,,(4 n x) as Ama + oo are used and of the rest of the integrand 
as À + 0: | 


© 
[3 7B? 5 [ 97/2 „Ann —0:0511 ay 
„> | = .- Ag N i A e di — n°512 


2512 


(43b) 
| 
0 


Similarly: 


ts 


g Ae = 2 a0" 


= VE ira + GG (sech — 197 BEA Basalt) = 0 2 Kal) gy | 
N Y 

— 0-286 a, | 
= ye 
The formulas (43) and (44) give the correction terms to be added in order t 
obtain the complete coefficients a,, b,. The constant A is adjusted so th 
x(0, 1) vanishes. The solution in the supersonic region may then be determine 
by the method of characteristics. 


Analysis of Results 


By means of the solution constructed above, several significant features 
the flow are computed. They include the size and shape of the supersonic regio 
CIG (Figure 3) and its variation with transonic similarity parameter (Figure 4 
the variation of normal shock strength at the wedge surface with similarit |f 
parameter (Figure 5) the actual pressure distribution (a typical distribution if 
shown on Figure 6) and the variation of drag coefficient with similarity par 
meter (Figure 7). 

Since y grows monotonically allong CD, in the subsonic domain (9), th 
position of point J, the apex of the supersonic region, is given by the condition 
Oy(0, v)/0v = 0. This occurs at the point: 


oO 


qt \ 1/3 1 b, || 

ele = ee 454] 

0 (=) F(1/3) V3 24 n 213 ( ] | 

_ ard 2813  J'(4/3) 1 TE + dy | 
Yo 2218 3512 | T(5/3) ; 2118 at 31/2 21/3 P(2/3) à us . (454 | 


As the transonic similarity parameter vanishes, y, grows beyond bound § 
Since A remains bounded when z, approaches zero, the height y,/c of the supe 
sonic region becomes inversely proportional to the similarity parameter. | 

The width of the supersonic region is the distance from the corner to th 
intersection of the normal shock FG with the wedge surface. It is seen from I 
typical chordwise velocity distribution plot (Figure 6) that while x(u, +] 
increases monotonically from =1 to zero as w increases from — oo to zer¢ 


en 
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Fig. 3.— Shape of supersonic region transonic flow past symmetric wedge 
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Fig. 4.—Variation of size of supersonic region in transonic flow past symmetric wedge. 
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Fig. 5 


Strength of normal shock which ends supersonic zone at surface of wedge in transonic flow. 


FREE STREAM 
VELOCITY 


Fig. 6 | 
Velocity distribution at the surface of a wedge in transonic flow. | 
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Fig. 7 


Generalized drag coefficient for symmetric wedge in transonic flow. 
© Total drag, x Drag of rear half of wedge, A Drag of front half of wedge. 


x(u, — 1), increases to a maximum as u decreases from # to u = 0: 


(2) b Ox 
FT zum a PRE ee a 49) 

As u continues to decrease, x decreases to a minimum G”; it then increases 
nonotonically as u goes to negative infinity. In the region x» < x < xp the 
unction u(x, 0) is triple-valued. Therefore, a shock must be placed at that 
value of x in the range xg” < x < xp, at which the shock condition u(x) = —u(x¢) 
s satisfied. The location and strength of the shock are automatically determined 
yy the condition that u(x, 0) and more generally u(x, y) be single-valued. If the 
riple-valued region starts at x/c > 1, the flow must turn at H through a weak 
hock (or Mach wave) and become supersonic and parallel to the free stream 
jehind the wedge. It becomes subsonic again by going through a curved shock 
ymmetric with respect to the x-axis and concave in the downstream direction. 
"he shock comes off the airfoil (x/c = 1 at F) for a transonic parameter value 
- &, = 0-12. For the range |& | < 0-12 the flow configuration is considerably 
nore complicated than that investigated here. The position and strength of the 
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shock for —& > 0-12 are plotted as functions of the transonic similarity para- 


meter &, on Figures 4 and 5. 
The pressure drag coefficient (Figure 7) is the integral of the pressure cost | 
cient component in the horizontal direction. Within the limits of the linearized 


theory, the pressure coefficient is: 


= = D §2/3 a: SE \ 
2% —%) __ 28 Les, (47a)] 
5 


58 | : | 
CD (y + 1)18 (=) | / gis dx — [ 2h “| | 
Zi 
Er em 
T'‘(4/3) 2 \1/3 = ben + »2/3 i. „2/3 0x | 
à 2788 (=) à nes di fi dad / = 3 PA | 
2F 


of the airfoil, due to the supersonic region there. | 
The drag may also be split into drag of the front of the wedge and drag of 
the rear. The drag of the front of the wedge agrees quite well with the dra 
computed by CoLE{1} and measured by Bryson [6] for the half-wedge. Th 
drag of the rear is much larger, and due mainly to the suction on the rear of 
the airfoil. 


Conclusion 


The preceding pages describe a theoretical investigation of the steady plane 
flow of an inviscid ideal gas past a thin symmetric diamond wedge at zeral 
angle of attack at speeds just below the speed of sound. A solution of the tran-# 
sonic equation which approximately satisfies all the boundary conditions, is 
built up in the hodograph plane from an appropriate singular solution, a stagna | 
tion solution and a series of regular solutions. I 

From this solution, a rather complete picture of the flow field is determined, 
including the variation of size and shape of the supersonic region, and the po-} 
sition and strength of the shock wave which bounds it on the downstream side. 

The pressure drag is in good agreement with CoLr’s theory and Bryson’s# 
measurements for the front of the wedge, and fairs in smoothly with VINCENTI’S | 
curve at €) = (M = 1). The few available experiments on closed wedges give | 
drags of the same order as the computed drags. I 
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Resume 


L’ecoulement stationnaire plan d’un gaz idéal, sans frottement ni conduction 
e chaleur autour d’un profil mince en losange à l’incidence nulle, a été examiné 
héoriquement à des vitesses légèrement inférieures à celle du son. 

Le problème fut étudié dans le plan de l’hodographe où la coordonnée y(u, v} 
st une solution de l'équation de TRIcOMI, et où x(u, v) satisfait à une équation 
emblable. Les conditions aux limites exigent que y(u, v) présente une singularité 
u type y ~ (u, — u)-1/?, où u, est la vitesse de l'écoulement infini amont; y 
‘annule le long des droites v = + vy, qui représentent la surface du profil, et le 
ong de la caractéristique descendante passant par (0, v,); les points ds stagaation 
mont et aval sont définis par la condition limx(—o + v9) = + ec. 

., Une solution a été élaborée qui satisfait approximativement a ces conditions 
t qui dépend uniquement du paramètre de similitude transonique &,. On en 
éduit que l’&coulement est subsonique jusqu’à l’aréte au milieu du profil, sonique 
ar l’aréte elle-même, où s’amorce une détente locale PRANDTL-MEYER limitée 
ar un choc oblique faible. Suit une zone d’écoulement supersonique décéléré 
boutissant à un choc normal situé soit sur la moitié arrière du profil soit dans 
écoulement aval. La résistance due à la pression, la position et l’intensité des 
hocs, ainsi que la forme de la région supersonique, ont été calculées pour dif fé- 


sntes valeurs de £&,. 
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Verbesserung des Differenzenverfahrens von H. Gortler 
zur Berechnung laminarer Grenzschichten 


Von HERMANN WITTING, Freiburg i. Br.?) 


§ 1. Einleitende Übersicht 


In der vorliegenden Arbeit wird ein Differenzenverfahren zur näherung 
weisen Integration der Differentialgleichung ebener, stationärer, laminare 
Grenzschichten inkompressibler Flüssigkeiten bei vorgegebenen Randbedin 
gungen entwickelt. Es dürfte den bisher angegebenen überlegen sein, da es di 
Vorteile eines geringen Arbeitsaufwandes und einer den Anforderungen en 
sprechenden Genauigkeit besser in sich vereinigt. Infolge seiner einfache 
Handhabung ist es zur praktischen Verwendung geeignet. 

Die Entwicklungen schliessen an das Differenzenverfahren von H. GÖRTLE 
[1]2) an. Die vorgenommenen Änderungen zielen auf eine genauere Behandlun 
des wandnahen Gebiets. Die hierbei aufgewandte grössere Sorgfalt ist gerech 
fertigt, da die Wand des umströmten Körpers im Rahmen des Fortsetzung 
prozesses eine Linie der Unbestimmtheit darstellt. Während die finiten Erseq 
zungen von H. GORTLER eine Verschiebung der Unbestimmtheitslinie in da 
Innere des betrachteten Gebiets bewirken, wird bei der neuen Methode int 
wandnahen Gebiet eine geeignete Polynom-Approximation vorgenommen u 
dadurch die für die numerische Durchführung des Verfahrens besonders if 
der Nähe der Ablösungsstelle ungünstige Verschiebung der Linie der Unbd 
stimmtheit vermieden. Die neuen Approximationen bedingen bei jedem For 
setzungsschritt die Durchführung eines Iterationsprozesses, der theoretisch 
sehr durchsichtig und praktisch überaus einfach zu handhaben ist. Durch d 
Änderungen wird der Grundcharakter des ursprünglichen Verfahrens nicht 1 
ändert. Die Erhöhung des Arbeitsaufwandes — um 10 min pro Be 

| 
| 


schritt, während dieser bisher 1h in Anspruch nahm - ist unwesentlich un 
wird durch die erzielte Genauigkeitserhöhung mehr als wettgemacht. Das Veil 
fahren wurde an mehreren Beispielen erprobt; dabei wurden — auch in der Nah 
der Ablösungsstelle — gute Erfahrungen gemacht. | 

Wie bei den Verfahren [1] und [2], so zeigt auch die nach dem verbesserte 
Differenzenverfahren errechnete Näherungslösung eine charakteristische Streu 
ungserscheinung; in [9] wurde diese Aufspaltung der Lösung untersucht un 
eine zu ihrer Behebung geeignete Glättungsvorschrift angegeben. I 

Es sei noch bemerkt, dass das Verfahren von K. SCHRÖDER[2], welche 


einen grösseren Zeitaufwand erfordert, mit der gleichen Genauigkeit arbeit« 
| 


1) Mathematisches Institut der Universität, Abteilung Angewandte Mathematik. 
*) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite 397. 
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vie dasjenige von H. GÖRTLER [1]. Auch hierüber hat der Verfasser in [9] 
Jerichtet. 


§ 2. Das Randwertproblem der Grenzschichttheorie 


Die Geschwindigkeitsverteilung einer ebenen, stationären, laminaren und 
nkompressiblen Grenzschichtströmung genügt bekanntlich den Prandtlschen 
arenzschichtgleichungen. Bezeichnen x und y die Bogenlängen der angeström- 
en Wand bzw. der Normalen zur Wand, # und v die zugehörigen Geschwindig- 
eitskomponenten, d den Druck, o die Dichte und » die kinematische Zähigkeit, 
o lauten diese Gleichungen 


Ou _ Ou lap d?u 
dr DUB. ar UT Je) 
Ou dv 
0x = iE “Oy == (Oy. (1b) 


Jer Druck f(x) kann aus der als bekannt anzusehenden reibungsfreien Aussen- 
trömung ermittelt werden). Bezeichnet «,(x) die Längsgeschwindigkeit am 
russeren Rande der Grenzschicht, so gilt in grenzschichttheoretischer Näherung 


en ey SS (Le) 


In die Gleichung (1) führen wir unter Verwendung einer charakteristischen 
ange L, einer charakteristischen Geschwindigkeit U und der Reynoldsschen 
ahl Re = U L/y dimensionslose Koordinaten ein 


Pi x is ‚YRe BE en 
Feigen V Hr Do | 
(ce (2) 
/ uU le Re BON 
=: a a 5 aoa Wer: | 


Ya im folgenden nur diese Koordinaten benutzt werden, kônnen die Striche 
vieder weggelassen werden. Nach Elimination von v mittels (1b)?) und # mit- 
els (1c) lautet (la) 


y 
Ou Ou [ Ou du O?u 


| 0x dy | 0x Di Vo 4x Toy: i22) 
6 


| 

diese Gleichung lässt sich durch Differentiation nach y in eine reine Differen- 
ialgleichung überführen. Es ist aber für das folgende zweckmässig, sie in dieser 
itegrierten Form zugrunde zu legen. 


1) Praktisch geschieht dies meist durch Messung des Druckes. 
2) Hierbei wird angenommen, dass die Wand undurchlassig ist: v(x, 0) = 0. 
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Die Funktion u(x, y) genügt gewissen Randbedingungen. Wegen des Hal] 
tens an der Wand ist | 


ux, 0) = 0. (3H 


Am Rande der Grenzschicht geht die Langsgeschwindigkeit stetig in die dei 
Aussenströmung über. Diese Bedingung approximieren?) wir durch | 
lim u(x, y) = u(x). (34 
y— 00 | 
Zur Lösung der Gleichung (3a) für x = x, unter den Bedingungen (3b) uni 
(3c) bei bekanntem u(x) ist noch die Kenntnis einer « Anfangsbedingung » 


U(Xo, y) = u(y) (34 


erforderlich; dabei kann u(y) nicht vollständig beliebig sein?). 

Besonderes Interesse für die Praxis hat die sogenannte Ablôüsungsstell] 
(x4, 0), die durch 0u/0y (x4, 0) = 0 definiert ist. Da es zweifelhaft erscheinif 
dass die durch (3) bestimmte Funktion u(x, y) die (laminare) Geschwindigkeits 
verteilung auch für x > x, in genügendem Masse approximiert, kann ma 
sich bei der Lösung von (3) auf das Intervall x, < x S x, beschränken. W 
nehmen für das Folgende an, dass die Lösung u(x, y) des Randwertproblems (3 
in diesem Intervall existiert; sie ist dann nach H. GÖRTLER[4] auch eindeuti 
bestimmt. 

Für die Lösung u(x, y) von (3) lassen sich einige weitere Bedingungen ani 
geben, die für y = 0 aus (3a) bzw. aus denjenigen Gleichungen folgen, die dure 
fortlaufendes Differenzieren nach y aus (3a) hervorgehen. Mit 


ÔTu(x, y) | 
GAS) = “hot 


[»=0 


lauten diese sogenannten Grenzschichtbindungen 


(x) = p' = mm, a3(x) = 0, ax) = & ay, | 


1) Genauer lautet diese Ubergangsbedingung u(x, 0) = U(x), wenn 6 die Grenzschichtbreif 
bedeutet; die Art des Verhaltens der Lösung von (3) für yoo rechtfertigt jedoch nachtraglic; 
die Approximation dieser Ubergangsbedingung durch (3c). 

2) Die genaue Angabe der von u(y) zu erfüllenden Bedingungen, wie überhaupt der Randbe 
dingungen des Problems (3), ist noch nicht méglich, da erst ein einschlagiger Existenzsatz dies 


Frage zu klären vermag. Sicher ist jedoch lim u(y) = U(X) erforderlich, wobei der Grenzübergari 
y —+ 00 \ 
in physikalisch sinnvoller Weise erfolgen muss. 
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us wenigen Gliedern der Blasiusschen Reihe in einfacher Weise ermittelt wer- 
len; die Grösse von x, richtet sich dabei nach der geforderten Genauigkeit und 
len vorliegenden Vertafelungen1). Dagegen hat man zur Berechnung der Lö- 
ung in X <= x <x, und damit der Ablösungsstelle x = x, — wie bei Strö- 
nungen ohne Staupunkt überhaupt — andere Verfahren anzuwenden. In § 3 
oll zunächst eine allgemeine Methode zur Gewinnung einer Näherungslösung 
ufgezeigt werden, wie sie durch die Struktur des Randwertproblems (3) nahe- 
elegt ist. Die weiteren Ausführungen dienen dann der Entwicklung eines 
peziellen Näherungsverfahrens dieser Art. 


§ 3. Fortsetzungsverfahren und Entwicklung der Problemstellung 


Ist für einen bestimmten Wert x = x* das «Profil » u(x*, y) bekannt, so 
dsst sich Ou/ox(x*,y) aus (3a) berechnen; unter Berücksichtigung von 
u/0y (x*, 0) = 0 erhält man nach L. PRANDTL [3] 


du Ou fi pe 


A ; 1 d?u ’ 
aye + Mo ui) dy + = (sot + Up us) ; (6) 


Ox Oy / u? 
0 


Ja nach (3d) das Profil u(x,, y) bekannt ist, lässt sich u(x,, y) für hinreichend 
leines x, — x, näherungsweise berechnen gemäss 


u(%,, y) = U(X, Y) + (&ı — %) 


ii nee En Any ~~ #4 eine geeignete Einteilung des Inter- 
alls <x,, #4», So erhält man eine Näherungslösung von (3) durch rekursive Aus- 
vertung der Gleichungen 


Ou 
U(Xn+1» y) = U(Xn, Vier (Xn +1 a Xp) Ox. ER y) (n = 0, 1, ah 


Allgemein spricht man von Fortsetzungsverfahren, wenn eine Näherungs- 
ösung von (3) durch « Fortsetzen » des für x = x, vorgegebenen Profils «(x,, y) 
‚mit Hilfe der Differentialgleichung (3a) unter Wahrung der Randbedingungen 
gewonnen wird. Für diese hat (3d) die Bedeutung einer Anfangsbedingung. 

Die Gerade y = 0 stellt für den Fortsetzungsausdruck (6) eine Linie der Un- 
estimmtheit dar; nach (3b) und (5) sind nämlich für y = 0 der zweite Sum- 
aand sowie der Integrand des ersten Summanden unbestimmte Ausdrücke der 
‘orm 0/0. Da man beim Berechnen von Quotienten kleiner Zahlen eine ungün- 
tige Fehlerfortpflanzung zu erwarten hat, muss man bei finiten Approxima- 
ionen im wandnahen Gebiet erhöhte Sorgfalt anwenden. 

1) Die Koeffizienten in dieser Reihenentwicklung nach Potenzen von x setzen sich linear aus 


wissen universellen Funktionen zusammen. Vertafelungen dieser Funktionen findet man für den 
esonders wichtigen Fall der zur Anströmungsrichtung symmetrischen Strömungen bei A. UrrıcH [5]. 
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Unter den nach dem Fortsetzungsprinzip arbeitenden Verfahren haben sich} 
die Differenzenverfahren bisher am besten bewährt. Bei diesen wird die Diffe-} 
rentialgleichung (3a) in den Punkten (x;, y,) eines rechtwinkligen Gitternetze | 
der (x, y)-Ebene durch finite Näherungsgleichungen ersetzt. Diese Gleichungenif 
löst man unter den gegebenen Randbedingungen auf, indem man die Bestim- 
mung der Werte u(x,, y,) mit ö=n+ 1 auf die der Werte mit 7 = » zurück- 
führt. Deshalb liegt auch bei den Differenzenverfahren eine ungünstige Fehler 
fortpflanzung im wandnahen Gebiet vor. | 

Da die « Unbestimmtheit » von (6) für y — 0 keine Singularität des Problems 
(3) darstellt, ist es — etwa durch Reihenentwicklung von (6) an der Stelle) 
y = 0 - möglich, einen überall « bestimmten » Fortsetzungsausdruck anzugeben. 
Infolge der komplizierten Struktur der Differentialgleichung (3a) hat man, 
jedoch bisher auf diese oder auf eine ähnliche Weise kein Fortsetzungsverfahre 
mit befriedigender Genauigkeit angeben können. 

Es wird sich zeigen, dass die Lage der Linie der Unbestimmtheit von de 
vorgenommenen finiten Ersetzungen abhängt; das Gebiet einer ungünstecit 
Fehlerfortpflanzung kann also verschoben werden. Die bisher bekannten AG 
proximationen, bei denen die Linie der Unbestimmtheit ausserhalb des Gebiet | 
y = 0 liegt, haben einen zu grossen systematischen Fehler!). Bei den im Hin 
blick auf ein einfach zu handhabendes Verfahren von H. GÖRTLER eingeführte 
finiten Ersetzungen liegt die Linie der Unbestimmtheit im Innern y > 0 dest 
betrachteten Gebiets. Das ist für die praktische Rechnung -- besonders in der! 
Nähe der Ablösungsstelle — überaus ungünstig, da hierdurch die Fehlerfort- 
pflanzung noch stärker wird. Es liegt deshalb nahe, die Approximationen so 
abzuändern, dass einerseits die Linie der Unbestimmtheit wieder nach y = 0 
zu liegen kommt, andererseits aber der systematische Fehler und der Arbeits 
aufwand nicht vergrössert werden. Indem wir ferner die Approximation in Wand- 
nähe möglichst genau vornehmen, tragen wir der Unbestimmtheit des neue 
finiten Fortsetzungsausdrucks an der Wand Rechnung. 

In $4 sollen die für das Folgende wichtigsten Symbole eingeführt und die 
Haupteigenschaften des Verfahrens von H. GÖRTLER dargestellt werden. 


| 


§ 4. Das Differenzenverfahren von H. Görtler 
Zugrunde liegt ein Netz von Gitterpunkten (x;, y,) mit den Koordinaten 
Kp=Xo+th, ~¢=0,1,42,...; 4 > 0) | 
i= he (pO oe 1>0) | 


1) Ein derartiger Fortsetzungsdruck wird zum Beispiel bei K. ScHRÔDER [2], Seite 456, ange | 
geben; um die Genauigkeit der so ermittelten Werte zu erhöhen, sucht man diese Werte iterati 
zu verbessern. Dieser Iterationsprozess konvergiert aber nach [9] gegen die nach H. GORTLER [1] er- 
rechneten Werte, so dass die Linie der Unbestimmtheit letztlich doch wieder in dem hierfiir un 
günstigen Bereich y > 0 liegt. 


(7) 
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‘und es wird zur Abkürzung 

Win = U(X;, Ve) (8) 
‚gesetzt. Wir benutzen im folgenden dic finiten Ersetzungen 


Ou Aix 


aia (es Ve) = Sr mit A, = W135 M 18, (9a) 
Ou FA : 

dy (Xi, Ve) = a (k=1) mit V x ee ae (9b) 
o?u Vi. : = 

Oy? (x, Yr) = zB (R = 2) mit v2, = ees 25 Fr: ” (Qe) 


| Diese Approximation der Differentialquotienten durch Quotienten übersprin- 
gender Differenzen ist im allgemeinen von grösserer Genauigkeit als die durch 
die üblichen Differenzenquotienten. Auch für 


V2 425 


(x, Vy) (10a) 


lässt sich in einfacher Weise ein Naherungswert angeben!). 
Im Anschluss an (9) definieren wir noch die Grössen 


Ou 
V9 = 215 (x4, 0), (10b) 
D OO ME Da), (10c) 
4,0 dy? LE dy? en, 00/7: 


Die Auswertung des Integrals 


_ -j Ou y) dy (11) 


Ox 


erfolgt mit Hilfe der Trapezregel (Schrittweite /) bei Benutzen von (9a): 


se moe 
--(3 2 Zn DU) 2) I. (R = 1) (12) 


Damit lässt sich die Differentialgleichung (3a) in jedem Gitterpunkt (x,, y,) 
mit À > 1 approximativ durch eine Gleichung zwischen Werten u, „ersetzen. 


Ist 
il 
He ET Vin + QO, 


1) Vgl. H. GortLeR [1], Seite 175. Für das neue Differenzenverfahren werden wir in (18b) 
einen besseren Wert herleiten. 
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so kann man die Näherungsgleichung nach 4; ; auflösen und erhält 


h RU | 
72 Vik > Vir dir | 
nee ne 

- (ue, Bez i} | 


Bei festem 1 —?, und bekannten Werten #;,,,(k Z 1) lässt sich hiernach À, a 
unter Benutzung von (3b) rekursiv für k = 1, 2, ... ermitteln. Sind neben den) 
Werten #;,,, noch die Grössen w;,_1,, (k 2 1) bekannt?), so ergeben sich nach! 
(9a) auch die Werte ; ,1,, (k 2 1). Jede derartige Auflösung von (13) bedeutetq 
die Durchführung eines Fortsetzungsschritts. 
Die nach (13) ermittelte Näherungslösung erfüllt auch die Randbedingung) 
(3c). Man folgert nämlich?) aus (13) | 


k— 0 


4 R(uo U5); + 


Es gilt also mit lim «,_,,x = (#9); _ und lim w;, x = (%o)à mi Ui 41, x = (Uo)i + 
ko k — co —> 00 
falls im Rahmen der Rechengenauigkeit 2 hl); = (Uo);41 — (Uo)i_ı 1St. 

Das Auftreten des Summanden —YV,; „/4 im Nenner von (13) zeigt, dass ds 
Linie der Unbestimmtheit durch die finiten Approximationen in das Innere des} 
Gebiets y = 0 verschoben ist. Während der Nenner - als stetige Funktion in yl 
aufgefasst — seine Nullstelle für x, < x, im allgemeinen im Intervall 0< y </] 
hat?), gilt für x, = 24 


1 
ur ns Var 9. 


Entsprechendes lässt sich über die Nullstelle des Zählers aussagen. Die} 
Linie der Unbestimmtheit liegt also für x < x, in der Nachbarschaft der Ge-| 


1) Als Anfangsbedingung verlangt dieses Naherungsverfahren also die Kenntnis zweier benach- | 
barter Geschwindigkeitsprofile; nach den Ausführungen der §§ 2 und 3 war zu erwarten, dass nur } 
eine solche Anfangsbedingung benötigt wird. Wir werden hierauf in § 6 kurz zurückkommen. 

2) Man hat zu zeigen, dass (3c) für x = %;4,,1 erfüllt ist, falls dieses für x = x, der Fall ist. 
Nun folgt aus lim #, „= (#9); die Existenz einer ganzen Zahl M, derart, dass für alle m = M, im 

ko 
Rahmen der Rechengenauigkeit die Gleichungen U,m = (Uo) 
m+1 
gelten. Andererseits ist für jedes solche m 3% A, , endlich, also V;,m49 & 4;,,=0. Damit gilt 
= r=1 
A. m4.2= 2 Au), für m = M,, das heisst (14). 
8) Für 2,< x4 ist W,0 > 0 und somit u, 9 — Vj, 9/4 < 0; andererseits gilt 


1 1 Ou 


1 
7 Vi e452) es Fe edna 2)>e. 


; und somit Vi, m+1 0 und V2 m+2= 0 
m+ 


U, — 
Dagegen ist für x, = x4 nach (5): 


a a 5 1 
Et y®, das heisst #41 — — V4, 1 = 0). 


u(x4, Vv) = 
ee, a: 
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raden y — /. Dieses erklärt die Tatsache, dass die numerische Ermittlung der 
wandnahen Werte #;, und auch uw, unbefriedigender verläuft als die der 
andern; das macht sich besonders in der Nähe der Ablösungsstelle bemerkbar. 

Die Verschiebung der Linie der Unbestimmtheit wird hier durch die Aus- 
wertung (12) des Integrals (11) verursacht. Es soll deshalb in $6 eine andere 
Approximation des Integrals vorgenommen werden, bei der das vermieden 
wird. Zuvor werden in $5 geeignete Approximationen von Vo und PF; her- 
geleitet. Einer besonders genauen Bestimmung dieser beiden Grössen kommt 
grosse Bedeutung zu, da einerseits [7 , im neuen Differenzenverfahren eine zen- 
rale Stellung einnehmen wird, andererseits sich Fehler bei der Approximation 
von V/?, infolge der ungünstigen Fehlerfortpflanzung in Wandnähe stark aus- 
wirken. 


§ 5. Finite Ausdrücke zur Bestimmung von /,, und V}, 


Zur Ermittlung von Näherungswerten der Grössen V,9 und V7, approxi- 
mieren wir die Geschwindigkeitsverteilung u(x,, y) im wandnahen Gebiet 
urch ein Polynom #;,(y), das der Randbedingung (3b) sowie den ersten 
beiden Grenzschichtbindungen (5) N 


| 


üi(y) a bo BAT 2 y + 7 ve (15) 
Die noch freien Koeffizienten by, by, ..., 5; legen wir derart fest, dass die Werte 
iv.) (r = 1, ...,n) die vorgegebenen Werte #,, (7 = 1, ...,n) — in einer noch 


näher festzulegenden Weise - approximieren. Dann wird auch eine befriedigende 
Jbereinstimmung in den Ableitungen der Funktionen u(x;, y) und ü,(y) für 
xleine Werte von y vorliegen, so dass wir setzen können 


On, | 

Pio tir 2 (16a) 
24. | 

par) _(16b) 


Wir haben im folgenden k = 5 und n= 5 gewählt; es hat sich nämlich 
rezeigt, dass bei der fiir die praktischen Genauigkeitsbedürfnisse ausreichenden 
7estlegung eines Profils durch rund 15 Punkte dann die genaueste Bestimmung 
yon V;,. und V7, möglich ist. 

Fordert man, dass die die Koeffizienten b,, b, und b, festlegenden Beziehun- 
‘en zwischen den Werten #,(y,) und u,, linear sind, so folgt aus (15) und (16) 


5 
Vin = 40 F?, +274, Us ys (17a) 


7=1 


5 
Ve, = By Fo VB, Mir: (17b) 
fod 
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Die Koeffizienten A, und B, (7 = 0, 1, ..., 5) sind von der Schrittweite unab 
hängig. Die Linearität von (17a) wird sich in § 6 bei der Entwicklung des ver 
besserten Differenzenverfahrens als sehr vorteilhaft erweisen. | 

Zur Festlegung der Koeffizienten A, und B, fordern wir einerseits, dass dig 
nach (17) für Potenzen 1., 2., 4. und 5. Grades!) von y ermittelten Werte mi 
den aus (10) resultierenden übereinstimmen. Andererseits soll — der ungün! 
stigen Fehlerfortpflanzung im wandnahen Gebiet wegen — der Einfluss vos 
u, , und u, ‚in (17) ausgeschaltet werden. Eine einfache Rechnung liefert dann? 


V, = —0,47347 V2, + 1,79091 4, ,— 1,13331%, , + 0,23210 u, ,, (182 
| 


V2 = 0,68972 12, —1,436314, , + 1,53392 4, ,— 0,36535 4, NI 


1, 


Diese Formeln haben sich bei unseren Anwendungen sehr bewährt. 


8 6. Entwicklung des verbesserten Differenzenverfahrens 


Am Schluss von $ 4 ergab sich die Notwendigkeit einer Approximation vo 
(11), die keine Verschiebung der Tinie der Unbestimmtheit in das Innere d 
betrachteten Gebiets nach sich zieht. Zu diesem Zweck ersetzen wir die Fun 
tion u(x,;, y) in Wandnähe durch ihr Taylor-Polynom 3. Grades 


0 | ZN 2 4 
Te EE (1 


Führt man die Differentiation du/0x — gemäss (9a) — und die anschliessen 
Integration gliedweise durch, so ergibt sich unter Benutzung der bei dem Forif 
setzungsschritt bekannten Grösse | 


Da die Approximation (19) nur in W use gültig ist, benutzen wir dies 
Quadraturformel nur für k = 1 und k = 2; für k => 3 dagegen verwenden w 
weiterhin (12). Ersetzt man die ee wieder durch die Qui 
tienten überspringender Differenzen (9), so ergeben sich aus (3a) die finit 


1) Die Potenzen 0. und 3. Grades werden w egen (3b) und (5) nicht berücksichtigt. A 

?) Koeffizientenvergleich bei den genannten Potenzen in der Reihenentwicklung von (174 
bzw. (17b) an der Stelle y= 0 führt auf je vier lineare Gleichungen für die sechs Unbekannt 
A, bzw. B,. 4; = A,=0 bzw. B, = B,=0 liefert dann (18). | 


| 
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"Gleichungen 


Re E > 
(10 =: L; ;) Vis Fa + 4 h (Ug Uo) s+ = Pa), (k =1,2) (22a) 


1 Ir su a, 2 h 
2 (uz, — Vj. x/4) | Zu Art 1 (Ug Uo); + 


r=1 


A; x = 


Die in (13) auftretende Verkleinerung von Zähler und Nenner, die sich be- 
sonders bei der Berechnung von 4;, und 4; unangenehm auswirkte, ist in 
(22) für diese beiden Werte vermieden. Andererseits hängt A; , fir k = 3 von 
den Grössen À;, und 4, ab; hierdurch besteht, wie die Durchrechnung der 
Anwendungsbeispiele gezeigt hat, eine ausreichende Bindung zwischen den nach 
verschiedenen Vorschriften berechneten Werten A, , mit k = 1, 2 und A, „mit 
Pe 3. 

Aus (22) lassen sich die Grössen A, „und damit «, ‚|, „ mit festem 7 berechnen, 
lfalls neben den Werten «;_,,, und u;,, (jeweils À 21) auch die Grösse V;,1 9 
jbekannt ist. Dieses ist aber zunächst nicht der Fall; nach (17a) ergibt sich 
7;41,0 erst aus den Werten u, ,,„ gemäss 


V,1,0— 40 DIN Uii1,r: (23) 
*=1 


IDiese weitere Beziehung zwischen den unbekannten Y;yı,„ und V;,, 9 neben den 
leichungen (22) ermöglicht nun, den durch.den.Kortsetzungsprozess festge- 
jegten Wert V;,,,. im voraus zu berechnen. 

Es bestehen zwischen den sechs Grössen V; 1,0, 4;,1, ---, 4;,5 sechs lineare 
\Beziehungen: Die Gleichungen (23) sowie (22) für k=1,...,5. Ersetzen wir 
n (23) #,.1,# durch 4; , gemäss (9a), so ergibt sich mit der Hilfsgrösse 


K, = Ay (Vie = Va) a purs Ci 
5 

Were BD A; a) 
œil 


Die Gleichungen (22) sind offenbar von der Form 


2, V,1,0+ Or (26) 
| . 
Pe bei die Grössen P,, und Q,;,, wie auch schon K;, durch die Daten des 
i — 1)-ten und i-ten Profils festgelegt sind. Durch Einsetzen von (26) in (25) 


= 


Dr. ee OS (27) 
a 


‚AMP IV/25 
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erhält man für P,,, 9 die lineare Gleichung 


; A ool 
Vo: SVivot Ti: (284 
Aus dieser ergibt sich V;,, 9, falls S;+ 1 ist, zu H | 
N 

[2 Î 

_ ? 1 

seed “TI 


Die Berechnung von P, „und Q; , und damit die von S, und 7; ist sehr ail 
ständlich; deshalb soll F.,, 9 anderweitig, und zwar mit Gate des Iteration 


prozesses 


1 5 = 17 Vo a Oss (29 *| 


Vist) — K.4+ 3'4 AS (29H 
> : LS 4, 


ermittelt werden. Zur numerischen Durchführung dieser Iterationen benöt 
man die Grössen P; , und @,, nicht, da (26) nur eine das Wesentliche betq 
nende Schreibweise von (22) war. Um die Konvergenz von (29) bei beliebiger] 
y,°) , zu untersuchen, setzen wir (29a) in (29b) ein und erhalten 


= SR T;- (30 


1,0 USER QUES 


Für Zahlenfolgen mit diesem rekursiven Bildungsgesetz gilt, falls S;+ 1 1s 


(s) i Ss ( [7(0) i | 
v; Meio ay ae +). (3 


Somit konvergiert die Folge VF, , für |S,| < 1; der Grenzwert ist dann unalf 
1.9» und zwar gleich der Lösung (28b) von (28a 
Umgekehrt ist auch Konvergenz von (30) nur gegen diesen Wert möglich. Auf 


drei aufeinanderfolgenden Werten 


hängig vom Ausgangswert Vo) 


Sd) & < 
VN 1,0: Vs no und VS 


ergibt sich nach (30) 


Konvergenz der Folge PF, „gegen die Lösung (28b) von (28a) ist also gesichert 

falls die Differenz aufeinanderfolgender Werte dem Betrage nach abnimm 

(32) zeigt ferner, dass für S; > 0 die Folge (30) monoton ist. 
Vermutlich gilt für 4 < x; < x, 
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Dieses war in allen durchgerechneten Anwendungsbeispielen der Fall. Ein 
3eweis der Giiltigkeit von (33) konnte jedoch bisher nicht erbracht werden!). 
im folgenden wird (33) als gültig angenommen. 

| Da die Folge (30) unabhängig vom Ausgangswert konvergiert, können im 
Jerlaufe des Iterationsprozesses zur Konvergenzbeschleunigung die errech- 
eten Naherungswerte V°7') abgeändert werden: 

| 

Visio = Vino + MM). be. 
à 
Zinen Hinweis über die Wahl von o, liefert die aus (28b) und (30) folgende Be- 


iehung 


S+1) 3 S; s+1) 7(s 
Ä Fo Main — VEN). (34b) 


E ist also von s unabhängig wählbar. Zwar ist S,/(1 — S,) nicht bekannt; wegen 


Sere 
= ass 


i 


‚önnen wir aber o, den Konvergenzverhältnissen des vorhergehenden Fort- 
etzungsschritts entsprechend wählen. Mit einiger Übung wird man den Grenz- 
rert nach zwei, spätestens drei Schritten innerhalb der Rechengenauigkeit er- 
ittelt haben. 

| Aus den Gleichungen (22) und (18) lässt sich bei vorgegebenem u,(x) die 
reschwindigkeitsverteilung w(x, y) angenähert berechnen, falls zwei Anfangs- 
rofile #_,, und wu», vorgegeben sind. Nach den Ausführungen der $$ 2 und 
war zu erwarten, dass nur ein solches benötigt wird. Die vorliegende Erhöhung 


1) Nur für hinreichend kleines / liess sich bisher eine Aussage machen. Dann kann (19) in 
< y < 51 als gültig angesehen und somit (22a) für k=1,...,5 verwendet werden. Nach (22a) 
d (26) ist 

| one Vien # 
(jan eee ic 
i,k 


2] 
urch Entwicklung von S;= D/A, P;,, nach Potenzen von / ergibt sich für 4, + 0 


TE 
ne 1 Meer 
| S; 2 Agl O(Z2), 
z ay 
ra,=0 
| S,;= 1 + 0). 


5 zeigt sich jedoch, dass die wahren Werte von S, — besonders infolge der speziellen Wahl der A, 
| (18 a) — wesentlich kleiner sind, als es die ersten Reihenglieder 


| 1 Ag 1 1 VËo 


: bzw. 1 
2 a CT 


warten lassen; somit treten auch in der Nähe der Ablösungsstelle keine Konvergenzschwierig- 
iten auf. 
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liegt nun nicht daran, dass überhaupt finite Näherungen vorgenommen wurden,} 
sondern daran, wie dieses geschehen ist ; denn sie wird vermieden, wenn man den] 
Differentialquotienten 1. Ordnung 0u/dx (x;, y) durch den Differentialquo-f 
tienten 1. Ordnung (#,,:1 x — %;,,)/h und nicht gemäss (9a) durch den Differen- | 
zenquotienten 2. Ordnung (#;41, x — “i-1,x)/2 h ersetzt. | 

Die Approximation (9a) wurde aus Genauigkeitsgründen vorgenommen} 
sie birgt jedoch — das haben die praktischen Anwendungen sowohl unseres Dif- 
ferenzenverfahrens als auch derjenigen von H. GÖRTLER [1] und K.SCHRODER 
[2] gezeigt - in sich die Gefahr des Auftretens einer speziellen Streuungser- 
scheinung: Es zeigt sich nämlich, dass die beiden Folgen errechneter Werte 
Ur Wah: Men»... UNd Wo,z, Ua x, Yan... bei festem * für sich einen glatter 
Verlauf haben, sich jedoch mit en erstem Index mehr und mehr von- 
einander entfernen. Diese « Aufspaltung der Lösung » lässt sich, wie wir in [9 
gezeigt haben, durch die Fortpflanzung von Fehlern in Strömungsrichtung er-f 
klären und durch eine geeignete Glättung beheben. Wir kommen hierauf ini 
$ 7 zurück. 


8 7. Die Praxis des Differenzenverfahrens 


Zur praktischen Anwendung des verbesserten Differenzenverfahrens wir 
man zweckmässigerweise noch die folgenden Abkürzungen einführen: 


| 243. all 

Nr (35a 
Me Be 

h 9 h 2 2 

Zi Ahu uit eV 5 Wr; (ee Diem 
eal 

Se le, (k = 3) (358 
r=1 


1 | 
A; 2 == Se (iso > Li 9) Vet Z,,2}, (36b)| 


1 | 

À, = Ny Sia Ve, PZ; yy. (k 2 3) (360) 
. . . 
Sind zwei Anfangsverteilungen w_ 1,4 und «u, , vorgegeben, so lässt sich das: 
System (36) nacheinander für i = 0, 1,... unter Benutzung der Randbedingung 
(3b) auflösen. Nach (14) genügt die so nr Näherungslösung auch der 
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Randbedingung (3c). Jede Auflésung des Systems (36) stellt die Ausführung 
eines Fortsetzungsschritts dar. Die numerische Durchfiihrung einschliesslich 
der iterativen Bestimmung von /,,, , erfolgt an Hand eines Rechenschemas 
(vgl. das Beispiel in Tabelle 1). 

Die ersten zwei Spalten enthalten die Werte der beiden Ausgangsprofile 
u;_1,, und w;,. Die nächsten fünf Spalten dienen der Berechnung der in (36) 
eingehenden Hilfsgrössen V;,, V7,, 17 :/4, N; , und Z, ,. Um diese Spalten aus- 
zufüllen, bildet man zunächst aus den vorgegebenen Werten uw; , die über- 
springenden Differenzen 1. und 2. Ordnung: [74 mit k= 1 und V2, mit k= 2 
und die Grössen 


PV, = —4 2 (iy ug); (10c) 
V5 = —0,47347 V2, 79001 aH, , — 1133514, 70232102, ,, (18a) 
= 72 V;7 — 1,43631 u, , + 1,53392 u, , — 0,36535 u, ,. (18b) 


Aus diesen ergeben sich W ;/4 (k = 1, À Z 3) und gemäss (35a) und (35b) die 
(Werte N, ; und Z;,. Ferner berechnet man nach (24) mit Hilfe von (18a) bzw. 
nach (21) die Grössen K;, L;, und L; >: 


K;=V_1,0 — 0,47347 (Po — 1,0), (24) 
Le F_10 — 0,16667 (Fa Oi = F0) (20) 
Li» = FE — 0,33333 Var (i Fi) (20) 


and vermerkt die Ergebnisse am Kopf des Rechenblatts. 

Nach diesen Vorbereitungen erfolgt die iterative Ermittlung von W,:0-. 
idierfiir ist die 3. Spaltengruppe vorgesehen, deren Elemente nicht vollständig 
Jen k-Werten zeilenweise entsprechen. Die Iterationsvorschrift (29) lautet in 
Her Terminologie dieses Paragraphen 


x 1 Er | 4 
AP, = + Zul, (37a) 
1 Ss 
Ay >= RE URE ra L; 2) Vi,» 25 Zot (37b) 
1 : 
At Ti Wan 65, Fa ve Za}, (R = 3,4, 5) (37c) 
Bl 
mit Sale (k = 3,4, 5) 
(pail 


Vist = K, + 1,79091 AP, —1,13331 A}, + 0,23210 A (37d) 
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Die Konvergenz lässt sich durch Abänderungen der errechneten Werte ree 


Vea = VEG + a OG 70 (349 


mit 0; 6;_, beschleunigen. Ausgehend von einem iene ae Naherungswert 4 
A ‚5457 ergibt sich re (37) eine neue Näherung V), „= 1,5501. Dabel 
lassen sich die Grössen A1), A‘) in einem Arbeitsgang auf ayes Rechenmaschin 
gewinnen; dasselbe ist der Fall für | AN, (k=3,4,5), falls zuvor die, Gross 
5) (2 =3,4,5) emnittelt ist, Es aude Roi zwei Spalten benötigt, in dene 
die Werte a und A!°, Aufnahme finden. Da eine en von V2), o gegen | 
über Vi", 6 vorlag, nalen wir den errechneten Wert V”) ‚1,0 gemäss (34 4) korri 
giert. Aus 17% 0 — 1,5516 ergibt sich nach (37) eine neue Näherung | 


| 


72, 5 = 1,5514. 


Um das Rechenblatt besser auszunutzen, haben wir die Werte des zweiter 
Iterationsschrittes unter denen des ersten angeordnet. Im betrachteten Beispig 
wurde WF, , nochmals abgeändert und ein weiterer Iterationsschritt durchge 
führt. Mit Vorteil wird man auch die Werte VS: und V7" auf dem Reche 
blatt vermerken; das kann in der Spalte der ieee S's}, geschehen, da dies 


für k = 0,1, 2 nicht definiert ist. 

Die 4. Spaltengruppe dient der eigentlichen Berechnung der Grösse 4, 
nach (36). Wieder sind zwei Spalten erforderlich, je eine für die Grössen S,, 
und A, „. Sie sind wie die der 3. Gruppe zeilenweise auszufüllen ; das soll heisse 
dass man nach A; , (k= 2) zunächst S,,,,= S;%+ 4,3; zu berechnen hat] 
Erst dann lässt sich A, ;., ermitteln?). 

Die letzte Spalte des Schemas nimmt die Werte uw, +4, = %3_1,r + A; x au 
Dabei zeigt sich gegebenenfalls die Notwendigkeit, dem Schema nach unte 
eine Zeile anzufiigen; das ist dann erforderlich, wenn der Anschluss an dif 
äussere Geschwindigkeitsverteilung (#9); ,, noch nicht hergestellt ist. 

Jeweils nach etwa vier Schritten wird man eine Glättung der Aone, 
Profile durchführen, um keinen Genauigkeitsverlust durch die in § 6 erwähnt 
Aufspaltung der Lésung zu erleiden. Das kann nach [9] auf folgende Weis 
geschehen: Man bildet aus den errechneten Werten 4, , die Grössen 


1 


=> 


7, 


(AeA (3 : 


und trägt sie bei festem k über 7 auf. Es zeigt sich dabei, dass die Aufspaltung 


1) Diesen kann man einschätzen oder wie im Beispiel der Tabelle 1 durch lineare Extrapolatioi 
aus den Werten V;-1, o und V;, 9 gewinnen. — Hier und im folgenden geben wir des leichteren Ver 
standnisses wegen die Zahlenwerte des in Tabelle 1 betrachteten Beispiels mit an. 


2) Die Werte der fünf ersten Zeilen der 4. Gruppe kann man unmittelbar vom letzten Itera 
tionsschritt übernehmen. 
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weitgehend behoben ist. Noch vorhandene Streuungen der einzelnen Werte 
lassen sich nun einfach graphisch glätten. Die so ermittelten Werte?) u, ; werdet 
im allgemeinen auch bezüglich ihrer Abhängigkeit vom Index % keine Streu 
ungen mehr haben. Das kann man durch Auftragen der Grössen 


ds = U pri Vi, 


bei festem 7 über k oder durch Bildung des Differenzenschemas dieser Wert 
in bezug auf den zweiten Index überprüfen. 


Die Wahl der Schrittweiten h und / hängt von der geforderten Genauigke 
ab. Da eine Fehlerabschätzung bisher nicht durchgeführt werden konnte, lasse: 
sich nur schwer allgemeingültige Aussagen machen. Bei einer geforderten Genau 
igkeit von 1% wählt man / etwa so, dass 15 Punkte die Anfangsprofile v_,,, um 
Uo,» festlegen; um einen Rechenschritt durchzuführen, benötigt man dann zirH 
70 min. Zweckmässigerweise wird dieser Wert / im Laufe der Rechnung festg 
halten. 

Dagegen muss man die Wahl von h der Änderung der Geschwindigkeitsve 
teilung u(¥, y) bei wachsendem x anpassen; insbesondere hat man hin der Näl 
der Ablösungsstelle kleiner als sonst zu wählen. Eine zu grosse Schrittweite mac 
sich auch in Unregelmässigkeiten der Folgen ..., 4; _1,x, %;,, mit festem k bemer 
bar; während die Aufspaltung bei normaler Wahl von h nach vorgenommend 
Glättung erst langsam wieder auftritt, bewirkt eine zu grosse Schrittweite, dai 
gleich der erste neu berechnete Wert u;,,,;, mit dem bisherigen (geglätteten) Vi 
lauf ...., %,_1,x, %;,, nicht in Einklang ist. 

Bei Schrittweitenverkleinerung ist ein neues zweites Ausgangsprofil erford 
lich. Soll etwa an der Stelle x = x, die Schrittweite A durch A, ersetzt werden, 
kann durch quadratische Interpolation das benötigte Profil an der Stelle 


= %,-h=%_1 
aus den (geglätteten) Profilen für 
NE = Fan en ee -—J 
H=Hj,~2Zh=4%;,5, *=%,—-h=%,_, und x=»x, 


gewonnen werden. Für h,=h/2 ergibt sich auf diese Weise 


WR = 


1 3 3 3 
Bat g Mie PS Ur: (3 


dabei wurde in Anlehnung an (8) u(x; 7, Vx) = u; _1,r gesetzt. 


8 8. Beispiele 


Im folgenden sollen Ergebnisse mitgeteilt werden, die bei der praktischen 
probung des verbesserten Differenzenverfahrens erzielt wurden. Während 
zweite und dritte Beispiel nach den in § 7 gegebenen Anweisungen durchgefül 


1) (38) liefert für das zuletzt errechnete Profil keine Korrektur; das ist nicht überraschend, 
eine mechanische Glättungsvorschrift auch das weitere Verhalten einer Kurve berücksichtig 
muss. Legt man auf grosse Genauigkeit Wert, so wird man diesen Verlust in Kauf nehmen, dal 
gerade das letzte Profil hat als Ausgangsverteilung für die weiteren Fortsetzungsschritte bein 
Bedeutung. 


| 
| 
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wurden, fanden im ersten Beispiel noch andere Ausdriicke fiir V;,9 und V2, sowie 
sine andere Glättungsvorschrift Verwendung}). 


1. Beispiel: Grenzschicht längs einer ebenen Platte mit linearer äusserer Geschwin- 
digkeitsverteilung uy(*) = Bu, — B, x 


Bei geeigneter Wahl der charakteristischen Grössen, nämlich L = B,/B,, 
U= B,, nimmt die äussere Geschwindigkeitsverteilung in den dimensionslosen 
Bu iparen (2) die Gestalt 

Uo(x) = 1 — x (40) 


an. L. HOWARTH [6] hat für die Geschwindigkeitsverteilung der zugehörigen 
Grenzschicht eine exakte Lésung in Form einer unendlichen Reihe angegeben und 
die zur Berechnung der ersten sechs Glieder notwendigen Koeffizientenfunktionen 
vertafelt. Die Konvergenzgüte der Reihe gestattete jedoch keine genauere Aus- 
sage als 0,119 <x,< 0,129; deshalb wurden bei weiteren Berechnungen von 
Geschwindigkeitsverteilung und Ablösungsstelle diese Werte nur bis zu einer 
Btelle x, < +4 benutzt. L. HOowARrTH [6] erhält so %4= 0,120, indem er für 
v> 0,0875 eine dem Pohlhausen-Verfahren verwandte Näherungsmethode an- 
‚wendet. H. GÖRTLER [1] benutzt für # > 0,050 sein in $ 4 dargestelltes Verfahren 
und erhält x, = 0,1185. 

_ Die Rechnung nach unserem Differenzenverfahren begann bei # = x,= 0,050. 
2s wurde / =]/0,032 gewählt; das entspricht der Festlegung eines Anfangsprofils 
eich 10 Punkte. Durch diese Wahl von / war es möglich, die Ausgangswerte 


à si 


ÈS. af —— Differenzenverfahren 
m. 17 
SR ------------- HOWARTH 


G5- — 


1 1 4 L eee. 
gis. 006 007 008 0 00 av de À 
Fig. 1 


Grenzschicht bei linearer äusserer Geschwindigkeitsverteilung; Kurven a,(*). 


1) Für V; 9 wurde der finite Ausdruck 
Vo = — 0,476 97 9°, — 0,84518 w;,1 +1,35570 u, 2 
+ 0,69035 u,, 3 — 0,67785 u, 4+ 0,15482 u, 5 


lenutzt; er ergibt sich aus dem Polynom (15) mit k=5 durch die Forderung, dass die aus %,(y) 
ebildeten Ausdrücke V, 2, V2 und 12 3 die vorgegebenen Werte annehmen. V;? 1 wurde aus 


2 
| 7 
| 
rmittelt; diese Formel erhält man durch quadratische Interpolation in den Differenzen 2. Grades 


inter Berücksichtigung von (5). Die Glättungen wurden graphisch vorgenommen. 
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bequem den Howarthschen Vertafelungen zu entnehmen. Im Intervalf 
0,050 < x < 0,110 wurde mit h = 0,005 gerechnet, für ¥ > 0,110 mit h = 0,0025: 
Dabei ergab sich a,(0,125)< 0. Eine genauere Auswertung lieferte x, = 0,124 
es sei aber nochmals betont, dass nicht die Formeln (18) verwendet wurden. Mit 
(18) hätte sich vermutlich ein etwas kleinerer Wert ergeben. In Figur 1 sind zum 
Vergleich die Kurven a,(x) aufgetragen, wie sie sich aus unserem Differenzenver) 
fahren, jenem von H. GÖRTLER bzw. nach der Howarthschen Rechnung ergaben) 


2. Beispiel: Der Hiemenzsche Kreiszylinder 


Von K. Hırmenz|[7] wurde die Druckverteilung an einem in Wasse3 
(v = 0,01 cm? s~!) getauchten Zylinder (Durchmesser 2 R=9,75 cm) gemessen) 
Die Anströmgeschwindigkeit war uwo=19,2cms-!. Werden mit L=1 cm) 
U =7,151 cms 1 dimensionslose Koordinaten (2) eingeführt, so lässt sich die 
Druckverteilung für 0 <x< 7 in befriedigendem Masse durch die äussere Ge! 
schwindigkeitsverteilung 


u,(2) = x — 0,006 289 x3 — 0,000 04615 x5 (41 


wiedergeben. Die Approximation (41) kann somit zur Berechnung der Ablosungs} 
stelle nach dem Differenzenverfahren benutzt werden, falls die Rechnung #4 < 
ergibt. Die von HIFMENZ beobachtete Ablösung lag zwischen 6,81 und 6,98. 
Das Differenzenverfahren setzte bei #— 4,5 ein. Es wurde /= 0,3 gewählt! 
dieses entspricht der Verwendung von 15 Profilpunkten. Die Werte der Anfangs 
profile wurden aus den ersten fünf Gliedern der Blasius-Reihe für zur Anströ 
mungsrichtung symmetrische Strömungen berechnet; dabei wurden die Vertafe 
lungen [5] verwendet. Es wurden zehn Schritte mit A= 0,2, dann je zwei mi 
h=0,1 und h=0,05 durchgeführt. Die Näherungsrechnung lieferte Ablösun 
unmittelbar hinter der Stelle x = 6,80. H. GÖRTLER [1] erhielt ebenfalls den Wer 
x4= 6,80, während K. SCHRODER[2] x4 = 6,87 ermittelte. Die erzielten Resul- 
tate sind in den Figuren 2, 3 und 4 veranschaulicht. 


34 
Differenzenverfahren 
JH — — — GORTLER 
—------ SCHRODER 
AE 
+ 
0 Ne L Ll N 
45 50 35 60 65 x 
Big. 2 
Grenzschicht am Hiemenzschen Zylinder; Kurven a(x). 
(Die von K. ScHRÔDER ermittelten Werte waren nur kurz vor der Ablösungsstelle bekannt.) 
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Fig. 3 
Grenzschicht am Hiemenzschen Zylinder; Geschwindigkeitsverteilung 
bei konstantem Wandabstand. 
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Fig. 4 
Grenzschicht am Hiemenzschen Zylinder; Auftragung einiger Profile. 
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3. Beispiel: Der Kveiszylinder mit potentialtheoretischer Druckverteilung 


Die Potentialströmung zur Anströmgeschwindigkeit u. um einen Kreiszylin 
der (Radius R) hat längs der Wand die Geschwindigkeitsverteilung 
| 

(414 


| 


Er 
u,(%) =2sin—, 


falls mit L=R/2, U=u,, dimensionslose Koordinaten (2) eingeführt werdet 


Die Geschwindigkeitsverteilung der zugehörigen Grenzschicht lässt sich fü 
0<x<x, bei geeignetem x, wieder mit Hilfe der Blasius-Reihe ausrechnes 
| 


3A 
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Fig. 5 


Grenzschicht am Kreiszylinder bei potentialtheoretischer Druckverteilung; Kurven @,(x) 
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Fig. 6 
Grenzschicht am Kreiszylinder bei potentialtheoretischer Druckverteilung ; 
Vergleich einiger Profile. 
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lan approximiert (42a) durch das Taylor-Polynom 9. Grades 


Ube (%) = # : 45 + : x5 : 7 : 


j 2 9 
231 Bo LS DETTE 


; (42b) 


m die Vertafelungen von A. ULRIcH[5] voll ausnutzen zu können. A. ULRICH[8] 
enutzte die Werte der abgebrochenen Blasius-Reihe bis zur Ablösungsstelle hin. 
urch Auflösung der Gleichung du/dy (x4, 0) =0 mit Hilfe der Vertafelungen [5] 
Smielt er %4—=3,84,. 

Die Rechnung mit unserem Differenzenverfahren setzte bei x = 3,0 ein. Es 
urde /= 0,3 gewählt; dieses entspricht wieder der Verwendung von 15 Profil- 
unkten. Es wurden fünf Schritte mit A= 0,1, drei Schritte mit h=0,05 und 
n Schritt mit = 0,025 ausgeführt. Dabei ergab sich a,(3,675) < 0; eine ge- 
auere Auswertung lieferte #4 = 3,67. Die erzielten Resultate sind in den Figu- 
sn 5 und 6 aufgetragen und mit jenen verglichen, die A. ULRICH aus der Blasius- 
-eihe erhielt. 
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Summary 


The method of differences developed by H. GÖRTLER [1] for the calculation of 
minar boundary layers of plane, steady and incompressible flow functions in 
e neighbourhood of the point of separation hold only with a reduced degree of 
-actness. The same holds for the method of K. SCHRÖDER [2]. This is due to the 
splacement of a line of indetermination of the expression for the continuation 

a result of the finite approximations used. This defect is overcome by means 
a polynomial approximation of the velocity distribution in the neighbourhood 
the wall, and in addition the sensitivity of the method with respect to propa- 
tion of errors is generally reduced. The relatively slight increase in labour is 
ore than offset by the increased degree of exactness. The splitting phenomena 
herent in the above-mentioned methods may be avoided by means of a suitable 
1oothing process. The method has been tried with success on several examples. 


ngegangen: 16. Februar 1953.) 
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On the Equation for a Damped Pendulum under Constant Torque | 


By WALLACE D. Hayes, London!) 


The equation for a damped pendulum under constant torque, the same as on! 
which is of interest in the study of synchronous motor oscillations, may be e3 
pressed in the notation of SEIFERT?) 


d?0 dd : 
a Mae à SEB, (4 


where « and f are positive real constants. The problem of interest is to determin!} 
the conditions under which a solution may or may not exist such that the quantit 


dd 

HAT (4 
is non-negative and is periodic of period 2 x in 9. It is known?) that for B> 
such a solution does always exist, and that for 0< B< 1 there exists an «, 
such that the conditions «< «% and «> x, imply the existence and nonexistencd 
respectively, of such a solution. 


It is the purpose of this note to obtain bounds on «,. We replace B by 0, accor 
ing to the relation 


pb = sın6,, 0>O>5 (2 


and replace 0 by 0 + a — 6); this translation does not affect the mathematicz 
problem. The differential equation is changed to one in y(6), yielding 


d , > 
yo tay + sin(d + — 0) — sind, = 0. ( 
The procedure is to pick an approximate solution ¥(@) which is zero at 0 = 0, 2, 
and to investigate the quantity g(6) defined by 


N Ge Seer ay ay dy 
al ee a 


(4 


dv 
= I + «y — cos 4) sin 0 — sin, (1 — cos@) . 


If this quantity is zero over the range 0 to 2 x then Y() is the solution desire! 
and « = a. If it is negative or zero over the whole range then for SOW == 0 | 


’ 


y(2 a) — y(0) = y(2x) >0. 


1) Office of Naval Research, U.S. Embassy, London. The opinions contained in this paper au 
the private ones of the writer and do not necessarily reflect the views of the United States Navi 
2) GEORGE SEIFERT, On the Existence of Certain Solutions of a Nonlinear Differential Equation 
ZAMP 3, 468-471 (1952). 
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ince it is possible to find a positive (0) such that 
y(2 x) — (0) < 0 
ae solution for some intermediate value of y(0) will be periodic. Thus, 
g(@) [0(0 S022) implies «Xa, (6) 


ith equality only if (6) is itself a solution. On the other hand, if g is positive 
r zero over the whole range then for y(2 x) = 0 


y(2 x) — y(0) = —y(0) <0. 
onsideration of the relation connecting any two solutions 


yi— 98 = Cexp(— [2% ) (7) 


\ Yi + Ye 
ıows that a periodic solution with y(2 x) > 0 is impossible. Thus, 
g(0) 20 (00522) implies «2 aw (8) 


ith equality only if y($) is itself a solution. 
The approximate solution is taken to be of the form 


7 = BE + cos, — x je)| sin = (9) 


here f(0) = 1 and / is antisymmetric about 6 = 7. The function g may be split 
ito symmetric and antisymmetric parts 


£9) = 6.4 PE (10a) 
FETTE 8 _ & wen 
Pr x | = + cos 6, [1 — f cos — f sin | — 2 sind, sin ie (10b) 
u? 6 
= [0 +M cosy + 217 sin 5 24]. (106) 


he tests on g may be carried out in the interval 0 to wif both g, + g, and g, — 9, 
re tested. 
For a lower bound on &, we choose 


— 


| Sind, — 2%, / 5 COS 0) wa, = V3 cos? 6) + I — 2cos6,, petal 
6 
f,(8) = cos, (11b) 
in 6 130 nano 
So = 2 E sin* — 4sin ; | é (11c) 
at . 0 
| La = — —-sinO sin—. (11d) 


ince g, is negative for 0 < 0 < x the test is made on g, — g,. Noting that CAE Son), 
1 

2 obtain 5 : 

| Ba — La, = + sin 6 sin— [sin 0 sii 4] Se) (12) 

| 1 er, 4 Zu 

| 

ence the quantity «, defined by equation (11a) is a lower bound to a. 
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For an upper bound to x, we choose 


yee ase 
03 0 
sin 0, = a cos 65, “op 2 sine) (134 
24 2 
f2(0) = 1 — sin— (Ode) | 
, (13È 
7 M x | 
= so, ol, asos2m | 
6  @ a. w | 
Bs, = Sin 0 [2 = Zeus EN SIN sine cos. | ; (134 
03 6 8 x 6 ee. a4 
ba, = 3 e 2 +2 ce + 2 sin 3 3 sin 7 85 F 2 sın? 2 cos | . (134 
Since g,, takes both signs in the interval 0<@<a the test must be applied tf 
both g, + g, and g, — g,. Noting that «3/2 < sin 0), we obtain 


II 
® 
tot 
ar 
B 
b 


> 0 (0<6<-n) (144 


a L >> 
Eg0 als Bas 


2 2 


4 } a a 


6 eo 67 / nad ; 
= = a? [2 (2 — cos A I Si COR = | (1 = Sign a =0. (O50 27) (4a 
Hence the quantity «, defined by equation (13a) is an upper bound to a». Th: 
bound is considerably better than that of SEIFERT?). | 

The slope of the curve «,(0,) at 0, = 0 may be easily calculated for compariso 
with the same slope for the bounding functions obtained 


i! | 
æ(0) = —-, (154 
/ Jt | 
(0) = EUR (15H 
Re (0) = al (15 


It should also be noted that «a,(r/2) is finite, as 


The solution in the vicinity of the neutral point 0 = 0 is always unstable, = | 
that such a point (0 = 6,+ 2am in SEIFERT’s notation) cannot be a limitin! 
point for large ¢. The solution in the vicinity of the neutral point 6 = 2 0, — x i | 
always stable for 0,< 2/2, so that such a point (9 = 6, + 2am in SEIFERT 
notation) can always be a limiting point for large ¢ with «> 0, and will be suciff 
a limiting point with «> œ. 


1) GEORGE SEIFERT, On the Existence of Certain Solutions of a Nonlinear Differential Equatioi 
ZAMP 3, 468-471 (1952) 
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The case 8 = 1 or 6) = 7/2 has been avoided up to here, as has also the case 
t= %. If 0, = 7/2 and «<x, then the periodic solutions of the type considered 
lo clearly exist. If 6) = 2/2 and a = a or if 0< 6,< 2/2 and « = a, the periodic 
‚olutions for y(6) exist, but are zero at # = 0, and the time ¢ given by the integral 
N ad 
| y 


D — 


(17) 


oes not converge. Such ‘‘periodic’’ solutions have no meaning in terms of the 
riginal function 6(¢) and cannot be said to exist in the sense of the original intent 
f the problem. 

The problem of interest should be restated: to determine the conditions under 
Irhich a solution of equation (1) may exist such that the quantity d6/dt is positive 
ind is periodic of period 2 x in 9. Then for $>1 such a solution exists, and for 
|< 6 = 1 there exists an «,(8) such that «< «a, and « > a imply the existence 
jnd nonexistence, respectively, of such a solution. For B = 0 and «= a = 0 any 
plution with (0) > 0 is of this periodic type. 


Zusammenfassung 


Fiir die Differentialgleichung 


a? ao 
ger” = ae 


sind — sind, = 0 (0< a, < =) 


‘bt es eine Funktion «,(#,) mit den folgenden Eigenschaften: Wenn «< a, 
<istiert eine Lösung, worin d#/dt immer positiv und in ® periodisch ist. Wenn 
= a, existiert eine solche Lösung nicht. 

Man beweist, dass a, < %,< %, wo 


En sen cl : 
sind, = a, Vat + 4 cosh, , a? = W3 cos?#@, + 1 — 2cosd, 
i 1 BOSSE ay 

sin By == = A Vag + 4cos®, = 2sin—_. 


ie Grenze «, ist kleiner als die von G. SEIFERT gegebene. 


Weceived: May 25, 1953.) 


Specific Heat of Gases at the Critical Point 
By John. F. LEE!), Raleigh, North Carolina 


Sonic velocity measurements have been used for some time to determine the 
lecific heats of gases at low frequencies following the suggestion of EINSTEIN [1]?) 
t the reaction rates of reactive gas mixtures could be found from similar mea- 
frements. However, the equation for sonic velocity, expressed in terms of the 
io of the specific heats and the isothermal bulk modulus, becomes indeter- 
inate when applied to the critical point. In this paper a determinate expression 
- the sonic velocity at the critical point is derived which permits a direct solu- 


À 1) Department of Mechanical Engineering, North Carolina State College. 
| 2) Numbers in brackets refer to the Bibliography, page 404. 
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tion for the constant volume specific heat as a function of the critical values a 
temperature, specific volume, sonic velocity and Joule-Thomson coefficient. Th 
calculated values obtained from this expression are examined in comparison wit! 
existing data. Finally, the approach to the problem from the standpoint of clas 
sical thermodynamics is appraised in the light of some findings from statisticg| 
thermodynamics. 


Derivation of C, at the Critical Point 


The sonic velocity at zero frequency is expressed as follows: 


ge ge es 02016, op «| 
m \ dv }s me CEN 0 | | 
where a = sonic velocity, m = molecular weight, v = molar volume, and —v(dp/dv) 


and —v(0p/0v)r are the isentropic and isothermal bulk moduli respectively. 1 
can be shown that for any substance, 


~ Tiop| ons 


D v (Op dv) 


If this expression is substituted in equation (1), the following equation is obtaine 
for the sonic velocity. | 


Be ve ($3 i v2 oP | ( 


m Cy m \ ov} T° 
At the critical point (0p/0v) 7 =0 and equation (2) reduces to the determinate for 


À TE Op \2 
ec ars 


where a, is the sonic velocity at the critical point. 
Now the Joule-Thomson coefficient is defined as 


» (2D), 


which, with the aid of the second law of thermodynamics, can be shown to 
equivalent to 


The wellknown general thermodynamic relations, 


dv\ _ (0p/0T), 
ee ~ (0p/0v) 7 


and 


“= G+T (Fr), (or), 


when substituted in equation (5) yield, after simplification, the following eq | I 
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valent expression for the Joule-Thomson coefficient 


tee), 
Gr), le) 


= 


|Bince (0p/0v) = 0 at the critical point, equation (6) reduces to 
: 7 
My == =n 
(02/07), (7) 
jwhere 4. = the Joule-Thomson coefficient at the critical point. 


When equation (7) is substituted in equation (3), the following expression for 
che constant volume specific heat at the critical point is obtained. 


2, (8) 


For the purpose of comparison some calculated values of the constant volume 
‚pecific heats are listed with the zero pressure (no molecular interaction in the 
sas) specific heats in the following table. Data for the calculations and for the 
zero pressure specific heats were obtained from several sources ([2] to [7]). 


Constant Volume Molar Specific Heats at the Critical Point and at Zero Pressure 


oe ce [from equation (8)] CFE 
cal/mole degree cal/mole degree 

N, 11-3 4-98 

Cos il E 6-83 

(QE 15-1 Qoihal 


The calculated values appear to be reasonable when compared with the zero 
pressure values of the specific heats and compare favorably with the values 
‚btained from extrapolated P-v-T data. The calculated values at the critical point 
aay be used to permit interpolation for intermediate values between the critical 
boint and those points for which experimental data are available. It is believed 
hat this is a more satisfactory method than that of simply extrapolating experi- 
hental specific heats to the critical point. 


Appraisal of Calculated Values of C, at the Critical Point, 


It is desirable to compare the calculated and calorimetric values of the spe- 
ific heats at the critical point, but unfortunately published values of the specific 
eats at the critical point are scarce. However, a calorimetric specific heats of 
| pproximately 50 calories per mole degree has been reported for CO, [8]. The diffe- 
ence between the calorimetric and calculated specific heats is to be expected in 
view of the limitations implied by the use of equation (8). This difference, it is 
lbelieved, is of the correct order of magnitude to be accounted for by several fac- 
jors not anticipated by the classical thermodynamic approach employed thus far. 
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The sonic velocity employed in equation (8) should be the thermodynamil 
value; that is, complete equilibrium must be attained. There is every reason taf 
believe that the measured value of the sonic velocity is not the thermodynamij 
value because of the large sound attenuation at the critical point due to (1) sca | 
tering of the sound waves, (2) the increased absorption of high frequency sound | 
waves at the critical point, and (3) configurational relaxations. | 

Several investigators ([9] to [12]) have produced convincing evidence of vibral 
tional heat capacity lag due to dispersion and high absorption of sound waves wheil 
a gas is rapidly ed Other investigators ([13] to [15]) have established th} 
existence of rotational heat capacity lag. It is highly probable that when a gas 1l} 
rapidly condensed the extensive clustering which ensues is affected by the sound 
waves causing a redistribution of the molecules in the clusters and/or a redistri; 
bution of the clusters accompanied by a configurational relaxation process. It if 
estimated from the previously mentioned papers that a total relaxation time 4 
the order of 10-56 seconds is required. 

From the foregoing discussion it must be concluded that (0p/0v)7 and (0p/0T), 
are dependent on time. Therefore the system behaves as though it were only 
slightly compressible until sufficient time has elapsed for equilibrium to be 
established. 
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Zusammenfassung 


Es wird eine Ableitung einer bestimmbaren Gleichung fiir die akustische Ge} 
schwindigkeit am kritischen Punkt eines Gases gegeben, die gestattet, eine | 
Ausdruck für die spezifische Wärme zu gewinnen. Das Ergebnis wird hierau 
vom Standpunkt der statistischen Thermodynamik erörtert. 


(Received: February 4, 1953.) 
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Varia — Miscellaneous — Divers 


International Union of Crystallography 


The Executive Committee (General Secretary: Dr. R. C. Evans, Crystallo- 
graphic Laboratory, Cavendish Laboratory, Cambridge, England) has accepted a 
ind invitation from the French Government to hold the Third General Assembly 
and International Congress in Paris from 21 to 28 July 1954. These dates have been 
(‚hosen in consultation with the French National Committee for Crystallography and 
ith the National Committees of all the Adhering Bodies. It is hoped that this 
Partly notice will make it possible for erystallographers throughout the world 


Lo arrange to attend. 


Eine neue Standardfarbenkarte 


Der Fachnormenausschuss Farbe, ein Ausschuss des Deutschen Normenaus- 
Nchusses, hat in Zusammenarbeit mit dem Farbforschungslaboratorium des Ma- 
yerialprifungsamtes Berlin-Dahlem in mehrjähriger Arbeit die experimentellen 
ind technischen Grundlagen zu einer neuen Standardfarbenkarte erarbeitet, die 
In Zukunft die einheitliche Bezugsbasis für Farbenangaben in der Normung sein 
Voll. Sie ist auf dem Gedanken der psychologischen Gleichabständigkeit und 
Sleichwertigkeit der ausgewählten Farben aufgebaut. Uber die wissenschaftlichen 
rundlagen, die Ausführungsform und die Anwendungstechnik in allen Zweigen 
Île Praxis unterrichten die Aufsätze, die darüber in der Zeitschrift «Die Farbe» 
Verlag für angewandte Wissenschaften, Wiesbaden) in einem besonderen Heft 
13/6, Bd. 1, 1953) zusammengestellt sind. Da die Arbeiten an der neuen Farben- 
arte unter der Leitung des Herausgebers der Zeitschrift, Prof. Dr. M. RICHTER, 
lestanden haben, bietet das vorstehend erwähnte Heft Informationen aus erster 
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Description of a Magnetic Drum Calculator. By the Staff of the Com- 
Mutation Laboratory (Harvard University Press, Cambridge, U.S.A., 1952). 
18 pp., 196 figs.; $8.00. 

Es muss als überaus verdienstvoll bezeichnet werden, wenn sich die Erbauer 
liner programmgesteuerten Rechenmaschine nach Vollendung ihres Projektes 
ler grossen Mühe unterziehen, eine detaillierte Beschreibung des Gerätes auszu- 
irbeiten und zu publizieren. Der Stab des Harvard University Computation 
Laboratory hat dies mit dem vorliegenden Band 25 der «Annals of the Computa- 
ion Laboratory» zum drittenmal auf sich genommen, indem er zur elektronischen 
Rechenmaschine «Mark III» eine ausführliche Darlegung des technischen, logi- 
‘hen und mathematischen Aufbaues veröffentlicht. Das Buch umfasst die elek- 
lronischen Schaltungen, die konstruktiven Einzelheiten, die logische Anordnung 
[wobei auch die mit dem verwendeten Zahlsystem zusammenhängenden Eigen- 
leiten erläutert sind), das verwendete Verfahren zur Berechnung der elementaren 
‘unktionen, eine Anleitung zur Herstellung von Rechenplänen mit Beispielen 
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sowie eine Gebrauchsanweisung für das Gerät, und steht damit in seiner An} 
einzig da. — Gewiss verkürpert die beschriebene Rechenmaschine bezüglich ihref 
elektronıschen Schaltungen heute nicht mehr den neuesten Stand der Technik! | 
Sie muss jedoch hinsichtlich ihrer Anpassung an die praktischen Bediirfnisse d a 
Benützers als mustergültig angesehen werden. Dies gilt besonders für die An | 
fertigung der Zahlenstreifen aad Rechenplane, die reichhalvicen Vorrichtunge ff 
fiir Eingang und Ausgang sowie die Bedienungs- und Kontrollmöglichkeiten. 

Erwähnung verdient schiceeben die sorgfaltige Ausstattung des Buches. Di | 
komplizierten Schälebilder sind so ee dass sie nicht überladen erscheinen | 
ganzseitige Photographien unterstiitzen die Anschauung. A. P. Spersa 


| 
Fouriersynthese von Kristallen. Von W. Nowackı (Verlag Birkhäuses 
Basel 1952). 248 S., 120 Abb.; sFr. 34.30. | 
Die Lagebestimmung der Atome in den Kristallen ist bei einfach gebauterf 
Kristallstrukturen relativ leicht möglich. Sobald jedoch viele und auch verschie 
denartige Atome in einem Kristallgitter vorkommen, wird die Ermittlung ihr 
Schwerpunktslagen schwierig. In solchen Fällen wird bei der Kristallstrukturi 
bestimmung zuerst eine Symmetrieabklärung (Raumgruppenbestimmung) dure 
geführt, und zwar mittels Röntgeninterferenzaufnahmen, wobei Lage und Aus 
wahl der vorhandenen gegenüber den an und für sich möglichen Reflexen dij 
Symmetriegruppe und die Metrik der Elementarzelle bestimmen lassen. Hiera 
wird die Intensität der Reflexe zur Lagebestimmung der Einzelatome innerhall 
der Elementarzelle benützt. Da bei Röntgen- (und Elektronenbeugungs-) Au 
nahmen praktisch einzig die Elektronen des Kristalls streuend auf den Einfalls 
strahl wirken, kann aus der Reflexintensität einzig die Elektronenverteilung bzw 
-dichte in der Elementarzelle bestimmt werden. Diese lässt dann ihrerseits di 
Atomlage ermitteln. Die Beziehungen zwischen der Elektronendichte in der Ele 
mentarzelle und den Reflexintensitäten lassen sich als unendliche Fourierreih 
darstellen. Dabei können die Intensitäten (proportional zu den Amplituden de 
Streuwellen im Kristall) als Fourierkoeffizienten eingesetzt werden; die Phase 
der einzelnen Streuwellen — in zentrosymmetrischen Kristallen zum mindesten 
die Vorzeichen der Koeffizienten — sind jedoch unbekannt. Die Methoden, welch 
diese Unbestimmtheit zu eliminieren gestatten, und die Rechenverfahren, welchs 
die umfangreichen Reihenrechnungen beschleunigen können, sind in den letzter 
Jahren von zahlreichen Autoren erweitert worden. W. NowAackı hat nun das ir 
einer weitschichtigen Literatur zerstreute Material gesammelt und zusammenge: 
stellt. In seinem Buch fasst er die Rechenmethoden theoretisch zusammen und 
erläutert sie an Hand vieler Beispiele. Auch die den speziellen Verhältnissen dei 
Strukturbestimmung angepassten Patterson- und Buerger-Synthesen sind al 
gehend behandelt. Sodann bespricht der Autor die mechanischen und elektro+ 
nischen Rechenhilfsmittel, das Lochkartenverfahren und optische Methoden 
welche alle dazu dienen, die umfangreiche Rechenarbeit abzukürzen bzw. zu be- 
schleunigen. Allen Abschnitten sind sehr eingehende Literaturverzeichnisse voran- 
gestellt, die es jederzeit erlauben, die Originalarbeiten zu Rate zu ziehen. Ein 
De lem für Rechenhilfsmittel ergänzt das Buch 
Das Werk von Nowack1 ist die erste eingehende Zusammenfassung der spe 
ziell fiir die Kristallstrukturbestimmung zugeschnittenen Bouriersynthecc! À 
füllt damit eine bisher in Fachkreisen stark empfundene Lücke aus. Die zahl- 
reichen guten Figuren und drucktechnisch einwandfreien Tabellen ergänzen die 
Arbeit aufs beste. Für Studierende, seien es Chemiker, Mineralogen oder Physiker, 
die ohne sehr eingehende Kenntnisse der Kristallographie an das Buch eta) 


| 
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treten, wäre eine kristallographische Einführung sehr von Nutzen gewesen. Bei 
der rein mathematisch gehaltenen Auseinandersetzung mit dem Stoff findet der 
Leser auch keinerlei Beziehung zu dem in den Seinen mineralogischen Lehr- 
Süchern gebotenen Stoff. Es ist leider nicht dargelegt, wie man, ausgehend von 
einer Röntgenaufnahme, praktisch zu einer Boni scihe gelangt, indem die 
Intensitätsbestimmung und -korrektur, die mit einer Reihe von Tisch zu bewer- 
"enden Messungen und Umrechnungen verbunden ist, gar nicht erwähnt wird. 
Der Zusammenhang des Experimentes — der Röntgenaufnahme — mit der mathe- 
natischen Behandlung ist damit für den nicht zum vorneherein Eingeweihten 
nicht gegeben. Stünde eingangs ein entsprechendes Kapitel, so wäre das vorlie- 
sende Buch auch eine sehr wertvolle Ergänzung zu dem in der gleichen Reihe 
rschienenen Werk von E. BRANDENBERGER, Röntgenographisch-analytische 
vhemie). Trotz dieser Mängel darf jedoch Nowacxis Arbeit jedem Kristallogra- 
hen und Strukturchemiker aufs wärmste empfohlen werden. W. Epprecht 


Magnetische Messungen an ferromagnetischen Stoffen. Von W. 
MEELINGHAUS (W. de Gruyter & Co., Berlin 1952). 163 S.; DM 18.-—. 

Wenn ein Starkstromingenieur oder Elektrotechniker vor das Problem magne- 
fischer Messungen an ferromagnetischen Werkstoffen gestellt wird, ist sein Griff 
‚ach diesem einführenden, klar und ausführlich geschriebenen Buch als überaus 
flicklich zu werten. Er findet im ersten Drittel des Bändchens einige einführende 
Kapitel über MaBsysteme, magnetische Grundbegriffe, Erzeugung magnetischer 
‘elder und Feldstarkemessung. Im zweiten Drittel ist die Messung der magneti- 
chen Induktion und der Magnetisierung in magnetischen Gleichfeldern beschrie- 
‘en, und das letzte Drittel enthält die Messmethoden mit niederfrequenten magne- 
‚schen Wechselfeldern. Die Wirkungsweise und Handhabung der industriell ge- 
trauchten Eisenmessgeräte ist überall sorgfältig dargestellt. 

Hingegen hat der Autor bewusst die für die Schwachstrom- und Hochfre- 
uenztechnik ausserordentlich wichtigen Methoden der Permeabilitäts- und Ver- 
fistmessung im Ton- und Radiofrequenzgebiet nur andeutungsweise erörtert. 
ie Behandlung der physikalisch aufschlussreichen Untersuchung der ferromagne- 
schen Resonanzeffekte sowie der gyromagnetischen Effekte fehlt vollständig. 
iese Wünsche der Fernmeldetechniker und Physiker ebenfalls zu erfüllen, ist 
feilich bei dem Umfang dieses Buches unmöglich. Nichtsdestoweniger ist erfreu- 
‘ch, dass ein grosses und wichtiges Teilgebiet der ferromagnetischen Messtechnik 
"ne leichtverständliche, korrekte Darstellung gefunden hat, und es steht zu 
offen, dass dereinst auch die hier unbehandelten Untersuchungsmethoden 
benso glücklich zusammengefasst werden. H. Labhart 


| 


Finite Deformation of an Elastic Solid. By F. D. MURNAGHAN (John 
Wiley & Sons, Inc., New York, 1951). 140 pp.; $4.00. 

| Das Buch, das in der von I. S. SOKOLNIKOFF herausgegebenen «Applied 
lathematics Series» erschienen ist, behandelt die Elastizitätstheorie fester Kör- 
br unter Berücksichtigung der Glieder höherer Ordnung in den Verzerrungs- 
Hössen. 

Da sich der Verfasser konsequent der für diesen Zweck hervorragend geeig- 
ten Matrizenrechnung bedient, entwickelt er in einem ersten Abschnitt die 
Jäter benötigten Grundformeln dieses Kalküls. 

| Der Aufbau der Theorie beginnt mit einer eingehenden Analyse der endlichen 
lerzerrungen, des zugehörigen Tensors und seiner Invarianten. Sodann wird der 
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auf die verzerrten Flachenelemente bezogene Spannungstensor eingeführt uni] 
aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit am deformierten Körper die allgemeinf 
(auch für nichtisotrope Medien gültige) Spannungs-Dehnungs-Beziehung he! 
geleitet, wobei die Massendichte der Formänderungsenergie als eindeutige Funk 
tion des Verzerrungstensors angesetzt wird. 

Die Entwicklung dieser Funktion nach Potenzen der Verzerrungsgrössen b) 
zur dritten Ordnung führt für den Spezialfall des isotropen Mediums, das zuersf 
untersucht wird, auf fünf Elastizitatskonstanten, die ihrerseits noch von eines 
hydrostatischen Ausgangs-Spannungszustand abhängen können. Hierbei zei 
es sich, dass im Bereich der endlichen Verzerrungen ein isotropes Medium, al 
anfänglich unter einem nichthydrostatischen Spannungszustand steht, bei eine 
weiteren Beanspruchung seine Isotropieeigenschaft verlieren muss. Die Theori« 
die nun speziell auf die Verzerrung eines isotropen Körpers unter hydrostatischem 
Druck angewandt wird, liefert eine im Rahmen der experimentellen Genauigke 
vollkommene Bestätigung der Versuche, die 1948 von BRIDGMAN an Natriug 
unter Driicken bis zu 100000 Atmospharen ausgeführt worden sind. 

Die nichtisotropen Medien werden in einem besonderen Abschnitt behandel| 
wobei sich der Verfasser im wesentlichen darauf beschränkt, die ersten drei Glid 
der für die Reihenentwicklung der Formänderungsenergie bei verschiedene 
Formen kristalliner Medien zu ermitteln. 

Die beiden letzten Abschnitte sind weiteren Anwendungen gewidmet, u 
zwar der Scherung (wobei die auf den Ausgangszustand bezogenen Spannunge 
eingeführt werden), dem einfachen Zug, der unter Aussen- und Innendruck st¢ 
henden Kugelschale, dem entsprechend belasteten Rohr und der Torsion dé 
Kreiszylinders. 

Das zum Teil aus Vorlesungen entstandene Werk ist in Form eines Lehrbuche 
(mit zahlreichen Übungsaufgaben) geschrieben und straff gegliedert. Es forded 
vom Leser strenge Mitarbeit, zumal daihm die Beweise für zahlreiche Einzelheite 
selbst überlassen werden. 

Die vom Verfasser angewandte Schreibweise der Matrizen kann bisweile 
Missverständnisse verursachen; auch wäre es wünschenswert, den Tensorbegri 
im Rahmen der Matrizenrechnung klarer herauszuarbeiten. Zu bedauern ist da 
fast völlige Fehlen von Literaturangaben. | 

Nach Ansicht des Referenten erfüllt das Buch drei wichtige Aufgaben il 
hervorragender Weise, nämlich erstens, dass es ein klares Urteil über Tragweiti 
und Grenzen der klassischen Elastizitätstheorie ermöglicht, zweitens, dass 4 
einen wesentlichen Beitrag zu einer einheitlichen Auffassung darüber liefert, wa 
die klassische Theorie auf eine solche endlicher Verzerrungen zu erweitern ist 
und drittens, dass es dazu anregt, diese Theorie endlicher Verzerrungen nunme 


auch experimentell zu unterbauen. FH. Kauderë 
| 


Lezioni sulla teoria moderna dell’integrazione. Di M. PicoNE e T. Vıor) 
(Edizioni scientifiche Einaudi, Torino, 1952) 403 p.; Lit. 5000.— 


Les auteurs se sont proposé de donner dans cet ouvrage une eee. systé 
matique de la théorie moderne de l'intégrale en l'édifiant - sur les notions de fone 
tion additive d’intervalle et de on quasi-continue dans l’espace euclidie} 
a un nombre fini de dimensions. L’ouvrage s’adresse donc en premier lieu au! 
mathématiciens qui désirent approfondir leurs connaissances sur l’integrale d 
STIELTJES-LEBESGUE. Bien que sa lecture ne suppose que quelques connaissance 


préliminaires (résumées au chapitre I) sur les ensembles de points et sur le 
ensembles «ordonnés» d’opérations et qu’en général la démonstration des théd 
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‚emes soit faite en détail, l'ouvrage sera surtout apprécié par un lecteur qui con- 
hait déjà la théorie classique de LEBESGUE et est, par suite, à même de constater 
l'originalité de l'exposition en le comparant aux traités existants sur cette ma- 
fière. Ci-dessous le résumé de son contenu: 

Table des matières. Introduction (p. 1 à 26). I. Ensembles de points et en- 
hembles ordonnés d'opérations (p. 27 à 46). II. Variation des fonctions d’intervalle 
Ip. 47 a 66). III. Intégrale de RIEMANN-STIELTJES (p. 67 à 93). IV. Concept plus 
fénéral d'intégration (p. 94 à 100). V. Masse lebesguienne des ensembles de 
joints. Ensembles lebesguiens (p. 101 à 123). VI. Fonctions quasi-continues 
yp. 124 à 151). VII. Intégrale des fonctions quasi-continues et sommables (p. 152 
; 181). VIII. Suites de fonctions sommables (p. 182 à 203). IX. Fonctions com- 
plexes. Convergence en moyenne. Applications à l’espace de HILBERT (p. 204 à 
144). X. Réduction des intégrales multiples (p. 245 à 274). XI. Intégrale de 
HEBESGUE-STIELTJES relativement à une fonction de point (p. 275 à 314). 
KII. Fonctions additives d’ensembie (p. 315 à 340). XIII. Décomposition cano- 
que des fonctions additives (p. 341 à 367). XIV. La dérivation des fonctions 
idditives (p. 308 à 396). Index des notations, des exemples, des auteurs; indexe 
alytique (p. 397 à 402). M. Plancherel 


Hydrodynamische Grundlagen zur Berechnung der Schiffsschrauben. 
‘on M. STRSCHELETZKY (Verlag G. Braun, Karlsruhe 1950). 257 S., 57 Abb.; 
IM 12.-. 

| Die Schiffsschraube ist in ihrem üblichen Aufbau mit wenigen, relativ breiten 
tlügeln ein hydrodynamisch sehr viel schwierigeres Objekt als etwa der Luftpro- 
eller. Während man im letzteren Falle eine im ganzen befriedigende Theorie hat, 
t dies bei der Schiffsschraube noch nicht der Fall. Der Verfasser hat sich nun 
jemiiht, die komplizierten Vorgänge der Rechnung zugänglich zu machen, und 
war geht er so vor, dass er das System der gebundenen und freien Wirbel passend 
bproximiert und nun im Prinzip einfach, in der Durchführung recht mühsam 
jach Brot-Savart die Störungsgeschwindigkeiten ausrechnet. Leider konnte er 
le daraus entstandenen Zahlentafeln nur zum kleineren Teil dem Buche bei- 
igen. Es ist klar, dass auch dann noch sehr vieles durch Zwischenannahmen er- 
linzt werden muss; aber es ist befriedigend, zu sehen, dass er diese möglichst ver- 
hinftig zu wählen versucht. Insbesondere legt er grosses Gewicht auf Annäherung 
Ih die Minimalverteilungen. Die Flügel werden als gebundene Wirbelflächen ein- 
fführt, ihre Dicke durch passende Quellen- und Senkensysteme. Es wäre zu 
fünschen, dass die Ergebnisse einer solchen Rechnung mit Druckverteilungs- 
lessungen an derart entworfenen Schrauben verglichen werden könnten. Erst 
jinn könnte man sich ein Urteil über den praktischen Wert der Theorie bilden. 
uf alle Fälle handelt es sich um einen ernst zu nehmenden Versuch, und man 
fuss dem Verfasser für die ausserordentliche Mühe, die er sich genommen hat, 
blle Anerkennung zollen. J. Ackeret 


| 


| Grundlagen der Aeromechanik und Flugmechanik. Von A. PROLL. 
Üpringer-Verlag, Wien 1951). 632 S., 278 Abb.; sFr. 49.50. 

Der Verfasser, der lange Zeit Professor in Hannover war, hatte kurz nach 
Im Ersten Weltkrieg eine «Flugtechnik» herausgegeben, die sich als ein recht 
Jitzliches Buch erwies. Heute legt er uns ein ziemlich umfangreiches Werk vor, 
iis ungefähr dasselbe Stoffgebiet behandelt. - Was aber ist alles in den dreissig 
| hren zwischen diesen beiden Ausgaben geschehen! Man versteht, dass auch auf 


410 Buchbesprechungen — Book Reviews — Notices bibliographiques ZAN 

i} 
600 Seiten der ungeheuer angewachsene Stoff nur bruchstiickweise behande 
werden kann. Es war zweifellos richtig, sich nunmehr nur auf die Grundlagen 2 
beschränken. Aber selbst dies ist nicht leicht, da heute eine Armee von Forsche 
und Ingenieuren an der Entwicklung des Flugzeuges arbeitet und man jet! 
Dinge zu den Grundlagen rechnen muss, die vor 10 oder 15 Jahren beina 
Terra incognita waren. Trotz redlichstem Bemühen des Verfassers liegt üb 
dem Buch der matte Schimmer «der guten alten Zeit», in der PRÖLL selbst ja sel 
aktiv war. Manches, was heute in den Flugzeugfabriken zur Routine gehört, ill 
nur knapp angedeutet, oder es wird von vorneherein auf die Literatur verwiesé 
(allgemeine Profile, Flügelschwingungen, neue Grundrissformen, Grenzschichl 
umschlag, Rauhigkeitseinflüsse usw.). 

Das Buch gliedert sich, wie im Titel angedeutet, in zwei ungefähr gleid 
grosse Teile. Im ersten kommen die Grundlagen der Aerodynamik, konforme A] 
bildung, Profiltheorie und Grenzschichten und einiges aus der Gasdynamik zu 
Sprache, im zweiten Teil in recht ausführlicher, meist elementarer Form die By 
rechnung von Flugleistungen, Propellertheorie und Flugeigenschaften. Leid}f 
beschränkt sich der Verfasser hier ganz auf die Flugzeuge mit kleinen GeschwiJ 
digkeiten und Motor-Propeller-Antrieb, so dass Mach-Einflüsse und die dod 
recht verschiedenen Eigenschaften des Strahlantriebes überhaupt nicht zur Bj) 
handlung kommen. 

Der Studierende wird gut tun, das Buch als eine nützliche Zusammenfassur 
der schon klassisch gewordenen Teile der Flugwissenschaft zu betrachten, wobi 
ihm die sehr zahlreichen Beispiele zweifellos von Nutzen sein werden. Aber 
wird nicht umhin können, wesentliche Dinge aus anderen, heute ja ziemlich zalf 
reichen Lehrbüchern diesen Grundlagen hinzuzufügen. 

Ausstattung und Druck sind in gewohnter Weise vorzüglich. RAGE 


«Die Farbe». Zeitschrift. (Verlag für Angewandte Wissenschaften GmbE 
Wiesbaden). Einzelheft DM 7.80, Band (6 Hefte) DM 42.-. 


Die vierteljahrlich erscheinende Zeitschrift «Die Farbe», von der die erste 
zwei Hefte vorliegen, veröffentlicht Originalarbeiten und zusammenfassende . 
tikel, die sich mit der Farbe als optischer Erscheinung befassen. Als Herausgeb 
zeichnet Dr. MANFRED RICHTER, der durch seine zahlreichen Arbeiten auf dell 
Farbengebiet bestens bekannt ist und dessen Übersicht über die Farbenleh! 
noch immer als deutschsprachiges Standardwerk auf diesem Gebiet gelten kan! 

Eine Arbeit von S. RôsCH im ersten Heft der Zeitschrift befasst sich mit far} 
metrischen Versuchen zur Papierchromatographie, wobei an Chromatogramme 
einiger Aminosäuren exakte Farbmessungen vorgenommen wurden und dabei v|) 
allem der zeitliche Verlauf der Farbänderung registriert wurde. Ein Aufsatz vd 
A. KÖHLRAUSCH über das Arbeiten mitdem Helmholtz-Königschen Spektralfarbe 
Mischapparat wird vor allem die Physiker oder Physiologen interessieren, 
selbst mit einem solchen Instrument arbeiten. 

F. Born referiert über die amerikanischen Normblätter über Farbmessu 
wobei vor allem die Unterschiede zu den entsprechenden deutschen Normen di 
kutiert werden. In zwei weiteren Artikeln werden die Entwürfe zu neuen Norm: 
besprochen. Die erste Arbeit von W. TOELDTE befasst sich mit der Jodfarbska 
die durch Vergleich zur Kennzeichnung der Färbung von Lacken, Harzlösungs 
und dergleichen dienen kann, deren Farbe der einer Jod- Jodkalium-Lösung äh 
lich ist. Als Masszahl wird dann die Jodmenge in 100 ml einer wässrigen Jod- Jo 
kalium-Lösung angegeben, die, unter genau vorgeschriebenen Bedingungen n 
der zu untersuchenden Flüssigkeit verglichen, gleich hell erscheint. Von Vorte 
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st dabei die genaue Reproduzierbarkeit der V ergleichslösungen; aber es können 
satürlich nur Färbungen bewertet werden, die nicht allzustark vom Farbton der 
Jodlösung abweichen. — Ein Artikel von F. Born bespricht den Entwurf zu einem 
neuen deutschen Normblatt über Farben und Farbgrenzen für optische Signale 
m Verkehr. 

Die Zeitschrift wird ergänzt durch Buchbesprechungen und Nachrichten aus 
ler Fachwelt. Hoffen wir, dass sie dazu beitrage, die moderne Farbenlehre, die 
hre heutige festumrissene Gestalt erst in den letzten zwanzig Jahren gewonnen 
ıat, immer mehr zum Allgemeingut zu machen. W. Grossmann 


Angewandte Radioaktivität. Von K. E. Zimen (Springer-Verlag, Berlin 
952). 124°S., 45 Abb; DM. 18.80. 


Die Anwendung der natürlichen und künstlichen Radioaktivität hat in den 
tzten Jahren einen ausserordentlich starken Aufschwung genommen. Radio- 
-ktive Isotope werden heute in der Medizin zur Bekämpfung von Krankheiten 
ehr häufig angewandt, und die Zahl der Probleme, welche mit Leitisotopen in 
hemie, Biologie, Physik, Technik usf. untersucht werden, ist in ständigem 
steigen begriffen. So ist es sehr zu begrüssen, dass K. E. ZIMEN in gedrängter und 
ür den Nichtphysiker doch sehr leichtfasslicher Art die Grundlagen der Radio- 
ktivität sowie ihre Anwendung zusammengestellt hat. Mediziner, Techniker und 
aturwissenschafter finden im ersten Teil eine übersichtliche Erläuterung der 
Begriffe und Erscheinungen der Kernumwandlungen und -reaktionen und der 
abei entstehenden Strahlungsarten. Im zweiten Teil ist eine grosse Zahl von 
ınwendungsbeispielen nach Fachgebieten gesondert zusammengestellt, so dass 
nan eine Fülle von Anregungen erhält. Dieses Kapitel gibt auch dem Kernphy- 
iker einen guten Überblick über die heutige Verwendung der Isotope. Viele 
Ateraturzitate ermöglichen es dem Interessenten, sich weiter in die theoretischen 
irbeiten oder Anwendungsbeispiele zu vertiefen. Eine Reihe von Tabellen und 
ıngaben über Strahlenschutz ergänzen das Buch aufs wertvollste, so dass es 
edermann empfohlen werden kann, der sich mit angewandter Radioaktivität 
‚eschäftigt oder sich über deren Stand informieren möchte. W. Epprecht 


| Theorie der geometrischen Konstruktionen. Von L. BIEBERBACH (Verlag 
Birkhäuser, Basel 1952). 162 S., 102 Abb.; sFr. 18.70. 

' Die Theorie der geometrischen Konstruktionen befasst sich mit der Frage 
ach den Konstruktionsaufgaben, welche mit gegebenen Hilfsmitteln (zum Bei- 
piel mit Zirkel und Lineal) lösbar sind, oder etwa auch, welche Instrumente zur 
‚ösung einer vorgegebenen Konstruktionsaufgabe erforderlich sind. Der sich 
cheinbar keiner klaren Methodik unterordnenden Eigenart des Stoffes entspre- 
hend, war bis heute eine eigentliche Theorie der geometrischen Konstruktionen 
usgeblieben. Die in zahlreichen Lehrbüchern der Algebra eingeflochtenen Be- 
rachtungen über Konstruktionen beschränken sich in der Regel auf die Kon- 
truktionen mit Zirkel und Lineal. 

Im vorliegenden Buche führt der Verfasser die typischen Fragestellungen der 
‘heorie der geometrischen Konstruktionen in ihrer Wechselwirkung mit andern 
weigen der Mathematik vor. Insbesondere sind zahlreiche Brücken zur Algebra, 
ur Funktionentheorie und zur Zahlentheorie geschlagen. Das Hanptgewicht des 
uches liegt weniger in der Behandlung von Einzelproblemen: das Ziel des Ver- 
ıssers besteht elmchr in einer Schilderung der Tragweite der verschiedenen 
‘onstruktionshilfsmittel. Aus der Fülle der behandelten Konstruktionen mit 
orgegebenen Hilfsmitteln seien genannt: Konstruktionen mit dem Lineal allein, 
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Konstruktionen mit dem Lineal allein nach Vorgabe eines gezeichneten reguläre: | 
Polygons bzw. eines gezeichneten Kreises (Steinersche Konstruktionen), Konf 
struktionen mit Zirkel und Lineal, Konstruktionen mit dem Einschiebelinealf 
Konstruktionen mit dem Rechtwinkelhaken und schliesslich Konstruktionen miff 
dem Stechzirkel. 
Von den zahlreichen in die Theorie eingeflochtenen Einzelproblemen nehmet 
insbesondere die Winkeldreiteilung, die en der regulären Vielecke und 
die Kreisbogenrektifikation breiteren Raum ein. Im Zusammenhang mit den 
Fragenkreis der Winkeldreiteilung mit Zirkel und Lineal wartet der Verfasser mil 
einer Reihe von sehr netten und verfeinernden Resultaten auf. Die parallel mil 
der Bekanntgabe dieser neuen Ergebnisse laufende Polemik gegen einen bekanntes 
Algebraiker wirkt allerdings nicht sehr verfeinernd. Nachdem BIEBERBACH — wij 
er selbst schreibt — mit seinem Buche am bewährten Standpunkt festhalten will 
dass jede Fragestellung und Meinung erlaubt sei, wirkt dieser Angriff etwas inkon| 
sequent. Der in Verbindung mit der Diskussion des Kreisbogenrektifikatio 
wiedergegebene funktionentheoretische Beweis der Transzendenz von e und 
nach GELFOND und SIEGEL dürfte noch nicht sehr verbreitet sein. 
BIEBERBACHS temperamentvoll geschriebene Theorie der geometrischen Koni 
stvuktionen vermittelt einen ausgezeichneten Einblick in die Vielfalt der Problem 
und Methoden dieses Zweiges der Geometrie. Ganz besonders werden sich durch 
das vorliegende Werk die Lehrer der Mathematik angesprochen fühlen, gibt e{ 
ihnen doch unzählige Gelegenheiten zur Bereicherung und Belebung des Unter 
richtes. Es bleibt nur zu wünschen, dass auch die nie aussterbenden chronischer 
Winkeldreiteiler und Kreisquadrierer daraus ihren Nutzen ziehen könnten. Da: 
Buch ist als Band 13 der mathematischen Reihe der Lehrbücher und Monogra 
phien aus dem Gebiete der exakten Wissenschaften herausgekommen und ist vor 
züglich ausgestattet. M. Jege 


Advanced Statistical Methods in Biometric Research. By C. RADHA 
KRISHNA Rao (John Wiley & Sons, New York, 1952). 390 pp.; $7.50. 

Dieses Werk enthält zunächst eine knappe Zusammenfassung der wichtigste 
mathematischen Hilfsmittel: Vektoren, Matrizen, Determinanten, quadratisch 
Formen. Hierauf werden die üblichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen angegeber 
und ihre hauptsächlichsten Eigenschaften hergeleitet. Der weitere Inhalt be- 
schlägt die folgenden drei Gebiete: 1. Probleme betreffend das Schätzen vor 
Parametern und das Prüfen von Hypothesen; 2. Probleme mit mehreren Varia! 
blen; 3. Probleme der Klassifikation. Zu jedem dieser Gebiete hat Rao in den 
letzten zehn Jahren wesentliche Beiträge geleistet. 

Das ausgezeichnete Buch von Rao kann jedermann empfohlen werden, den 
eine mathematisch strenge Begründung der üblichen statistischen Verfahren 
durcharbeiten und gleichzeitig einige der wichtigsten allerneuesten Entwicklungen 
kennenlernen will. Das Werk ist im Geiste von R. A. FISHER geschrieben: dei 
Verfasser begnügt sich nicht damit, die mathematische Theorie zu erörtern, et 
widmet auch der numerischen Auswertung besondere Sorgfalt, indem er ein 
insbesondere für mehrdimensionale Probleme äusserst wertvolles Rechenverfah 
ren an verschiedenen Beispielen ausführlich darstellt. 

Die von Rao gegebenen Methoden lassen sich nicht nur auf biometrischel 
Fragen anwenden, wie man aus den von ihm gewählten Beispielen und aus de 
ce des Buches schliessen könnte; sie gelten ganz allgemein und werden zweifel- 
os in den verschiedensten Gebieten ne finden, so insbesondere in den 
Industrie, wofür übrigens schon jetzt in der Schweiz Belege vorliegen. A. Linden 
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Die Redaktions-Kommission und die Redaktion haben beschlossen, 
die vorliegende Nummer der ZAMP als Gedenkheft für den am 
Anfang dieses Jahres verstorbenen Prof. Dr. Paul Niggli heraus- 
zugeben aus dem Bedürfnis heraus, dem Verstorbenen für seine Ver- 
dienste um die Gründung der Zeitschrift und Herausgabe der ersten 
Jahrgänge ihre Dankbarkeit zu bezeugen. Kollegen und Schüler 
Paul Nigglis haben sich zur grossen Frende der Kommission gerne 
bereit gefunden, zu diesem Gedenkheft beizutragen. Ihnen allen 
sei für ihre Mitarbeit verbindlichst gedankt; sie haben durch 
ihren Beitrag in eindrücklicher Weise auch Zeugnis gegeben von der 
‚grossen Persönlichkeit des Verstorbenen und seinen unvergänglichen 
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PAULSNILGGEI 


(1888 — 1953) 


Seine Verdienste um die Lehre des festen Körpers 


Wenn an dieser Stelle Rückschau gehalten werden soll auf das Viele und 
Wesentliche, mit dem PAUL NIGGLI während seiner unermüdlichen, mehr als 
ner Jahrzehnte umspannenden Forschertätigkeit die Lehre des festen Körpers 
mmer wieder neu bereicherte, so nicht, um beim einzelnen zu verweilen, 
sondern weit mehr um noch einmal jener besonderen und einzigartigen Lei- 
‚tungen zu gedenken, mit denen er unsere Einsicht in das Wesen des festen 
Zustandes und die Wege, diese Erkenntnis zu mehren und zu vertiefen, so nach- 
raltig gefördert hat. 

Eine ihrer grössten steht bemerkenswerterweise gleich am Anfang jener 
£poche, da sich NIGGLI, angeregt durch die von-Lauesche Entdeckung der 
xöntgeninterferenzen und die ersten Kristallstrukturbestimmungen durch 
W. H. und W.L. Brace, eingehender mit der Struktur der Kristalle aus- 
inanderzusetzen begann: seine 1918/19 erschienene, im Manuskript bereits 
917 fertiggestellte Geometrische Kristallographie des Diskontinuums. Bedeutung 
ınd Tragweite dieses Werkes erneut aufzurufen, legt sich heute besonders nahe, 
eit die auf dem Boden internationaler Gemeinschaftsarbeit erfolgte Herausgabe 
nternationaler Tabellen zur Bestimmung von Kristallstrukturen oder der neuer- 
lings erschienenen International Tables for X-Ray Crystallography mancher- 
rts vergessen lässt, dass es seinerzeit die persönliche Leistung NIGGLIS war, 
velche für alles das die erste sichere Grundlage geschaffen. Wohl hatte bereits 
'wei Jahrzehnte vor der Entdeckung der Röntgeninterferenzen A. SCHOEN- 
LIES in seinem Buch Kristallsysteme und Kristallstruktur eine gruppentheo- 
etisch erschöpfende Herleitung der 230 möglichen Symmetriefalle dreidimen- 
ionaler, periodisch gebauter Diskontinua gegeben, aber erst die von NIGGLI 
nternommene, in verblüffend kurzer Zeit vollendete, explizite Darstellung der 
malytisch-geometrischen Eigenschaften aller 230 Raumsysteme hat aus der 
<ristallstrukturtheorie jenes Instrument gemacht, das bei der experimentellen 
3estimmung von Kristallstrukturen unschätzbare Dienste zu leisten vermag 
nd denn auch seither allerorts erfolgreiche Anwendung findet. Stets hat es ihn 
labei mit besonderer (und fürwahr berechtigter) Genugtuung erfüllen können, 
lass bei den unzähligen Koordinatentripeln, die es für die verschiedenen 
’unktlagen sämtlicher 230 Raumgruppen zu berechnen galt, ihm nur eine ver- 
-hwindend kleine Zahl von Versehen unterlaufen war, seine Darstellung der 
nalytischen Geometrie dreidimensionaler Diskontinua nicht nur die erste, 
andern auch die endgültige gewesen. Zugleich hat er damals der Strukturtheorie 
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zu jenem System von Begriffen verholfen, wie sie — so etwa als Gitterkomplext 
Punktlage, Zähligkeit, Freiheitsgrad, Symmetriebedingung und weitere mehr } 
zur rationellen Beschreibung der Raumsysteme, aber auch der Kristallstruktu 
ren selber notwendig sind und heute in einem Masse Allgemeingut geworden | 
dass darob ihr Schöpfer nur allzuoft übersehen wird. 

Endlich war es ihm vergönnt, in seinem «Diskontinuum» erstmals den Wei} 
aufzuzeigen, welcher die experimentelle Bestimmung der Raumgruppe we 
Kristallstruktur gestattet und in Form bestimmter Auslöschungsgesetze (de; 
Auswahlregeln, wie er sie damals nannte) jene Kriterien zu formulieren, dif 
seitdem die Grundlage jeder Raumgruppenbestimmung bilden. Es bleibt seit 
Verdienst, später eine noch allgemeinere Behandlung dieses Kapitels der Struk 
turtheorie angeregt zu haben, wie er im Anschluss an sein grundlegendes Wer! 
auch selber immer wieder strukturtheoretische Probleme aufgegriffen, um si 
alle mit besonderem Erfolg zu bearbeiten. 

In den abschliessenden Kapiteln des «Diskontinuums» findet sich bereit} 
angeschnitten, was NIGGLi fortan stets von neuem beschäftigen sollte: dill 
Erkenntnis unmittelbarer Beziehungen zwischen der Struktur einer Kristallar] 
und ihrem makroskopisch- oder mikroskopisch-phänomenologischen Verhalte 
wobei ihn bei seiner spezifischen Begabung und Vorliebe für die Behandlun 
morphologischer Fragestellungen die Relation zwischen der Morphologie de 
Kristalle und ihrer Struktur besonders lockte, unter demselben Aspekt abe 
auch das Kristallwachstum als solches wie die Geometrie der Kristallplastizitäf 
beschäftigten. 

Die in den zwanziger Jahren rasch anwachsende Zahl exakter Kristall 
strukturbestimmungen führte bekanntlich zu zwei Feststellungen, die zunächs 
überraschend, an den klassischen Vorstellungen über den Aufbau der feste! 
Materie gemessen, gar durchaus unerwartet wirken mussten und welche beid! 
nicht von ungefähr die Arbeitsrichtung, welche NıGGLı während seiner ganze} 
Zürcher Tätigkeit auf dem Gebiete der Kristallkunde eingeschlagen, entschei 
dend mitbestimmten: 


Zum ersten die Tatsache, dass zahlreiche Kristallarten grundsätzlich gleic | 
Atomanordnung besitzen, sich voneinander nur durch die absolute Grésse del 
Abstande unter ihren Atomen unterscheiden, | 
und andererseits die Einsicht, dass im festen Zustand lediglich eine beschränktt 
Gruppe von Elementen und Verbindungen aus eigentlichen Molekülen besteht 
bei der Mehrzahl der festen Körper vielmehr der klassische Molekiilbegrit 
durch jenen des an sich unbegrenzten (makromolekularen) Atomverbandes ei 
setzt werden muss. 

Je grösser die Zahl bekannter Kristallstrukturen, desto augenscheinliche 
wurde, wie es offenbar ausgezeichnete Strukturtypen gibt, welche bevorzugt au? 
treten, und NIGGLi stellte daher sehr bald die Frage nach den Kriterien, welc 
eine Kristallstruktur besonders qualifizieren und daher besonders häufig real: 
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“erbar machen, dann aber auch die weitere nach jenen Gesetzen, wie sie fiir die 
Verteilung der einzelnen Strukturtypen auf die Mannigfaltigkeit der Elemente 
ind chemischen Verbindungen massgebend sind. Beiden Aufgaben waren jene 
If Mitteilungen gewidmet, welche NIGGLI in den Jahren 1930 bis 1933 — im 
Anschluss an seine Studien über eine topologische Strukturanalyse — unter 
lem Titel Stereochemie der Kristallverbindungen veröffentlichte, dabei von den 
anfach zusammengesetzten Verbindungen (wie AB, AB,, AB, und A,B, usw.) 
usgehend, nach jenen Merkmalen suchend, welche die wenigen, tatsächlich 
xistierenden Strukturtypen unter der Vielzahl an sich denkbarer auszeichnen. 
Nie erschöpfend die hierfür von Nicci als massgebend erwiesenen Prinzipien 
Symmetrie, einparametrige Zusammenhänge, Dichte der Packung usw.) den Ge- 
enstand erfassten, beweist wohl am überzeugendsten, dass er in jenen Arbeiten 
ine ganze Reihe damals noch nicht bekannter Strukturtypen voraussagen 
-onnte und diese bei gewissen Verbindungen seithertatsächlich gefunden wurden. 
Aber auch die Frage nach dem Existenzbereich der einzelnen Strukturtypen 
Abhängigkeit von den Eigenschaften der an ihrem Aufbau beteiligten Atome 
rfuhr mit diesen Untersuchungen wesentliche Klärung, wobei NIGGLi die kür- 
esten Bindungsabstände unter den Atomen als jene Grösse erkannte, welche 
erster Linie über den zu erwartenden Strukturtyp entscheidet (er zog diese 
3etrachtungsweise der von V. M. GOLDSCHMIDT vertretenen, auf der Einfüh- 
ng von Ionenradien basierenden mit Entschiedenheit vor, weil er in den Bin- 
ungsabständen als den direkt ermittelten Grössen das zuverlässigere Krite- 
ium erblickte als in den Ionenradien, deren Ableitung ja damals, mindestens in 
ewissen Fällen, noch reichlich hypothetisch war). 

Mit alledem wurde — wohl weitgehend unbewusst — vorbereitet, was später 
zwei grundlegenden Buchdarstellungen seinen Niederschlag fand: eine all- 
emeine Stereochemie, die in der Lage sein sollte, Molekül- und Kristallverbin- 
ungen in gleich erschöpfender Weise zu behandeln, und eine neuzeitliche Über- 
icht über die chemische und strukturelle Mannigfaltigkeit der Kristallarten, 
orab der als natürliche Mineralien vorkommenden. Die erste Absicht hat 
lIGGLI 1945 in seinen Grundlagen der Stereochemie verwirklicht, der zweiten war 
er 3. Teil: «Kristallchemie, Geochemie und Mineralchemie » der dritten Auflage 
bines Lehrbuches der Mineralogie und Kristallchemie gewidmet, der (an die 
00 Seiten umfassend) 1944 zwar gedruckt vorlag, indessen nach dem Druck 
urch die Kriegsereignisse der Zerstörung anheimfiel. Gerade das zweite Thema 
atte dazu geführt, den Begriff der Kristallart von Grund auf zur Diskussion 
| stellen und neu zu formulieren, so dass es besonders erfreulich war, dass später 
renigstens diese Betrachtungen als Probleme der Naturwissenschaften, erläutert 
m Begriff der Mineralart gesondert veröffentlicht wurden. 

So sehr NIGGLI- und zwar nicht nur auf dem hier näher betrachteten Sektor 
iner wissenschaftlichen Tätigkeit — stets am Anschluss seiner Arbeiten an die 
euere Entwicklung von Physik und Chemie gelegen war, so beruhen dennoch 
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Wesen und Stärke seiner Beiträge zur Lehre der festen Körper auf der von 1hnt 
mit so überlegener Meisterschaft gepflegten, geometrisch-morphologischen Be 
trachtungsweise, und es gelang ihm gerade dadurch, das Eigenständige und 
Spezifische der Kristallkunde gegenüber ihren zahlreichen Nachbarwissenschaf] 
ten voll zu wahren. Mochte dem Physiker dann und wann der Einwand nahe 
liegen, es sollte die geometrische Behandlung zu einer dynamisch- energetischet 
ausgeweitet oder gar völlig durch eine solche ersetzt werden, so darf eines nich} 
übersehen werden: dass in den letzten drei Jahrzehnten und auch heute nocli 
für manche Erscheinungen eine geometrische Deutung oder doch mindesten} 
eine Ordnung unter geometrischen Gesichtspunkten weitgehend möglich, ihre 
dynamisch-energetische Behandlung dagegen noch völlig ausgeschlossen is 
es aber bevorzugt eben derartige Fragen waren, denen NIGGLI mit einem be) 
sonderen Interesse begegnete. 

Dazu kommt, dass Probleme des festen Zustandes ihn während seiner ganze 
Forschertätigkeit im Grunde genommen nie allein um ihrer selbst willen be 
schäftigten. Wenn einst das Verhalten der festen Körper als Bausteine de 
äusseren Erdrinde für ihn der Ausgangspunkt zu einem vertieften Eindringe 
in das Wesen der festen Materie gewesen, so hat er sich allezeit immer wiede} 
neu darum bemüht, Fortschritte in der Lehre vom festen Körper auf da 
Studium naturgegebener Systeme, vorab der Mineralien und Gesteine, anzu 
wenden, damit aber in seltener Vollkommenheit die Synthese zwischen exakte 
und beschreibenden Naturwissenschaften vollzogen. E. BRANDENBERGE 
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Zur Theorie und Praxis 
der Drehkompensatoren nach Berek und Ehringhaus 


Von CONRAD BURRT, Zürich!) 


Zusammenfassung. Es wird eine einfache Ableitung der Kompensatorfun d 
tion für den Kalkspatkompensator nach BEREK (Leitz) und den Kombination 
quarzplatten-Kompensator nach EHRINGHAUS (Winkel-Zeiss) gegeben und g 
zeigt, dass sich die beiden Ausdrücke nur in einer Konstanten unterscheident 
Die praktische Auswertung der Funktion wird diskutiert. 


A. Allgemeines 


In doppelbrechenden Medien pflanzen sich im allgemeinen die Lichtschwinl 
gungen in Gestalt von zwei Wellen mit verschiedener Normalengeschwindigkeil 


1) Mineralogisch-Petrographisches Institut der ETH. 
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zw. Lichtbrechung fort, welche senkrecht zueinander polarisiert sind. Brechung 
ind Schwingungsrichtung der beiden Wellen sind dabei durch das bekannte 
Gesetz von FRESNEL (Fundamentalsatz der Kristalloptik) bestimmt. 

Liegt das doppelbrechende Medium in Gestalt einer planparallelen Platte 
yor, so weisen bei normaler Inzidenz die beiden Wellen gemeinsame Normalen- 
ichtung auf, und der beim Austritt aus der Platte vorhandene Gangunter- 
ichied À berechnet sich aus der Platten- 
icke d und den Brechungsindizes n, >n, 
er beiden Wellen zu 


r— 


R= d(ns — n;). (1) 


3ei schiefer Inzidenz (Figur 1) unter 
inem Winkel 7 zur Plattennormalen 
ilt die Beziehung 


R=d(nctgr, — nctgr;) (2) 


der, mit Hilfe des Brechungsgesetzes 
mgeformt, 


R = sini (ctgr, — ctgri), (2a) 


yobei 7, > 7, die Brechungswinkel der Fig. 1 

‚eiden Wellennormalen mit den Bre- 

hungsindizes n, < n, sind. In diesem Falle verlaufen somit die beiden Wellen- 
ormalen im Kristall getrennt, da für sie das Brechungsgesetz gilt. 

Die Messung von Gangunterschieden an planparallelen Kristallplatten bei 
ormaler Inzidenz spielt bei mineralogisch-petrographischen Untersuchungen 
ine grosse Rolle, wie auch bei photoelastischen, wobei bei diesen die an den 
n und für sich isotropen Probekörpern künstlich erzeugte Spannungsdoppel- 
rechung betrachtet wird. 

Lange Zeit hindurch wurde der bekannte, von BABINET schon 1850 ange- 
ebene Quarzkeilkompensator, teilweise etwas modifiziert, für derartige Mes- 
angen fast ausschliesslich benützt. Seit etwa 30 Jahren wurde er jedoch für 
nineralogisch-petrographische Zwecke durch die einfacher gebauten Drehkom- 
ensatoren nach BEREK und EHRINGHAUS verdrängt. Diese sind bei gleicher 
der sogar grösserer Messgenauigkeit bedeutend einfacher zu handhaben, da sie 
einen Aufsatzanalysator benötigen. Methodisch wichtige Beiträge zu ihrer 
[andhabung, insbesondere zur Erhöhung der Messgenauigkeit, wurden in neu- 
cer Zeit von R. MosEBACH veröffentlicht (R. MosEBACH, 1948, 1949a, 1949). 
Das Prinzip dieser Drehkompensatoren, welches schon von Brot und NIKI- 
IN (NIKkITIN, 1910) angewandt wurde, beruht darin, dass eine anisotrope 
‘ristallplatte bzw. Plattenkombination um eine senkrecht zum Strahlengang 


| 
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des Systems angeordnete Achse drehbar ist. Durch ihre Neigung wird ein va] 
riabler Gangunterschied erzeugt, welcher zur Kompensation des zu messendet 
Gangunterschiedes benutzt wird. Die sogenannte Kompensatorfunktion Jiefer|] 
den erzeugten Gangunterschied in Funktion des messbaren Neigungswinkels] 
Als Ausgangslage des Instrumentes wird die Horizontalstellung der Platte g 
nommen, für welche der Gangunterschied Null herrscht. Zur Eliminierung del 
Nullpunktfehlers wird die Kompensation durch Neigung der Platte nacll 
beiden Seiten durchgeführt und der Mittelwert genommen. 

Beim Kompensator nach BEREK (Leitz) (BEREK, 1913, 1924) dient als Kom! 
pensatorplatte eine senkrecht zur optischen Achse geschnittene, etwa 0,1 mn 
dicke Kalzitplatte, bei demjenigen nach EHRINGHAUS (Winkel-Zeiss) (EHRING! 
HAUS, 1931, 1938, 1939) eine Kombination von zwei je 1 mm dicken, parallel 
zur optischen Achse geschnittenen Quarzplatten in Subtraktionsstellung. Duf 
Drehachse liegt in beiden Fällen in der Plattenebene, bei der Quarzplatten| 
kombination zudem parallel einer Schwingungsrichtung. Die für mineralogisch! 
petrographische Zwecke gelieferte Normalausführung weist beim Berek-Ko 
pensator für D-Licht einen Messbereich von 4 bis 5 À, bei demjenigen nacl 
EHRINGHAUS einen solchen von 7 À auf. Für Spezialzwecke sind jedoch Aus 


führungen mit grösserem Messbereich erhältlich. Der Kompensator nach 
EHRINGHAUS wird auch mit einer Kalzitplatten-Kombination geliefert und ert 
reicht auf diese Weise einen Messbereich bis 133 Ordnungen (EHRINGHAUS, 1939} 

Von beiden Autoren wurde die Kompensatorfunktion auf ganz verschie 
denem, zum Teil unnötig kompliziertem Wege abgeleitet, so dass die gross 
Analogie der beiden Instrumente, welche ihnen trotz ihres verschiedenen Auf 
baus eigen ist, nicht in Erscheinung tritt. Es soll daher im folgenden gezeig 
werden, wie dies auf einfachem und für beide Systeme gleicherweise gültigen 
Wege geschehen kann, sowie dass die Resultate in einheitlicher Schreibweis: 
formal durchaus analog ausfallen. 


B. Ableitung der Kompensatorfunktion 


| 


1. Kompensator nach Berek (Leitz, Wetzlar) | 


Die hier gegebene Ableitung erfolgt unter Benützung des Ausdruckes ea 
für den Gangunterschied einer planparallelen Kristallplatte bei schiefer Inz 
denz. Der Einfallswinkel i entspricht dabei dem variabeln Neigungswinkel dé 
Kompensatorplatte. Bezeichnet man den Brechungsindex der ordentliches 
Welle mit w, den extremen Wert desjenigen der ausserordentlichen mit ¢ bzw. 
seinen relativen Wert mit e’, so gilt in Anbetracht des optisch negativen Chai 
rakters des benutzten Kalzites  >e und 7, = 7y >r,= r,. Um (2a) anwendea 
zu können, müssen ctgr, und ctgr, durch die bekannten bzw. messbare 
©, € und ? ausgedrückt werden. Für die ordentliche Welle gilt nach der 
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‚Brechungsgesetz sini = w sin’, woraus folgt 


{Für die ausserordentliche Welle folgt einerseits aus dem Brechungsgesetz 
fe’ sin7, — sinz und anderseits aus den geometrischen Eigenschaften der Indi- 
jkatrix (Indexellipsoid) e’ = © ¢/Vm? sin?r, + e2 cos?r,. Durch Elimination von 
€ erhält man 

One fer sine 

Ps sin? | 


2 €? 


d sin ?? sin ?? 
FR = = (| RE aaa |: = = 2 ). (3) 


pe - 7 he | Le sin?ı = % = u i (3a) 


wo? €? 


2. Kompensator nach Ehringhaus (Winkel-Zeiss, Gottingen) 


Von den beiden in Subtraktionsstellung miteinander kombinierten Quarz- 
platten sei diejenige mit der optischen Achse parallel der Drehachse mit I, die- 
jenige mit der optischen Achse senkrecht zur Drehachse mit II bezeichnet. 

Für Platte I ergibt sich in prinzipiell analoger Weise zur soeben gegebenen 


Vo: — sin?? ; 
ctg yy = “sind » CRT be sini. 


in (2a) eingesetzt, folgt für den Gangunterschied von Platte I in Funktion des 
Neigungswinkels 7 Le, 
R, = d (Ve? — sin?i — Vm? — sin°i). 


q 
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Für Platte II erhält man auf analoge Weise 


Vo: — sin®?i t € Vo? sin?? 
ter, = I Vega MT 
es sini 2 872 o sin ? 


und, ebenfalls unter Berücksichtigung von (2a), 


© TIC TS aah wae 
a Vw? sin®i — Vw? sin?i). 
Om 


À aus, so erhält man in Übereinstimmung mit EHRINGHAUS!) 
he ila em: € FT CR 
R= a (Ve? — sin?i — © Vo? — sin?) : (4) iI 
Kona o | 
Dieser Ausdruck lässt sich auf die gleiche Form bringen wie (3): 


we (Yı- EIER j sin ik 4a)l 
\ €“ / 


ww“ 


Der Unterschied gegenüber (3) besteht, abgesehen vom verschiedenen Vorzei- 
chen der Wurzeln, wie es durch den verschiedenen optischen Charakter von 
Kalzit und Quarz bedingt ist, nur darin, dass einmal vor der Klammer e steht, 
das andere Mal w. 

Auch hier lässt sich eine allgemeine Schreibweise geben, bei welcher die 
oberen Zeichen für einen Kombinationsplatten-Kompensator mit optisch posi- 
tiven, die unteren für einen solchen mit optisch negativen gelten: 


/ Bern een, 
Re ce(+ /1- ae: /1- | (4b)| 


w? 


Da die in den Ausdriicken (3) bzw. (4) vor den Klammern stehenden Bre- 
chungsindizes fiir bestimmte A Konstanten darstellen, so ergibt sich die bemer-} 
kenswerte Tatsache, dass sich Basisplatten und Kombinationen aus achsen- 
parallelen Platten einachsiger Kristalle in Subtraktionsstellung in bezug aufff 
ihre Verwendung als Kompensatorplatten für Drehkompensatoren prinzipiell 
analog verhalten. 


C. Auswertung der Kompensatorfunktion 


Die abgeleiteten Kompensatorfunktionen sind zur Berechnung der Gang- 
unterschiede weder auf direktem noch auf logarithmischem Wege ohne weiteres 


1) Bei ExRrINGHAUS (1937, S. 318) stehen die beiden Glieder in der Klammer von (4) in umge- 
kehrter Reihenfolge und mit vertauschten Vorzeichen, was zum optisch-positiven Charakter des 


Quarzes in Widerspruch steht. In einer späteren Mitteilung (EnrınGHauvs, 1938) ist das Versehen} 
berichtigt. 
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\zeeignet. BEREK hat daher vorgeschlagen, die beiden Wurzeln nach dem bino- 
nischen Satze zu entwickeln und die Glieder gleicher Potenzen von sini zu- 


sammenzufassen. Dabei lässt sich ein Faktor 


C, = a = ea = ) (5) 


2 À wo” 
ausklammern, so dass sich À wie folgt ergibt 


: 5 Ne. : 1.73 1 : 
R=C,si 25/1 + — - SIN 27 — — ETS _,) sinti nl 
= ni (es a?) De ka = €? w? Le DES ner 5 


Jabei spielen die Glieder innerhalb der geschweiften Klammer, wie BEREK 
jeigen konnte, nur die Rolle von Korrektionsgliedern, für welche © und & als 
inabhängig von 4 angesehen werden können. C, kommt somit die Rolle einer 
ron À abhängigen Kompensationskonstante zu, und die Gangunterschiede 
geben sich zum Beispiel für D-Licht, wenn man wp = 1,6584 und ep = 1,4865 
insetzt, zu 


Rp = Cp Sin? (1 + 0,2040 sin? + 0,0627 sin41) = C, fl). (7) 


Bei bekannter Konstante C, lässt sich somit für jedes gemessene 7 das zuge- 
iôrige À berechnen. Eine tabellarische Zusammenstellung der Werte von j(i) 
»zw. log f(z) für Intervalle von 0,1° wird von der Herstellerfirma jedem Instru- 
ent beigegeben. Sie befindet sich auch bei BEREK (1924). Eine Neuberechnung 
ron log (1) auf vier Stellen gibt MosEBACH (1948, S. 527). Die Kompensatorkon- 
tante liesse sich nach (5) prinzipiell berechnen. Wegen der Schwierigkeit der 
renauen Dickenbestimmung des Kalzitplättchens ist jedoch die experimentelle 
3estimmung vorzuziehen. Für die Linien C, D, F und den konventionellen 
schwerpunkt des weissen Lichtes werden die Werte dem Instrument beige- 
‚eben. 

In ganz gleicher Weise lassen sich die Wurzeln der Ehringhausschen Kom- 
‚ensatorfunktion (4) entwickeln, wobei sich wegen des optisch positiven Cha- 
akters des Quarzes die Kompensatorkonstante zu 


fl 


= = | =i oc =) (8) 


rgibt. Setzt man die Brechungsindizes für Quarz ep — 1,5534 und mp = 1,5443 
in, so erhält man für die Gangunterschiede für D-Licht 


Ry = Cp sin2é (1 + 0,2084 sin? + 0,0652 sinti) . (9) 


die Kompensatorkonstante kann wie im Falle des Berek-Kompensators expe- 
imentell bestimmt werden. Da jedoch von der Herstellerfirma alle Kompen- 
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satoren der Normalausführung mit Quarzplatten von der gleichen Dick 
d — 1mm (Dicke der Kombination somit 2 mm) ausgerüstet werden, kann sil 
für beliebige À auch berechnet werden. Für die D-Linie ergibt sich so zur 
Beispiel | | 

Cy = 6,4633. 
Es liessen sich somit, wie oben angegeben, die Gangunterschiede aus den gemes | 
senen Winkeln 7 berechnen, wobei für den praktischen Gebrauch die Werte fiilf 
fi) bzw. logf{i) zu tabellieren wären. Da jedoch alle Kompensatoren de 
Normalausfiihrung Quarzplatten gleicher Dicke aufweisen, was infolge de 
ausgezeichneten schleiftechnischen Eigenschaften des Quarzes keine Schwig 
rigkeit macht, hat es die Herstellerfirma vorgezogen, ihren Instrumenten ein! 
Tabelle beizugeben, aus welcher die Gangunterschiede für Intervalle von 0, 
für die C-, D- und F-Linie direkt entnommen werden können. Für andere 
muss interpoliert werden, was linear geschehen darf. Dieses Vorgehen ist jedoc} 
für orientierende Messungen, im weissen Licht, wie sie bei petrographische! 
Untersuchungen oft vorkommen, sehr lästig. Für diesen Fall ist eine exper 
mentelle Bestimmung der Konstanten für weisses Licht bzw. deren Berechnun 
für dessen konventionellen Schwerpunkt 2 — 550 wu und die Auswertung m 
einer Funktionstabelle entschieden vorzuziehen. 
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Summary 


A simple derivation of the compensator formulas for the rotating compeil 
sators after BEREK and EHRINGHAUS is given and their virtual identity is ne 


Suggestions for the calculation of path differences from the measurements a 
made. | 


(Eingegangen: 27. Juni 1953.) 
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Messung des Hall-Effekts in Zylindern 
ohne äusseres Magnetfeld 


Von GEORG BuscH und RUDOLF JAGGr, Zürich!) 


1. Einleitung 


Im Anschluss an die Entwicklung einer ballistischen Methode zur Messung 
es Hall-Effektes mit induzierten Strömen?) wurden wir auf die Möglichkeit 
ufmerksam, den Hall-Effekt ohne äusseres Magnetfeld lediglich mit Hilfe des 
'rimärstromes allein zu messen’). Es wird davon Gebrauch gemacht, dass im 
nnern eines stromdurchflossenen Leiters das stets vorhandene Eigenmagnet- 
ld auf den Strom wirkt und so einen Hall-Effekt erzeugt. Diese Erscheinung 
rollen wir kurz «Eigen-Hall-Effekt» nennen. Besonders übersichtliche Verhält- 
isse bestehen in einem axial durchströmten Kreiszylinder, bei dem die 
agnetischen Kraftlinien konzentrische Kreise bilden. 


2. Prinzip des Eigen-Hall-Effekts 
a) Von Gleichstrom durchflossener V ollzylinder 


In einem gegen seinen Radius 7, bzw. Durchmesser d langen Vollzylinder 
er Permeabilität «= 1 fliesst in axialer Richtung ein Gleichstrom J der 
hichte 7,. An jedem Ort vom Radius 7 < 7, entsteht unter dem Einfluss des 
ingential gerichteten Eigenmagnetfeldes H, auf den Strom eine radiale elek- 
rische Hall-Feldstärke E, (Figur 1). Diese ist, ausgedrückt im Giorgi-System, 


ES, = Ko R de iu ’ (1) 


enn y, die Induktionskonstante und R die Hall-Konstante bedeuten. Letztere 
ird wie üblich als feldunabhangig vorausgesetzt. 
Das Eigenmagnetfeld des Stromes betragt 


HN = ir. (2) 
amit wird (1) ‘ 
Efn = = fr (3) 


| 1) Physikalisches Institut der ETH. 
| 2) G. Busch, R. Jaccı und P. Braunschweig, Helv. Phys. Acta 26, 392 (1953). 
3) W. van B. ROBERTS, Phys. Rev. 24, 532 (1924). 
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ra 


TE so | 
= =f Enid =— ee Iz Va: 4 
r=0 | 


Führt man den Strom / ein, so wird 


| pt nr 


5) 5 


Die Feldstärke im Zylindermantel ist nach (2) 


H,= I J (6 


STI CURE 


so dass man auch schreiben kann | 


Vos Ra 


Das Vorzeichen gibt an, dass bei Stoffen mit positiv 
Hall-Konstante (anomaler Hall-Effekt) der Zylinde 
mantel negativ wird. 
Eine Abschätzung soll die Grössenordnung d 
Eigen-Hall-Effektes zeigen: Mit 
| d=01em, J=10A, R=-1% 
Fig. 1 
Prinzip des 
Eigen-Hall-Effekts. 


berechnet sich eine Feldstarke 


und eine Hall-Spannung 
Pod Ten 


die sich mit den bei anderen Methoden erreichbaren Werten durchaus vergle} 
chen lässt. Demgegenüber bleibt im allgemeinen die Widerstandsänderuni} 
durch das Eigenmagnetfeld unmessbar klein. | 


b) Wechselstrom als Primärstrom | 
| 


Gemäss Gleichung (5) ist die Eigen-Hall-Spannung V proportional dea 
Quadrat des Stromes / und daher unabhängig von der Stromrichtung. Fliess 
durch die Probe der Wechselstrom 


Tie) emo 


so bleibt bei einer niedrigen Frequenz » bzw. Kreisfrequenz « der Skineffel 
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rernachlässigbar (vgl. Abschnitt 4b), und (5) liefert 


Ho R Ie er) 
ve An 2 SiN? te 
(der, umgeformt, 
In Holt Joy à 
Vi) = — ar (1 — cos2 wt). (8) 


-s entsteht eine Hall-Gleichspannung, die mit einer Hall-Wechselspannung 
erselben Amplitude und der doppelten Primärfrequenz überlagert ist. Bei 


jelben Grösse wie die Eigen-Hall-Spannung bei einem Gleichstrom /. 


c) Stromdurchflossener Hohlzylinder 


Das Eigenmagnetfeld in einem Hohlzylinder vom Innenradius 7; beträgt 


Bigs ee (9) 
Yamit liefert eine a) entsprechende Rechnung eine Eigen-Hall-Spannung zwi- 
chen dem Innen- und Aussenmantel des Zylinders 


Ne NZ Vi 
pp RE TT (a) +20) mn (10) 


4 7° We E 7 ( 2 Ke 
Va 


it 7, = 0 ergibt sich selbstverständlich Gleichung (5) für den Vollzylinder. Bei 
achsendem r,/r, nimmt Vy ab; geht r,/r, gegen 1, so nähert sich die Eigen- 
lall-Spannung dem Wert 

a un RN: (11) 


2 wu? re 


Vs = — 


3. Messmethode 
a) Anordnung der Hall-Elektroden 


Die Eigen-Hall-Spannung muss bei einem Vollzylinder zwischen der Ober- 
iche und der Achse, bei einem Hohlzylinder zwischen dem Aussen- und 
fnenmantel abgegriffen werden. Diese Flächen sind zwar bezüglich der Eigen- 
fall-Spannung Äquipotentialflächen, und die Hall-Elektroden könnten an be- 
‘bigen Stellen angebracht werden. Damit aber der zum Primärstrom / pro- 
brtionale Spannungsabfall längs der Probe nicht aufgenommen wird, müssten 
le innere und die äussere Hall-Sonde in derselben zur Achse senkrechten 
bene liegen. Das ist schwer zu realisieren, und es empfiehlt sich, auf die in 
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Figur 2 angegebene Weise mit einem gegen den Probenwiderstand hochohmiger] 
Potentiometer P einen Punkt festzulegen, der auf dem gleichen Primarpoten 
tial wie die innere Hall-Sonde S, ist. 


Fig. 2 


Schema der Messanordnung. 


Die Einstellung dieses sogenannten «isoelektrischen Punktes» gelingt be 
Anwendung von Wechselstrom unter normalen Arbeitsbedingungen besondeï} 
einfach: Da neben einer Hall-Gleichspannung eine Hall-Wechselspannung dd 
Frequenz 2 » entsteht, ist das Potentiometer so abzugleichen, dass im Messkrel 
keine Spannung der Primärfrequenz » auftritt. 

Die innere Hall-Sonde könnte bei einem Vollzylinder in einer radialen odd 
axialen Bohrung angebracht werden, was jedoch die homogene Stromverteilur 
stören würde. Zweckmässig sind Hohlzylinder, bei denen die Anordnung va 
S; keine Schwierigkeiten bereitet. | 

Figur 2 zeigt das Prinzip der Messmethode. Das Instrument V dient zur Bf | 
stimmung der Hall-Spannungen möglichst in Verbindung mit einem Kompen 
sationsapparat K, A ist ein Amperemeter zur Messung des Primärstromes | 
B bezeichnet ein Temperaturbad. | 


b) Verwendung von Wechselstrom 


Die Verwendung von Wechselstrom als Primärstrom bietet mancherlei Vol 
teile: An den Stromzuführungen entsteht kein Peltier-Effekt, der isoelektriscll 
Punkt ist bequem einzustellen; sodann bestehen zur Untersuchung des Eigeif 
Hall-Effekts nach Abschnitt 2b zwei Möglichkeiten: 
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Einerseits kann man die auftretende Hall-Gleichspannung zur Anzeige brin- 
en, beispielsweise mit Hilfe eines langsam schwingenden Galvanometers. So 
jisst sich ohne Eichsubstanzen das Vorzeichen des Hall-Effekts schnell und 
cher wie bei sonst keiner Wechselstrommethode festlegen. 

Anderseits ist es für eine genaue Messung vorteilhafter, die Hall-Wechsel- 
lbannung der Frequenz 2 » zu bestimmen, etwa mittels Vibrationsgalvanometer 
jder elektronischer Verstärker. Eventuelle Störspannungen der Frequenz » 
(önnen ausgefiltert oder kompensiert werden; insbesondere gelingt es, störende 
Irleichspannungen, zum Beispiel thermoelektrischen Ursprungs, vollständig zu 
|iminieren. 

c) Anwendung eines Temperaturbades 


Zur Ableitung der vom Primärstrom entwickelten Jouleschen Wärme und 
ır Vermeidung der durch den Ettingshausen-Effekt bewirkten Temperatur- 
| ifferenzen, die bei verschiedenem Material von Probe und Sonden zu Thermo- 
räften führen, bringt man die Probe in ein Temperaturbad, das hier genügend 
iross gewählt und intensiv durchgerührt werden kann. 
Am besten verwendet man Substanzen in Form von Hohlzylindern, bei 
ienen die Badflüssigkeit auch an der Innenseite und der dort angebrachten 
(all-Sonde S, vorbeiströmt. Eine Kontrolle, ob eine unzulässige Erwärmung 
urch den Primärstrom auftritt, ist durch Widerstandsmessung möglich, wobei 
ie Elektroden S, und S, als Potentialdrähte dienen. 


4. Besonderheiten des Eigen-Hall-Effekts 


Die auch bei jeder anderen Methode infolge Joulescher Wärme, Ettings- 
fausen-Effekt, Peltier-Effekt und sonstiger thermoelektrischer Ursachen mög- 
Ichen Störungen werden durch die im 3. Abschnitt erwähnten Massnahmen 
lit Sicherheit vermieden. Im weiteren soll noch gezeigt werden, dass die von 
len bekannten Verfahren abweichende Erzeugung des Hall-Effekts durch das 
\umlich und eventuell zeitlich variable Eigenmagnetfeld zu keinen Fehlern 
inlass gibt. 


a) Inhomogenitat des Magnetfeldes 


| Im Gegensatz zu dem homogenen Magnetfeld der konventionellen Methode 
t das den Eigen-Hall-Effekt hervorrufende Magnetfeld inhomogen. Daher 
luss untersucht werden, welchen Einfluss das magnetische Moment der La- 


ngsträger ausübt. 
Die Kraft K auf einen magnetischen Dipol vom Moment m im inhomogenen 


fagnetfeld H betragt allgemein 
K=(mV)H. (12) 
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Zum Zwecke einer groben Abschätzung betrachten wir in unserem Zylinder 
n Ladungstrager pro Kubikzentimeter der Ladung e mit dem mittleren ma: 
gnetischen Moment mz, parallel H,. Gemäss (12) wirkt auf die Volumeinheit, | 
eine Kraft in radialer Richtung 

OH, 
or 


K,=nm; (1338 
Nun führen wir die Magnetisierung M, ein. Diese ist das magnetische Moment 


pro Volumeinheit | 
M; =m, , (1448 


oder mit der Ladungsträger-Suszeptibilität y, ausgedrückt 
M, = by % À, - (15) if 


Aus (13) folgt mit (14) und (15) 


; 0H, 

K, = wxı À, tae (164 
Durch die Kraft X, erfahren die Ladungsträger eine radiale Ablenkung, wodurch 
eine elektrische Feldstärke Ej}, entsteht. Da in radialer Richtung kein Strom 
fliessen soll, muss Gleichgewicht bestehen zwischen der magnetischen Kraft 
K, und der elektrischen Kraft neE}: 


0H, , 
HAE + Web = 0: 


Daraus bestimmt sich eine elektrische Feldstärke 


E/(r) Wu Ho Ey H P (17M 


ne P OY 


und eine Spannung zwischen der Achse und dem Mantel eines Vollzylinders| 


ne 
Hy 
da H, nur von 7 abhängt. Beim Hohlzylinder ist für 7 = 7; gleichfalls H, = @ 
nt ergibt sich beim Voll- wie beim Hohlzylinder zwischen den Hall- Sonde 
eine Spannung | 
’ 1 2 
V’=-—. DA m (18) 


2 ne az 


fe dy — Hote [ian 


Diese Störspannung ist ebenso wie die Eigen-Hall-Spannung zu H2 und damit 


Tol. IV, 1953 Messung des Hall-Effekts in Zylindern ohne äusseres Magnetfeld 431 


\u J? proportional. Vergleicht man jedoch (7) und (18) miteinander, indem man 
verücksichtigt, dass die Hall-Konstante im wesentlichen 


Re 


ve 


(19) 


st, so wird das Verhältnis 
[V"| 1 
Wh 2 ze - 


sewöhnlich bleibt also die von der Inhomogenität des Eigen-Magnetfeldes her- 
jührende Spannung V’ grössenordnungsmässig mehr als 105-mal kleiner als 
je Eigen-Hall-Spannung V und verschwindet damit dieser gegenüber. 


b) Inhomogene Stromverteilung (Skineffekt) 


Bisher wurde stillschweigend angenommen, dass der Primärstrom J nur in 
Ixialer Richtung fliesst und seine Dichte 7, über den ganzen Querschnitt kon- 
tant ist. Abgesehen von Randstörungen ist dies in genügend langen Zylindern 
us homogenem Material in einiger Entfernung von den Stromzuführungen 
cher erfüllt, wenn Gleichstrom verwendet wird. 

Bei Wechselstrom tritt der Skineffekt auf. Die Tiefe, in der die Stromdichte 
juf den e-ten Teil ihres Oberflächenwertes abgenommen hat, die Eindringtiefe, 


6 = ———, (20) 
ro o die elektrische Leitfähigkeit bedeutet. 
Für die Frequenz y = 50 Hz ist bei Zimmertemperatur 
in Kupfer mit 5e, = 0588-10 01m” do, = 0,93 cm, 
i Wismut mut Ge, = 0,855 104 2 cm 1 99; = 7,70 cm. 


Bleibt die Eindringtiefe gross gegen den Probenradius, was bei unseren Ver- 
ıchen der Fall ist, so verteilt sich die Stromdichte praktisch gleichmässig über 
2n Querschnitt, und der Skineffekt braucht nicht berücksichtigt zu werden. 


5. Messungen an Wismut 


Zur experimentellen Überprüfung erfolgten Messungen an Hohlzylindern 
a= 0,4 cm, 7; = 0,25 cm) aus polykristallinem 99,97prozentigem Wismut in 
nem Petroleumbad sowie in flüssigem Stickstoff. Der Strom wurde dem 
)-Hz-Netz über einen Reguliertransformator entnommen. Wir bestimmten 
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die Hall-Gleichspannungen aus den Anschlägen eines Gleichstromgalvandı | 
meters, das auf Wechselströme von 50 Hz noch deutlich, auf solche von 100 a | 
fast nicht ansprach. Der isoelektrische Punkt wurde mit dem Potentiometer A 
so eingestellt, dass die Vibrationen des Galvanometers minimal wurden. 


100 


60 
2 
i 60 
40 
20 
0 
JOUA 
Fig. 3 


Eigen-Hall-Spannung V in Funktion von J?};; für polykristallines Wismut. 


In Figur 3 sind die aus mehreren Ablesungen gemittelten Eigen-Hall-Span 
nungen V über J? aufgetragen. In Bestätigung unserer Rechnungen ergebe 
sich durch den Urspiung des Koordinatensystems gehende Geraden, derer 
Auswertung folgende Hall-Konstanten liefert: | 


für T = 200°K, Re 


fr TI JR Ree = 
AS 


Diese Resultate stehen in Übereinstimmung mit den älteren auf H =¢ 
extrapolierten Messwerten von E. VAN EVERDINGEN!), H. KAMERLINGH ONNE 
und B. BECKMAN?) sowie C. W. HEAPS?). | 

Unsere Darlegungen zeigen, dass die ungestörte Messung des Hall-Effekt} 
ohne äusseres Magnetfeld möglich ist. Die beschriebene Methode bietet beson! 
ders bei extremen Temperaturen manche Vorteile. 


1) E. van EVERDINGEN, Comm. Leiden 53 (1899); 8 (1900). 
2) H. KAMERLINGH ONNES und B. BECKMAN, us Leiden 129 (1912); 132 (19192). 
3) C. W. Heaps, Phys. Rev. 29, 332 (1927); 30, 61 (1927). 
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Zusammenfassung 


In einem Voll- oder Hohlzylinder entsteht durch das Eigenmagnetfeld des 
lurchfliessenden Stromes ein Hall-Effekt. Eine einfache W echselstrommethode 
rlaubt die fehlerfreie Bestimmung der auftretenden Hall-Gleich- bzw. -Wechsel- 


‚pannung, was Messungen an polykristallinem Wismut bei 77°K und 290°K 
nestätigen. 


Summary 


A current flowing through a cylindrical conductor gives rise to a Hall-effect 
lue to its own magnetic field. A simple method for measuring the direct current 
ind alternating current Hall-voltages is described. st of measurements 
jonsistent with conventional determinations of Hall-coefficients are given for 
»olycrystallin samples of bismuth at temperatures of 77°K and 290°K. 


Eingegangen: 6. September 1953.) 


Ein Gerät zur graphischen Bestimmung der 
Fermi-Grenzenergie in Halbleitern 


Von EMANUEL MOOSER, Zürich!) 


1. Einleitung 


Um die Ladungsträgerkonzentrationen in einem Halbleiter numerisch zu 
vestimmen, ist es notwendig, die Lage der Fermi-Grenzenergie ¢ zu kennen. 
aher ist man bei der Interpretation von Messungen an Halbleitern immer 
vieder gezwungen, für eine vorgegebene Bänderstruktur den Temperaturver- 
uf der Fermi-Grenze zu ermitteln. Man benützt dazu eine zwischen den 
Ladungsträgerkonzentrationen bestehende Beziehung, welche zum Ausdruck 
‚ringt, dass die Gesamtladung eines Halbleiters im Gleichgewicht verschwindet. 
Aus dieser sogenannten «Neutralitätsbedingung» ergibt sich die Fermi-Grenz- 
nergie als Funktion der die Bänderstruktur charakterisierenden Grössen — 
vir nennen sie im folgenden Halbleiterparameter - und der Temperatur. Die Neu- 
ralitatsbedingung lässt sich jedoch im allgemeinen nicht geschlossen nach ¢ 
‚uflösen, und man ist zu dessen Ermittlung auf graphische Methoden angewiesen. 

Es hat nicht an Versuchen gefehlt, £ graphisch zu bestimmen. Wir erwähnen 
ie Arbeiten von LEHOVEC und KEDESDY?) und von LANDSBERG, MACKAY und 
M{cRoONALD3), in denen jedoch nur die Ermittlung von £ in Störhalbleitern dis- 
tutiert wird. SHOCKLEY‘) gibt eine Methode an, die sowohl für Stör- als auch 
ür Eigenhalbleiter verwendet werden kann. Sie vernachlässigt aber Entar- 


1) Physikalisches Institut der ETH. 

2) K. Lenovec und H. Kepespy, J. appl. Phys. 22, 65 (1951). 
3) P. T. LANDSBERG, R. W. Mackay und A. D. McRonarp, Proc. Phys. Soc. 64, 476 (1951). 
4) W. SHocKLEY, Electrons and Holes in Semiconductors (Van Nostrand Co., New York 1950). 
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bunden, rer sie doch für jede Anderung eines der Halbleiterparamed@ll 
oder der Temperatur eine neue graphische Darstellung. | 

Das hier zu beschreibende Gerät lehnt sich stark an die Shockleyschd 
Methode an. Es gestattet indessen die Entartung der Ladungsträgergase in 
Valenz- und Leitungsband sowie in den Störniveaus zu berücksichtigen. Über! 
dies schränkt es die zeichnerische Arbeit auf ein Minimum ein und stellt damif 
ein praktisches Hilfsmittel in der Hand des an Halbleitern interessierter] 
Forschers dar. 


2. Theoretische Grundlagen | 


Wir setzen im folgenden voraus, dass die Eigenwertdichten in der Nähe der 
Ränder von Valenz- und Leitungsband eines Halbleiters proportional der Eigen} 
wertdichte freier Elektronen seien. In diesem Falle genügt es zur Kennzeich} 
nung der Eigenwertdichten, die Freiheitszahlen der Löcher und Elektronen ir] 
ihren respektiven Bändern anzugeben, und die Bänderstruktur eines sowohl} 
Akzeptoren als auch Donatoren enthaltenden Halbleiters ist eindeutig bestimmi 
durch folgende Grössen: 


Ey = oberer Rand des Valenzbandes, 

unterer Rand des Leitungsbandes, 

— Freiheitszahl der Löcher ım Valenzband, 

fn  Freiheitszahl der Elektronen im Leitungsband, 

E 4,— Energie des k-ten Akzeptorniveaus, 

Ep,= Energie des :-ten Donatorniveaus, 

N,,= Anzahl Akzeptoren k-ter Art pro Kubikzentimeter 


Ay 
Np, = Anzahl Donatoren :-ter Art pro Kubikzentimeter. 


= 
ol 
| ll 


3 


Verteilt man die Ladungsträger entsprechend der Fermi-Statistik auf das 
durch obige Halbleiterparameter gegebene Eigenwertspektrum, so findet mar 
für die Konzentration 1, der Löcher im Valenzband: 


+e Fe Gee ea jan az a 


und für die Konzentration », der Elektronen im Leitungsband: 


4 2ZumkT \3/2 1 g= 18 | 
Wo Un D ae Cr). fi 


Die Funktion F stellt dabei das bekannte, von McDouGALL und STONER!! 
tabellierte Fermi-Integral 


x1/2 


0 


1) J. McDoucarı und E. C. Stoner, Phil. Trans. Roy. Soc. [A] 237, 67 (1939). 
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lar. Im übrigen bedeuten m die Elektronenmasse, h das Plancksche Wirkungs- 
jjuantum, À die Boltzmannsche Konstante und T die Temperatur. 
Die Zahl »,, der im k-ten Akzeptorniveau enthaltenen Löcher ergibt sich zu: 


J 1 re 5 = Er = 
N 4), = Die 1 exp Er: 3 (3) 
ind die Zahl mp, der mit Elektronen besetzten Donatoren i-ter Art wird: 
So En A 3 
Nn, = Np, (1 + exp | (4) 


pm Gleichgewicht stellt sich die Fermi-Grenze £ so ein, dass die Zahlen der über 
flas betrachtete Eigenwertspektrum verteilten positiven und negativen Ladun- 
sen einander gleich sind. Zwischen den Konzentrationen n,, n,, Naw ND» Na, 
mnd Np, besteht daher folgende Beziehung: 


Ny + ay) (Np, — %p,) = Mn + pa (Ny Hr). (5) 
î R 
Zur graphischen Bestimmung des Gleichgewichtswertes der Fermi-Grenzener- 
‚le genügt es, die rechte und die linke Seite der Neutralitätsbedingung (5) über 
lem vorübergehend als unabhängige Veränderliche betrachteten £ aufzutragen. 
im Schnittpunkt der beiden so erhaltenen Kurven ist die Neutralitätsbedingung 
irfüllt: das zugehörige Z stellt den gesuchten Gleichgewichtswert dar. 

Es ist äusserst unbequem, £ in dieser Weise zu ermitteln, da zu jedem spe- 
iellen Banderschema und zu jeder Temperatur eine neue Zeichnung angefertigt 
jverden muss. Nun ist aber der funktionelle Zusammenhang zwischen den La- 
lungsträgerkonzentrationen (1) bis (4) einerseits und den Halbleiterparametern, 
er Temperatur und der Fermi-Energie andererseits derart, dass die Logarith- 
nen der Konzentrationen (1) bis (4), aufgetragen über C/kT, Kurven universeller 
Norm sind. Jede Änderung eines der Halbleiterparameter oder der Temperatur 
lewirkt lediglich eine Translation der Kurven gegeneinander. Bevor wir diese 
latsache ausnützen, um die Neutralitätsbedingungen in ihrer allgemeinsten 
Form (5) graphisch nach € aufzulösen, wollen wir sie zur ¢-Bestimmung in 
lichtentarteten Eigenhalbleitern verwenden. Dann werden wir eine mögliche 
Entartung der Ladungsträgergase in Valenz- und Leitungsband berücksichtigen, 
m zum Schluss den Einfluss von Störniveaus auf die Lage von ¢ zu diskutieren. 


3. Der nichtentartete Eigenhalbleiter 
Für einen Eigenhalbleiter lautet die Neutralitätsbedingung: 
Ne = tr (5a) 


Ja die beiden Konzentrationen #, und #, nur von den vier Parametern Ey, 


436 EMANUEL MOOSER k ZAM) 


E,, f, und f, abhängen, wird in diesem Falle die Bestimmung der Fermi-Grenze 
als Funktion der Halbleiterparameter und der Temperatur stark vereinfacht 
Überdies lassen sich n, und n, bei vorausgesetzter Nichtentartung naherungs) 
weise wie folgt sneer 


2amkT 1 Br | 
Et sen ee 2 
Ny = 2 i is AP exp — pp (a 
und 
2nmkT\32 1 CET. 
na | pe SP ser © (Zar 


Mit diesen Näherungen kann (5a) explizit nach & aufgelöst werden. Man findet) 


de Enke LE nn n (2), 


und es ergibt sich somit für den nichtentarteten Eigenhalbleiter die Möglichl 
keit, die graphisch ermittelten ¢-Werte mit den berechneten zu vergleiche 

Um nun zur graphischen Bestimmung des Gleichgewichtswertes der Fermi 
Energie überzugehen, logarithmieren wir zunächst die Konzentrationen #, un 
n,. Aus (1a) und (2a) folgt: 


logn, = 2 log Ee (= a m )| — — = log fy 4 ( aoe Fr) loge ( 


und 


| w 


log#, = — log ke ( 2 3 ons )| > logf„ + (+ — Ex) loge. 


oe 


Daraus erkennt man, dass die Logarithmen logn, und logn,, aufgetragen übe 
C/kT, für jede fest vorgegebene Temperatur Geraden sind, deren Steilheite 
unabhängig von den Halbleiterparametern —loge und +loge betragen. Di: 
Ordinatenachsenabschnitte der Geraden ergeben sich zu: | 


: log [2 | an T || = = log f, + 2 loge (a 


t 


und 


ies) 


D! 


log [2 (= ea ae = )| 5 logf, a loge. (14 


Jetzt spannen wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem auf, über dessen! 
Abszissenachse für verschiedene Temperaturen 7,, T,, Ty, ... Funktionsleiters 
x — C/k T; (1 = 1, 2, 3,...) und auf dessen Ordinatenachse die logarithmisch: 
Leiter y = log # aufgetragen sind. Stellt man in diesem Koordinatensystem # 
und n, als Funktionen von £ für die Temperaturen T, graphisch dar, so erhäl 
man nach dem oben Gesagten zwei Scharen paralleler Geraden. | 
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In Figur 1 sind zwei solche Geradenscharen fiir einen Halbleiter mit den 
Parameterwerten 
Er == hp “US eV) = I = 1 


ZI, 


05-09 -03 92-01 0 01 02 G3 OF 08 


4 ty 7 


& Fran ide £ 


En v 5 Fae eS, 
ts 


Fig. 1 


Ingezeichnet. Für die Temperaturen 7, wurden dabei die Werte 


T= 1000" KR, = SIR, 7, = 000K md 7,= 400 KE 


agenommen. 
} Zur Anordnung der Funktionsleitern x = C/AT; in Figur 1 sei folgendes 
lemerkt: Die Abstände der zu den verschiedenen Temperaturen T; gehörigen 
eitern von einem festen Punkt P aus wurden so gewählt, dass sie proportional 
{1 1/T, sind. Dadurch kommen gleiche ¢-Werte der verschiedenen Leitern auf 
eraden durch den Punkt P zu liegen, die Funktionsleitern lassen sich leicht 
\berblicken, und ¢ kann bequem abgelesen werden. 


j 1) Im folgenden werden wir stets EL = —Ey setzen und damit den Nullpunkt der Energie in 
le Mitte zwischen Valenz- und Leitungsband legen. 


| 
| 
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In jedem der Schnittpunkte X, in Figur 1 ist: 


Ny(0) |r, = MnlC)| 7; - 


Das zu einem solchen Punkt gehörige, auf der Leiter x = ¢/kT, me 
stellt somit den gesuchten Gleichgewichtswert der Fermi-Grenze fiir die Te 
peratur T, dar. In dem in Figur 1 dargestellten Beispiel sind die Gleichgewichts 
werte von £ alle gleich Null, das heisst, es liegt für alle Temperaturen in 1 
Mitte des verbotenen Energiegebietes zwischen Valenzband und Leitungsban 
Das rührt nach (6) davon her, dass hier f, = f„ ist. 
Auf der Leiter y = logn lassen sich die den Temperaturen 7, entsprechendes 
Gleichgewichtskonzentrationen #, — , als Ordinaten der Punkte X, ablese 
Für das folgende ist es bequemer, die beiden Geradenscharen 7,(¢)|7, ii 
n„(£)|r, durch ein einziges Geradenpaar darzustellen (in Figur 1 stark ausge! 
zogen). Um trotzdem die zu verschiedenen Temperaturen gehörigen Ladungs 
trägerkonzentrationen auf der y-Leiter ablesen zu können, gehen wir wie folg 
vor: Auf dem linken Rand des die Geraden n,(£) und #,(£) enthaltenden Blatte 
tragen wir von einem beliebigen Nullpunkt aus die Ordinatenachsenabschnitt} 
(9) oder (10) von oben nach unten ab, und zwar für 


Er = = By = 015. €V; eS fa = 1 


und für die Temperaturen 
1, = 1000°K, = 800" KR Be KR und: 77 INTER 


Die Endpunkte dieser Strecken beziffern wir mit den zugehôrigen Temperd 
turen 7, und erhalten so eine Funktionsleiter y’ = f(T). Nun legen wir eine 
die Leiter y = log n tragenden Streifen so an die y’-Leiter, dass der zu 1000° 
gehörige #-Wert auf die Höhe des Schnittpunktes X, zu liegen kommt. In diesd 
Lage bringen wir auf dem y-Streifen gegenüber dem Teilstrich 1000°K dd 
y'-Leiter eine Marke M an (Figur 1). Verschieben wir jetzt den y-Streifen J 
lange, bis M auf dem Teilstrich T, der y’-Leiter steht, so lässt sich der der Te 
peratur 1; entsprechende n-Wert gegenüber dem Schnittpunkt X, auf dd 
y-Skala ablesen. 

Das Gerät, wie es bis dahin beschrieben wurde, erlaubt nur, die Ferm! 
Grenze und die Ladungsträgerkonzentrationen eines ganz speziellen Eigenhalli 
leiters mit den Parameterwerten | 


E,=-E,=-05eV und un un 1 | 
zu bestimmen. Mit einer kleinen Ergänzung lassen sich damit aber Ny Ne | 
¢ auch für Eigenhalbleiter ermitteln, deren Bandrander E, und Ey beliebig! 
andere Werte besitzen. Nach (7) und (8) sind nur die y-Achsenabschnitte dd 
Geraden 7,(¢) und ,,(¢) von Ey und E, abhängig. Wir können daher folgende: 
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nassen zu andern Bandrandenergien übergehen: Neben der schon in Figur 1 
jingezeichneten, dem Werte E, = —Ey = 0,5 eV entsprechenden v’-Leiter 
ragen wir für verschiedene andere Werte von EL = —E y weitere solche Leitern 


uf (Figur 2). Wenn wir jetzt die zum Zeiger ausgezogene Marke M zum Bei- 


10710 1 1010 
ee 10° 10 1 PE 
iP 


<— ue 
400 
COCHE SSL IE TINTIN IONUZ ae OY OF 
E am 
| rae Le Ms 
Fig; 2 


Miel über den Teilstrich 800°K der zu E; = —Ey — 0,3 eV gehörigen y’-Leiter 
leben (Figur 2), so lesen wir als Ordinate des Punktes X auf der Skala 
= log x die Konzentrationen 


yy i, = OMe cm 


aes Halbleiters mit der Aktivierungsenergie 


Ab =i fp = O00eV und uit. 7, =f, = 1 


| 


die Temperatur T = 800°K ab. Wegen /, = f„ liegt & auch hier in der Mitte 
vischen Valenz- und Leitungsband. 
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Zum Schlusse des Abschnittes über nichtentartete Eigenhalbleiter wolle! 
wir das Auftreten beliebiger Freiheitszahlen zulassen. Die Logarithmen de 
Freiheitszahlen gehen als additive Glieder in die Ordinatenachsenabschnitte (4 
und (10) ein. Variieren wir /, und /,, so verschieben sich daher die Gerade 
n,(£) und n„(£) parallel zu sich selbst nach oben oder nach unten. Da jetzt i 
ten fn +f» ist, sind die Verschiebungen der beiden Geraden verschid 
den voneinander, und man erkennt, dass Ordinate und Abszisse des Schnit 
punktes X Funktionen von f, und f, sind. (Vergleiche dazu Figur 2. Die beide! 
schwach ausgezogenen Geraden, welche sich im Punkte X’ schneiden, unte 
scheiden sich nur durch ihre Freiheitszahlen /, = 10”? und /, = 10 von def 
stark ausgezogenen Geraden, für die f, = f, = 1 ist.) 

Um trotzdem das stark ausgezogene Geradenkreuz in Figur 2 beibehalt | 
zu können, das heisst um X’ in X zurückzuführen, müssen wir sowohl die y- a 
auch die x-Leitern verschiebbar anordnen. Dabei ist zu beachten, dass jetzt d 
Verschiebung der y-Leiter in zwei Komponenten zerfällt: eine mit Temperatı 
und Bandrandenergie variierende und eine von den Freiheitszahlen abhängig 
Während die Translation der y-Leiter mit Temperatur und Bandrandenerg 
in der oben beschriebenen Weise an den y’-Leitern eingestellt werden kan 
berücksichtigen wir die freiheitszahlenabhängige Verschiebung dadurch, da 
wir die Marke M beweglich am y-Streifen anbringen (Figur 2). 

Um ein Mass zu haben dafür, wie weit sich bei einer Variation von f, und 
die Marke M gegenüber dem y-Streifen verschiebt, zeichnen wir auf diese 
eine Leiter y” = —(3/4) log fy! ) und ihr gegenüber auf dem die Marke M tr 
genden Streifen eine Leiter y” = (3/4) logf,. Wir wählen dabei die Nullpunk 
der beiden Leitern so, dass sie für /, = f„ = 1 zusammenfallen. 

Die Verschiebung der x-Leitern als Funktion der Freiheitszahlen messe 
wir an zwei Leitern 

‚ 37 dog), 7 3 log ht, 


“= ——-— =" und «= ——.—=]t 
4 loge to loge; 


die einander gegenüberliegend auf dem x-Streifen bzw. dem Grundblatt au 
getragen sind und deren Nullpunkte für f, = f, = 1 ebenfalls zusammenfalle 

Jetzt stellen wir den Teilstrich f, = 10-? der x’- bzw. y’-Skala auf de 
Teilstrich f, = 10 der x”’- bzw. y”-Skala. In dieser Lage fixieren wir die x-Leit! 
am Grundblatt und die Marke M am y-Streifen. Schliesslich verschieben w 


den y-Streifen zusammen mit der Marke M so lange, bis diese auf dem Te} 


strich 800°K der zu E, = —Ey = 0,3 eV gehörigen y’-Leiter steht (Figur 
Die Koordinaten 


Ny = N, = 8,0 - 1018 cm und £ —=0,36eV 


1) Der Faktor 3/4 tritt deshalb auf, weil sich bei einer Translation zum Beispiel der Geradl 
n ls >) um —(3/2) log/,, der Schnittpunkt Y nur um —(3/4) logf, verschiebt. 
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es Schnittpunktes X1) in Figur 3 stellen dann die Ladungsträgerkonzentra- 


onen bzw. die Fermi- Grenzenergie eines nichtentarteten Eigenhalbleiters mit 
en Parametern 


EL By =03 eV, 7,= 102 und £,= 10 


PE LYE SI AYE Sh A ME PE WE WE RER 
5 id 
Sev 


1 einer Temperatur T = 800°K dar. (Vergleiche auch Figur 2. Dort hat der 
inkt X’ diese Koordinaten.) Die Fermi-Grenze liegt hier, wie es (6) mit /, + fn 
rlangt, nicht mehr in der Mitte zwischen Valenz- und Leitungsband. Im 
rigen beachte man, dass sich ¢ aus Figur 3 sofort für jede Temperatur 7, auf 
r zugehörigen Leiter x = Z/R T; herauslesen lässt, weil die Abszisse von X 
mperaturunabhängig ist. 


1) Wie unten gezeigt wird, ist die Neutralitätsbedingung bei berücksichtigter Entartung im 
nkte X, der Figur 3 erfüllt. 
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4. Der entartete Eigenhalbleiter 


Die im letzten Abschnitt für die Ladungsträgerkonzentrationen verwendeten 
Näherungen (la) und (2a) sind nur gültig, solange 


CE, eal bam Le, er 


Ist eine dieser Bedingungen nicht erfüllt, liegt ¢ insbesondere in einem de! 
beiden Bänder, so berechnet sich die Ladungsträgerkonzentration des betrefi 


fenden Bandes nach (1) bzw. (2). Mit den McDougall-Stonerschen Werten det 


m =2[ zu) 7% Exp = 
In 


bank] ét pf FA 
PRY 5 Far 


Fig. 4 


Fermi-Integrals F können wir zum Beispiel #,, als Funktion von ¢ in dem obe!/ 
eingeführten Koordinatensystem graphisch darstellen und erhalten den 1 
Figur 4 wiedergegebenen Kurvenverlauf. Man erkennt, dass sich die Kur 
n,(C) für € < Ex — kT tatsächlich asymptotisch der Geraden (2a) nähert un} 
grosse Abweichungen (Entartung) erst oberhalb £ = E; auftreten. | 

In dem von uns gewählten Koordinatensystem stellt »,(£) eine Kurve fest 
Form dar: jede Änderung der Parameter E, und f„ sowie der Temperat 
bewirkt lediglich eine Translation der Kurve, ihre Form aber bleibt erhalterif 
Wir können daher vom «Entartungsbogen» eine Schablone herstellen (i 
Figur 4 schraffiert eingezeichnet) und müssen nur noch seine Lage als Funktiov 
der Halbleiterparameter und der Temperatur bestimmen. Dazu zeichnen wi} 
die Asymptote des Entartungsbogens in der Schablone ein und markiere 
darauf den Punkt R, für den € = EF, ist!). Wenn wir jetzt auf der Gerade!} 
n„(&) des Grundblattes unseres Gerätes den Punkt £ = E; ebenfalls markieren | 
so können wir die Schablone sofort in der richtigen Lage anlegen und den Entf 
artungsbogen einzeichnen (Figur 3). 


1) In diesem Punkt ist das Verhältnis von nichtentarteter zu entarteter Elektronenkonze: 
tration konstant und unabhängig von Temperatur und Halbleiterparameter. 
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Die Abweichung der Löcherkonzentration n, von der im Grundblatt ein- 
ragenen Geraden (la) bei eintretender Entartung lässt sich mit derselben 
hablone zeichnen. Wir müssen einfach die Asymptote der umgeklappten 
hablone so auf die Gerade (La) legen, dass der Punkt R mit dem Punkt C=Ey 
sammenfällt. 

In Figur 3 sind die Punkte X und X, eingezeichnet, in denen die Neutrali- 
sbedingung eines Eigenhalbleiters bei vernachlässigter (X) bzw. berücksich- 
ter (X,) Entartung erfüllt ist. Da £ im Leitungsband liegt, ist einerseits die 
tartung des Elektronengases schon ziemlich weit fortgeschritten, anderer- 
ts aber gilt sicher € > Ey, + RT, das heisst das Löchergas im Valenzband ist 
ht entartet. In der Tat erkennt man in Figur 3, dass der Entartungsbogen 
r Löcherkonzentration so weit vom Schnittpunkt X, entfernt ist, dass er 
ssen Lage nicht beeinflusst. 

Mit sinkender Temperatur wandern die Punkte © = Ey bzw. ¢ = E, auf den 
Leitern nach aussen. Damit entfernen sich die beiden Entartungsbogen vom 
hnittpunkt des Geradenkreuzes: die Entartung verschwindet bei tiefen Tem- 
raturen. 


5. Der Störhalbleiter 


Wir gehen nun über zur Bestimmung der Fermi-Energie in Halbleitern, 
Iche ein oder mehrere Störniveaus enthalten. Die allgemeinste hier auftre- 
ide Neutralitätsbedingung ist von der Form (5), und wir fragen daher als 
tes nach dem Verlauf der Kurven 


N,—4= HQ) baw. Non =). 


ch (4) ist zum Beispiel die Zahl Np — mp der ionisierten Donatoren: 


b— Mp = Np [1 (1 + exp > =)" ] 1 (1 + exp re). (11) 


ls €< Ep, das heisst, falls ¢ tief unterhalb des Donatorniveaus liegt, gilt 
1erungswelse : 
Np —-Np & N): (12) 


| 


. 
dererseits erhält man mit ¢ > Ep: 


| ESC 

| Ny — tp © Np exp 2. (13) 
| . . 

fgetragen in unserem Koordinatensystem stellen die beiden Kurven (12) und 
) Geraden dar, die sich im Punkte S(¢ = Ep, = Np) schneiden und denen 


1 die Kurve (11) für ¢<Ep bzw. © Ep asymptotisch nähert (Figur 5). 
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Während die Gerade (12) horizontal verläuft, besitzt die Gerade (13) die Steil 
heit — log e, das heisst, sie ist parallel zu der im nichtentarteten Fall den ven 
lauf der Löcherkonzentration wiedergebenden Geraden (la). | 

Wie oben diejenige des Entartungsbogens bleibt auch die Form der Kurv 
(11) bei einer Anderung der Halbleiterparameter (Ep, Np) und der Temperatu 
erhalten. Wir können daher von der Kurve Np — mp ebenfalls eine Schabloni 
anfertigen (in Figur 5 schraffiert eingezeichnet). Markieren wir die beide! 


Asymptoten (12) und (13) und insbesondere deren Schnittpunkt S auf de 


Yan 


SS 


Schablone, so lässt sich damit die Kurve Np — np = g(£) sofort und für beli 
bige Werte von Ep, Np und T in der richtigen Lage im Grundblatt unseres G 
rätes einzeichnen. 

Die gleiche Schablone können wir benützen, um den Verlauf der Zal 
N, — n, der ionisierten Akzeptoren als Funktion der Fermi-Grenze zu zeicl} 
nen. Wir müssen einfach die horizontale Asymptote der umgeklappten Schäf 
blone auf die Gerade n = N, legen, und zwar so, dass der Punkt S auf d 
Punkt mit den Koordinaten €¢ = Ey,n = N, fällt. | 

Nachdem wir den Verlauf von Ny — n, und von Np — mp kennen, wolle 
wir mit unserem Gerät die Fermi-Grenze in einem Uberschusshalbleiter 
den Parametern: 


Fr == Er = OAC 6 ea 
En =0,25eV und N, = 101° cm 


| 
bei einer Temperatur T = 600° K bestimmen (Figur 6). Zur Auflösung der Ne} | 
tralitatsbedingung, welche hier lautet: | 


Nn = Ny + No — Mp, (5 
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tellen wir zunächst an den verschiedenen Leitern des Gerätes die die Eigen- 
itung charakterisierenden Parameter und die Temperatur ein. Nachdem wir 
ur Vervollständigung des Gerätes ein das ganze Grundblatt überdeckendes, 
1attiertes Zelluloidblatt fest an der Leiter y = log n angebracht haben, zeich- 


—tt-—4- 
== WT M 


A 


059493 -ÿ2-01 0 Gf 02 
Ken he 2 eee ee pu] 


Fig. 6 


n wir auf diesem die Gerade = Np, und markieren darauf den Punkt 
(Ep, Np,). Jetzt können wir mit unserer Schablone die Kurve Np, — nn, auf 
s Deckblatt übertragen. Sie schneidet die Kurve 1, im Punkte X, für den 


Nn = Np, = iyo 


. der zur Abszisse des Punktes X, gehörige Wert von n, vernachlässigbar 
in ist, gilt in der Umgebung von X: 


Ny + Np, = Np, N Np, ~~ Np, . 
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Das bedeutet aber, dass im Punkte X, die Neutralitatsbedingung (5b) erfüll 
ist. Wir finden daher den Gleichgewichtswert 


C= 10) 5 Lie. 


der Fermi-Grenzenergie als Abszisse von X,, und als Ordinate lesen wir auf de 
y-Leiter die Konzentrationen 


as LUE 
Nn © Np, — Np, = 2,9 : 107 cm 


ab. Die Gleichgewichtskonzentration 1, (£ = 0,31 eV) der Löcher ergibt sich zu: 


ny 00 eme 


Es sei darauf hingewiesen, dass im allgemeinen grosse Teile der Kurve 
N, + Np — np durch n, und durch Np — nn hinreichend approximiert werden | 
Nur dort, wo n, & Np — np ist, müssen wir den Verlauf von n, + Np — np nev 
bestimmen. Falls an dieser Stelle aber einerseits 1, nicht entartet und anderer4 
seits Np — np & Np ist, kann die Summenkurve mit der gedrehten (Np — np) 
Schablone gezeichnet werden (Bogen A in Figur 6). Analoges gilt im Falle eines 
Mangelleiters für die Kurve n,, + N, — ny. 

Als zweites Beispiel ermitteln wir die Fermi-Energie in einem Uberschuss 
leiter, welcher sich nur durch die Konzentration 


Np = 4,0 10 cm-* 


seiner Donatoren von dem eben betrachteten unterscheidet. Wir zeichnen di 
Kurve Np, — mp, in unser Gerät ein (Figur 6) und sehen, dass auf ihrem ganzer 
Verlauf 


Np, — Mp, <p 


ist. Daher können wir die Neutralitatsbedingung (5b) näherungsweise wie folgt 
schreiben: Il 


Ny + Np. — Np, & Mp = 1 


Dp nm? 


| 


Diese Bedingung ist im Schnittpunkt X, der Kurven n, und n, erfüllt, und wil 
finden einen Gleichgewichtswert der Fermi-Grenze von 


| 
| 
| 
| 
| 


& = 0,09 eV. | 
Die zugehörigen Löcher- und Elektronenkonzentrationen sind: 


Ny =, == o> 11082 
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nd die Zahl der ionisierten Donatoren ergibt sich als Ordinate des Punktes Y 
4 


Np, — Mp = 40-1078 cm-3. 


ie beiden in Figur 6 behandelten Beispiele stellen zwei Extremfälle dar: Wäh- 
ond die Ladungsträgerkonzentrationen des zuerst betrachteten Halbleiters bei 
er Temperatur 7 = 600° K vollständig durch die Zahl der Donatoren und durch 
eren energetischen Abstand vom Leitungsband bestimmt sind, ergeben sie 
ch im zweiten Fall allein aus den die Eigenleitung kennzeichnenden Grössen. 


yzlogn 


Nun gibt es für jeden Störhalbleiter einen Temperaturbereich, in dem sich 
tör- und Eigenleitung überdecken. In diesem Übergangsgebiet kommt es vor, 
iss sich zum Beispiel bei einem Uberschussleiter die Kurve n, und die Sum- 
enkurve n, + Np — mp an einer Stelle schneiden, an welcher der nach rechts 
ıten abfallende Ast der Kurve Np — nn beinahe mit der Geraden n, zusam- 
enfällt (Figur 7). Um den Schnittpunkt X zu finden, in welchem die Neutrali- 
tsbedingung (5b) erfüllt ist, müssen wir dann die Kurve n, + Np — nn Punkt 
r Punkt zeichnen. Wir können uns diese Arbeit jedoch ersparen, wenn wir die 
urve n„ — n,!) im Geradenkreuz des Grundblattes einzeichnen und die Neu- 
alitätsbedingung in der Form 


Nn, — Ny = Ny — Np (5c) 


ch € auflösen. Die Bedingung (5c) ist im Punkte Y der Figur 7 erfüllt, und 
rerkennen, dass X und Y dieselbe Abszisse besitzen, das heisst auf dasselbe 


1) Die Kurve n,, — n, behält ihre Form unabhängig von Halbleiterparametern und Temperatur 


|, solange n,, und #, nicht entartet sind. 
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& führen. Da Analoges auch für einen Mangelleiter gilt — hier müssen wir n,— ny | 
mit N,— n, schneiden —, haben wir die Kurven 1, — #, und %,— N, a | 
Grundblatt des Gerätes eingezeichnet (Figuren 6 und 8). Man beachte, dass der 

Punkt Y in Figur 6 die Neutralitätsbedingung (5c) befriedigt. | 


Mon Mop 


ZEITEN N 


ae EEE 


— [= 
= Se % 


Fig. 8 


Als letztes Beispiel haben wir in Figur 8 die Fermi-Grenze in einem sowo | 
Donatoren als auch Akzeptoren enthaltenden Störhalbleiter bestimmt. Di 
Parameter des betrachteten Halbleiters sind: 


Be SB 035 Ve = ey Oe 
Es==02eV, 0 B= 0,25 eV, N, = 10 cee NO cai 
und führen bei einer Temperatur T = 600°K auf eine Fermi-Grenzenergie: 


&=0,34eV. 
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Die Ladungstragerkonzentrationen aber werden: 
ip = 2 10 cms. 
ey == lays OE Cm 
N, =", = 1,0- 10% cm >, 


Nyy = ty = 14: WI cm?) 


Jamit ist gezeigt, dass das beschriebene Gerät auch für komplizierte Halb- 
eiter rasch und bequem Fermi-Energie und Ladungsträgerkonzentrationen 
iefert. 


6. Schluss 


Nachdem wir an einigen Beispielen Konstruktion und Handhabung des 
-Bestimmungsgerätes erläutert haben, bleibt uns zum Schluss, kurz dessen 
Vorteile aufzuzählen: 
|. einfache und billige Konstruktion, 

2. bequeme Handhabung, 

3. rasches Ermitteln von Fermi-Energie und Ladungsträgerkonzentrationen, 
|. universelle Verwendungsmöglichkeit, 

). Berücksichtigung der Entartung. 


Diesen Vorzügen steht als einziger Nachteil die Tatsache gegenüber, dass 
ler mit dem Gerät überdeckte Temperaturbereich wegen der temperaturab- 
jängigen Länge der x-Leitern beschränkt ist. Dieser Nachteil kann indessen 
eicht durch Anfertigung auswechselbarer Skalen behoben werden. 

Ich nehme gerne die Gelegenheit wahr, an dieser Stelle meinem verehrten 
‚ehrer, Herrn Prof. Dr. G. BuscH, für Anregungen, die zur Konstruktion des 
serätes geführt haben, und Herrn Dr. J. WIELAND für viele wertvolle Dis- 
ussionen herzlich zu danken. Mein Dank gehört ferner der Eidgenössischen 
<ommission zur Förderung der wissenschaftlichen Forschung für die Bereit- 
tellung finanzieller Mittel. 


Summary 


A computor is described which allows the Fermi-energy in a semiconductor 
o be calculated as a function of temperature and of the quantities characterizing 
he bandstructure. At the same time as determining the Fermi-energy the com- 
utor gives the temperature dependence of the concentration of charge carriers 
ı any semiconductor, whatever the degree of degeneracy of the charge carriers in 
he valence- and conduction band and in impurity levels. 


ingegangen: 6. September 1953.) 
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Becinflussung der Charakteristik einer Cs-Sb- Photokathodd] 
durch Zusatz fremder Elemente | 


Von NORBERT SCHAETTI, Zürich!) 


I. Der Dunkelstrom von Photozellen mit 
Sekundärelektronenvervielfachern 


In zwei Arbeiten [1], [2]?) über den Dunkelstrom von Li-Sb- und Cs-Sb# 
Photokathoden mit Sekundärelektronenvervielfachern konnte gezeigt werden 
dass dieser Dunkelstrom keinen von der Belichtung der Photokathode unab 
hangigen Wert besitzt. Eine Komponente, die thermische Emission der Photo 
kathode, ist nach Belichtung des Photomultipliers grösser und fällt nach einen 
gewissen Zeit auf den Ausgangswert zurück. 

Die Messungen wurden an Photomultipliern mit 17 Dynoden bei einer Ver 
stärkung von 1-108 durchgeführt. Die Durchsichtskathoden dieser Verviel} 
facher besitzen eine ausnutzbare Fläche von etwa 10 cm?. Die Dynoden beste 
hen aus einer Legierung von Cu-Be [3]. Bei der gewählten Verstärkung werde 
alle an der Photokathode ausgelösten Elektronen gezählt. Die Impulse de 
Vervielfacher werden über einen Verstärker (Vg, = 10%) einem Untersetze1 
zugeführt, der eine maximale Untersetzung von 215 gestattet. 

Alle Messungen wurden so durchgeführt, dass der Vervielfacher bei span 
nungslosem Dynodensystem mit einer Wolframlampe belichtet und anschlies 
send der Dunkelstrom der Röhre verfolgt wurde. 

Die sowohl an Li-Sb- als auch an Cs-Sb-Kathoden gewonnenen Resultatd 
sind die folgenden: 


1. Erhöhung der Nullstosszahl durch Belichtung der Photokathode 

Die Photokathoden wurden mit einer konstanten Lichtintensität belichte4 
und dabei die Belichtungszeiten von 1-300 s variiert. Figur 1 zeigt den Verlauj 
der Nullstosszahlerhöhung in Funktion der Belichtungszeit von 1-180 s. Auf: 
getragen ist die zusätzliche Nullstosszahl, welche in der zweiten Minutenach 
Belichtungsende gemessen wurde. Die Kurven zeigen einen Sättigungswert 
Für Cs-Sb werden dabei bedeutend höhere Nullstosszahlen erreicht als für Li-Sbi 


2. Erhöhung der Rotausbeute der Cs-Sb-Kathoden durch Belichtung 
Die Photokathoden wurden mit Licht der Wellenlänge 801 mu belichtet 
eine Lichtwellenlänge, die keine Erhöhung des Nulleffektes zur Folge hat, dan 


1) Institut für technische Physik an der ETH. 
?) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite 459 
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vurde die Ausbeute gemessen. Sodann wurde die Kathode bei spannungslosem 
Vervielfacher mit Weisslicht belichtet (Vorbelichtung) und anschliessend der 
Verlauf des Nulleffektes und der Rotausbeute gemessen. Figur 2 zeigt das 
Xesultat. Unmittelbar nach der Vorbelichtung ist die Rotausbeute der Kathode 
yedeutend höher als der Normalwert. Mit dem Abfallen der zusätzlichen Null- 
itosse geht auch die Rotausbeute wieder auf den Normalwert zuriick. 


i fi) 
SFosszahl{s 
A B 
25.10% 4 \ 24.17 — Stosszahl/s ohne 
N Rotlicht (Skala A) 
\ ——-- Ausbeute für 

20-10! ER Rotlicht (Skala B) 

2:10 SS Sn . 

no 


.. 
D Ce ee à 


305 {min 2min min 2 6 10 14 18 E{min) 
Belichtungsdaver 


igo Fig. 2 


| 3. «Ausleuchten» der vorbelichteten Photokathode mit Rotlicht 

Eine Li-Sb-Photokathode wurde 3 min mit Blaulicht der Wellenlange 
-20 mu vorbelichtet, und 2 min später wurde Spannung an die Röhre gelegt 
ınd die Erhöhung der Nullstosszahl gemessen (Kurve A in Figur 3). Anschlies- 
‚end wurde diese Kathode wieder gleich vorbelichtet und ebenfalls ohne Span- 
vung 1,5 min mit Licht der Wellenlange 801 my belichtet. 0,5 min später, also 
viederum 2 min nach der Vorbelichtung mit Blaulicht, wurde Spannung an die 
xöhre gelegt und die Nullstosszahlerhöhung gemessen (Kurve 5). Die Zahl der 
‚usätzlichen Nullstösse war im zweiten Versuch kleiner. Es liegt somit ein 
2ffekt vor, der an die Ausleuchtung und Tilgung gewisser Phosphore bei Infra- 
otbestrahlung erinnert. 


4. Abhängigkeit der Erhöhung der Nullstosszahl von der Wellenlänge der Vor- 
elichtung 

Die Cs-Sb-Kathode wurde mit Licht verschiedener Wellenlange vorbelich- 
et und die resultierende Nullstosszahlerhöhung gemessen. Figur 4 zeigt den 
Jerlauf fiir auf gleiche Energie reduzierte Lichtintensitäten. 


5. Erhöhung der Leitfähigkeit der Cs-Sb-Schicht durch Belichtung [4] 
Die untersuchte Cs-Sb-Kathode wurde in einer zylindrischen Zelle zwischen 
wei Silberringen formiert [5]. Sie wurde ohne Spannung vorbelichtet, und 
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1 min nach Belichtung wurde ihre Leitfähigkeit gemessen. Eine Belichtun; | 

erhöht die Leitfähigkeit der Cs-Sb-Schicht. In Abhängigkeit der Belichtungsf 

dauer wird ein Sättigungswert für die Leitfähigkeit erreicht. | 
Zusstzliche | 


Wullstosszahl/S 
Stosszahl/s 


“eid — Spektrale Abhängig- 


1 
1 keit der Erhohung 
N der Nullstosszahl 
300 I --- Spektrale Empfind- 
| ; | 
N lichkeitsverteilung 
| des Photoeffekts 
| 
\ 
| 
\ 
1 
\ 
\ 


200 


100 


1 Es SDS; 6 t(min) 400 500 600 700 800 mm 


Die Ergebnisse dieser Untersuchungen lassen sich folgendermassen zusam 
menfassen : 

1. Durch Belichtung wird die Nullstosszahl einer Cs-Sb- und Li-Sb-Photo 
kathode erhöht. Die Erhöhung der Nullstosszahl in Funktion der Belichtungs: 
dauer zeigt Sättigung. | 

2. Durch Belichtung wird die Leitfähigkeit der Kathode erhöht. In Abhän 
gigkeit der Belichtungsdauer zeigt diese Erscheinung ebenfalls Sättigung. 

3. Nach Belichtung zeigt die Photokathode eine erhöhte Rotempfindlich 
keit, die im Dunkeln mit der Nullstosszahl wieder auf den Normalwert abklingt! 

4. Das Abklingen der Nullstösse einer vorbelichteten Photokathode kan 
durch Belichtung mit Rotlicht beschleunigt werden (Ausleuchtungseffekt). 

5. Die spektrale Abhängigkeit der Nullstosszahlerhöhung und des Photo! 
effekts ist für 400 mu <A < 800 mu im wesentlichen gleich. In der Nähe det 
langwelligen Grenze ist die Nullstosszahlerhöhung ausgeprägter. | 


II. Deutungsversuch 


Die Cs-Sb-Photokathode zeigt Halbleitereigenschaften [6], [7]. Im Bloch} 
schen Bändermodell dieser Kathode entstammen die Photoelektronen dem 
Valenzband. Durch Lichtabsorption in der Cs-Sb-Schicht werden sie aus diese 
Band in das Leitfähigkeitsband gehoben, aus welchem sie ohne weiteren Ener; 
giebedarf ins Vakuum austreten können [8]. 
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Die beobachteten Nachwirkungserscheinungen deuten auf das Vorhanden- 
in von metastabilen Störstellen innerhalb der verbotenen Zone zwischen 
alenz- und Leitfähigkeitsband hin. Das auf diese Weise ergänzte Modell 
eser Photokathode würde alle beachteten Erscheinungen erklären. 


III. Beeinflussung der Charakteristik einer Cs-Sb-Photokathode 


Unter «Charakteristik» einer Photokathode sollen die folgenden vier Daten 
sammengefasst werden: 

Empfindlichkeit (wA/Lumen) ; 

spektrale Empfindlichkeitsverteilung; 

Nullstosszahl N, für eine gegebene Temperatur; 
 Nullstosszahlerhühung AN für eine gegebene Belichtungsintensität und 
-dauer. 
ıs Ziel der nachfolgenden Untersuchungen war, die Charakteristik der Cs-Sb- 
1otokathode derart zu beeinflussen, dass ohne nennenswerte Veränderung 
r beiden ersten Daten AN — 0 gebracht wird. Dazu wurde der Einfluss von 
ısätzen fremder Elemente untersucht und die normale Cs-Sb-Photokathode 
rch eine Kathode vom Typus Cs-Sb,El ersetzt, wobei El irgendein Element 
s periodischen Systemes bedeutet. 


IV. Versuchstechnik 


In Graphittiegeln wurde Antimon in flüssigem, reinstem Kaliumchlorid 
ter Luftabschluss geschmolzen. Der Schmelze wurde das zu untersuchende 
ement in verschiedenen Konzentrationen beigegeben. Das auf diese Weise 
wonnene Stoffsystem wurde an Stelle des einfachen Antimons als die eine 
ymponente der Cs-Sb,El-Kathode aus einer Wolframspirale auf die Glaswand 
s Vervielfachers aufgedampft. Bei diesem Vorgehen sind zwei Punkte zu 
rücksichtigen: 
1. Der Schmelzprozess des Antimons im flüssigen KCl beeinflusst an sich 
on die Nachwirkungserscheinungen der Photokathode. Der Sättigungswert 
- Nullstosszahlerhöhung fällt infolge dieses Prozesses auf die Hälfte, der 
rmalwert des Nullstromes der Photokathode auf 25% des mittleren Wertes 
er gewöhnlichen Cs-Sb-Kathode. 

2. Nach dem Aufdampfen des Stoffsystems (Sb,El) auf die Glaswand des 
otomultipliers kann über die genaue Zusammensetzung der Schicht nichts 
gesagt werden. Spätere Versuche mit einem geeigneten Element sollen 
arheit über den Einfluss der Konzentration des Zusatzelementes geben. 
Das verwendete Zäsium wurde im Vakuum in Ampullen eindestilliert. Die 
Ampulle befand sich in einem seitlichen Ansatz des Vervielfachers und wurde 
h dem Ausheizen der Röhre geöffnet. 
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Bis zum Zeitpunkt der Abfassung dieses Berichtes sind insgesamt 18 Zi 
satzelemente untersucht worden. Mit jedem Zweistoffsystem wurden zuerff 
zwei einfache Photozellen hergestellt und an diesen das Formierungsverfahrl 
festgelegt. Anschliessend erfolgte die Herstellung von ein bis zwei 17stufigé 
Sekundärelektronenvervielfachern, an welchen die Charakteristik der einzelnd§ 
Kathoden untersucht wurde. | 

Die Nullstossmessungen erfolgten bei allen Röhren mit einer Verstärkun 
von 1-108, so dass die gewonnenen Resultate unmittelbar miteinander v 
glichen werden können. Zur Kontrolle der Reproduzierbarkeit der Messungd 
wurden vier verschiedene Vervielfacher mit normaler Cs-Sb-Photokathode au 
gemessen. 


V. Messungsergebnisse 
1. Untersuchung von vier Cs-Sb-V ervielfachern 


Figur 5 zeigt die Erhöhung der Nullstosszahlen in Funktion der Belic 
tungsdauer für die vier Vervielfacher mit normaler Cs-Sb-Photokathode. D 
Sättigungswert aller vier Kathoden ist nahezu gleich, somit charakteristis# 
für die betreffende Kathode. Unterschiedlich sind jedoch die Anstiege zu dies 
Sättigungswerten. Dieser ist also nicht typisch für die Cs-Sb-Schicht, sondel 
offenbar vom Formierungsgang abhängig. 

Tabelle 1 gibt eine Zusammenstellung der entsprechenden Daten dies 
vier Kathoden. 


Tabelle 1 

Ratkode Sattigungswert Anstiegszeit Nullstosszahl 

N /min S Nils 
Cs-Sb (1) LSpoe OP 10 3200 
Cs-Sb (2) 112,5 © 10 80 2560 
Cs-Sb (3) 13,8: -=10° 90 2560 
Cs-Sb (4) 13022102 180 1920 
Cs-Sb (M)}) 132102 90 2560 

1) Mittelwert der vier Messungen. 


2. Der Einfluss eines Zusatzelementes 


Die untersuchten Elemente lassen sich in zwei Gruppen einteilen: 


a) Elemente, welche die Empfindlichkeit der Cs-Sb-Kathode herabsetze 

b) Elemente, welche auf die Empfindlichkeit der Ausgangskathode keinı 
wesentlichen Einfluss haben, sondern in einigen Fällen nur die spektrale E 
findlichkeitsverteilung der Cs-Sb-Kathode etwas ändern. 
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\ a) Schädliche Elemente. Von den untersuchten Elementen gehören nur zwei 


| der ersten Gruppe: Zn und Cd. In beiden Fällen betrug der Anteil des Zu- 
zelementes 10 Gewichtsprozent. 


, Zn: Die Cs-Sb,Zn-Kathode zeigte in keinem Formierungsstadium irgend- 
che lichtelektrische Empfindlichkeit. 


Cd: Ein Cd-Zusatz unterdrückt das Empfindlichkeitsmaximum der Cs-Sb- 
ithode im blauen Spektralbereich. Die langwellige Grenze wird durch diesen 


(1) sie 


1 2 3 4 5 E/min) 7 2 3 4 SZ (min) 


satz weiter nach Rot verschoben. Es entsteht eine Photokathode, welche 
er das ganze sichtbare Spektrum eine gleichmässige, geringe lichtelektrische 
sbeute aufweist. Die Cs-Sb,Cd-Kathode ist nicht brauchbar. 

b) Elemente ohne Einfluss auf die Empfindlichkeit der Cs-Sb-Photokathode. 
_ der beschriebenen Versuchstechnik lassen sich diese Elemente in bezug auf 
an Einfluss auf die Nachwirkungserscheinungen in folgende drei Untergrup- 
ı einteilen: 


la) Elemente, welche den Sättigungswert der zusätzlichen Nullstösse er- 
en; 

2a) Elemente, welche einen ähnlichen Sättigungswert ergeben wie die nor- 
le Cs-Sb-Photokathode ; 

3a) Elemente, welche den Sättigungswert erniedrigen. Es sind die Elemente 
 dritten Untergruppe, welche eine Verbesserung mit sich bringen. 

la) Elemente, welche den Sattigungswert der zusätzlichen Nullstösse erhöhen. 
diesen Elementen gehören: Se, Au, In und Ag. Figur 6 zeigt den Verlauf der 
ätzlichen Nullstosszahlen in Funktion der Belichtungsdauer für die ver- 
iedenen Kathoden dieser Gruppe. Für die Cs-Sb-Kathode ist die mittlere 
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| 


Kurve gestrichelt eingezeichnet. Tabelle 2 gibt die Gewichtsprozente des 
satzes, die Normalnullstosszahl sowie die Nullstosszahlerhöhung für die Welle} 
länge A — 420 my wieder (Lichtintensität für À = 420 my rund 1% derjenigi 
für Weisslicht, Belichtungsdauer 1 min). 


Tabelle 2 

: Gewichtsprozent | Normalnullstoss- AN À = 420 mu 

Du des Zusatzes zahl No/s N /min 
Cs-Sb — 2560 Sr 
Cs-Sb, Se 7 2900 5,9 + 105 
Cs-Sb, Au 3 1920 4,1 - 105 
Cs-Sb, In 10 1280 1,8 - 105 
Cs-Sb, Ag 50 2550 2,0 + 105 | 


Für geringe Lichtintensitäten zeigen diese Kathoden, mit Ausnahme d 
Cs-Sb,Se-Kathode, eine kleinere Nullstosszahlerhöhung als die mittlere 
höhung der Cs-Sb-Kathode. 

2a) Elemente mit unverändertem Sättigungswert. Es sind die Zusatzelemeri 
Al, Sn, Cu und Ce. Figur 7 gibt den Verlauf der Nullstosszahlerhöhung für dig 
Gruppe von Kathoden, Tabelle 3 die der vorangehenden Tabelle entsprech 
den Grössen. 


Tabelle 3 

; 4 Gewichtsprozent | Normalnullstoss- | AN À = 420 mu 

a des Zusatzes zahl No/s N /min 
Cs-Sb = 2560 Be SE 
Cs-Sb, Al 5 1900 1 O02 
Cs-Sb, Sn 50 640 0,73 - 105 
Cs-Sb, Cu 50 500 0.532210 
Cs-Sb, Ce 10 190 0,41 - 10° 


Die Kurven dieser Elementengruppe zeigen alle einen flacheren Anstieg z ! 
Sattigungswert als die mittlere Cs-Sb-Kurve. Die beiden Elemente Cu und | 
bewirken eine bedeutende Reduktion der Nullstosszahlerhöhung bei gering 
Lichtintensitäten verbunden mit einer starken Reduktion der Normalnullstos | 
zahl. Diese ist von derselben Gréssenordnung wie für die Li-Sb-Kathode. 


3a) Elemente, welche den Sättigungswert der Nachwirkung erniedrigen. Un! 


diese Elementengruppe gehéren: Ca, Mn, Sr, Be, Tl und Mg. Figur 8 zeigt df 
Verlauf der zusätzlichen Nullstosszahlen, Tabelle 4 gibt die übrigen Daten. |] 
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10-10° 


50° 
Ca 
Mn 
SF ge 
u ET ETF ESEL 
7 4, J 4 5 Efrin) 1 7 a 4 5 Ymin) 
ae. 7 Fig. 8 
Tabelle 4 
= Gewichtsprozent | Normalnullstoss- | ANA = 420 mu 
Eu des Zusatzes zahl N,/s N /min 
Cs-Sb -- 2560 5,3 +105 
Cs-Sb, Ca 10 450 0,12 - 105 
Cs-Sb, Mn 30 450 0,20 - 105 
CS Sp, St 8 300 0,09 » 105 
Cs-Sb, Be 10 190 0,10 + 105 
Cs-Sb, Tl 10 65 0,10 - 105 
Cs-Sb, Mg 75 120 0,10 + 105 


Für einen Mg-Zusatz fällt die Nullstosszahlerhöhung für Weisslicht auf 4% 
; Cs-Sb-Wertes, für Blaulicht auf 1,9%. Die Normalnullstosszahl fällt für 
sen Zusatz auf 5%, für Tl sogar auf 2,5%. 


3. Rotausbeute der Kathoden 


| 
| Messungen bei einer Wellenlänge von 660 my zeigen, dass die Ausbeuten 


: diese Wellenlänge für die verschiedenen Kathoden wie 1:10 schwanken. 
> kleinste Rotausbeute zeigt die Kathode mit Mg-Zusatz, die höchste die- 


ige mit Au-Zusatz. 
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4. Totalausbeuten der Kathoden 


Die Ausbeuten fiir Weisslicht schwanken wie 1:2. Die Schwankung lieg } 
somit in der normalen Grenze. Es ist insbesondere keine systematische A 
nahme der Ausbeute der Kathoden der ersten Gruppe zu denjenigen der dritteifi 
festzustellen. 

VI. Zusammenstellung | 

Tabelle 5 gibt eine Zusammenstellung der Daten der untersuchten Kathe 
den: 


Tabelle 5 

7 Sättigungswert Anstiegszeit Normalnullstrom 

Kathode Nimm x Nols 
Cs-Sb, Se DRS 180 2900 
Cs-Sb, Au 49,1 105 300 1920 
Cs-Sb, In SP 2 > 240 1280 
Cs-Sb, Ag 3.92.2102 180 2550 
Cs-Sb (1) igs) © INDE 10 3200 
Cs-Sb (2) 2,3 ONO 80 2560 
Cs-Sb (3) 13,8 - 105 90 2560 
Cs-Sb (4) 15.023103 180 1920 
Cs-Sb, Ce 172025102 240 190 
Cs-Sb, Sn 16,8 - 105 180 640 
Cs-Sb, Cu iso Oe 120 500 
Cs-Sb, Al 1272 10K 150 1900 
Cs-Sb, Ca 3,340 180 450 
Cs-Sb, Mn 2,8 - 105 180 450 
Cs-Sb, Sr 0) WON 120 300 
Cs-Sb, Be il 6) 9 INO 90 190 
Cs-Sb, TI 1,5=-210> 120 65 
Cs-Sb, Mg | 0,57 - 105 120 120 


Die Tabelle deutet folgende zwei Gesetzmässigkeiten an: 

a) Mit Abnahme des Sättigungswertes der zusätzlichen Nullstösse nimmt 
ebenfalls der Nullstrom der Kathode ab. 

b) Bei gleichem Sättigungswert weist diejenige Kathode den kleinere 


Nullstrom auf, die die längere Anstiegszeit zur Sättigung der zusätzlichen Null 
stösse zeigt. 


Die umfangreichen Untersuchungen sind zum grössten Teil mit Mitteln der 


GFF., aber auch mit solchen der Eidgenössischen Volkswirtschaftsstiftung durch- 
geführt werden. 
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Ich spreche an dieser Stelle diesen beiden Institutionen meinen besten Dank 
is. Gleichfalls danke ich Herrn Cu. FLURY fiir die Mitarbeit bei der Durchfüh- 
ing der Messungen. 
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Summary 


| The investigations on dark current in photomultipliers with Cs-Sb- and 
)-Sb-photocathodes indicate that these cathodes show a delayed emission of 
iectrons after each exposition to light. The addition of a certain number of 
sments to the cathode-layer reduces this delayed emission and at the same time 
e dark current of the photocathode. 


ingegangen: 24. September 1953.) 


Zur Kenntnis der Dampfdrucke 
von Zäsium-, Rubidium- und Kaliumchlorid 


Von W. D. TREADWELL und WALTER WERNER, Zürich!) 


Die Dampfdrucke der festen Alkalichloride beanspruchen im Hinblick auf 
2 gut bekannten Eigenschaften ihrer Gitter spezielles Interesse. Druckwerte 
i möglichst tiefen Temperaturen sind hierbei besonders erwünscht. Von meh- 
-en Salzen dieser Gruppe liegen auch bereits zahlreiche Messungen der 
ımpfdrucke im Vakuum vor, die nach verschiedenen Methoden gewonnen 
orden sind. 

| Derrz?) hat auf Veranlassung von RODEBUSH?) Sublimationsdrucke von 
>] und Cs] gemessen, im gleichen Temperaturgebiet, in welchem die Dipol- 
mente bestimmt worden waren. Die erste Methode von DEITz bestand in der 
soluten Messung des Dampfdruckes der Kristalle gegen eine dünne Aluminium- 
»mbran, an einer elektromagnetischen Waage. In demselben Vakuumgefass 


| 1) Laboratorium für anorganische Chemie, ETH. 
| 2) V. Derrz, J. chem. Phys. 4, 578 (1936). 
| 3) E. F. Fiock und W. H. Ropesusu, J. Amer. chem. Soc. 48, 2522 (1926). 
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wurden auch Bestimmungen nach der Ausströmungsmethode von KNUDSEN #} 
vorgenommen. Das Ausströmen des Dampfes erfolgte au einem Quarzgefäsf 
mit enger Öffnung, von der die Lange des Kanals bei der Berechnung der Aus 
trittsmenge des Gases berücksichtigt wurde. Die Masse des ausgestrômtel} 
Dampfes wurde aus dem Gewichtsverlust des Salzbehälters in passend géf 
wählten Zeitintervallen bestimmt. 

Die Berechnung des Druckes erfolgte nach der Gleichung: 


m {(2n RT \1/2 /1 SL, ail 
rl | 


Hierin bedeuten: m die Masse des in der Zeit ¢ ausgeströmten Dampfes, M da 
Molekulargewicht desselben, T die absolute Temperatur, A den Querschnitt 
der Ausströmungsöffnung, L die Länge des Ausströmungskanals und D dei} 
Durchmesser desselben. Das letzte Glied der Gleichung, welches die Wand 
stärke der Ausströmungsöffnung berücksichtigt, macht etwa 5% von 1/4 au | 
wenn L nicht über 1/7 von D beträgt. Bei hinreichend dünner Wandung de 
Ausströmungsöffnung kommt der zweite Summand von Gleichung (1) in Wed 
fall, und man erhält die ursprünglich von KNUDSEN benützte Gleichung. 

Bei der erstgenannten Methode lieferten nur die Pulver der zuvor einge 
schmolzenen und dadurch gasfrei gemachten Salze reproduzierbare Werte, df 
sich die eingeschlossenen Gase an der Druckwirkung auf die Aluminiumme À 
bran beteiligten und dadurch 10-30% zu hohe Druckwerte lieferten. Mit de: 
entgasten Salzpulvern wurden nach beiden Methoden übereinstimmende Druck} 
werteerhalten. Die Drucke von KCl, welche im Temperaturbereich von 574-664° 4 
gemessen worden waren, liessen sich gut durch: 


ee a (J 
darstellen. 
MAYER und HÖLDER-WINTNER?) haben die Tensionen von einer Reih 
fester Alkalichloride nach der Effusionsmethode von KNUDSEN ermittelt, wobd 
die aus einer kreisförmigen Öffnung ins Vakuum austretenden Dämpfe del 
Salzpulver in gemessenen Zeiten auf einer kalten Fläche kondensiert und bei 
stimmt wurden. So wurden die Tensionen von KCl und RbCl in den Tempel 
turbereichen von 899,4-935,3°K bzw. 888,0-925,6° K gemessen. 

ZimM und MAYyER?) haben die Tensionen von einigen A 
nach der Ionisationsmethode von LANGMUIR®) bestimmt. Die bei gemessenet 
Temperatur aus einem Salzbehälter mit feiner Öffnung ins Vakuum austretenday 
Dampfe werden hierbei an einem hocherhitzten Wolframdraht von bekannt 


M. KNUDSEN, Ann. Physik 47, 697 (1915). 
. E. MAYER und IRMGARD HÖLDER-WINTNER, J. chem. Phys. 6, 301 (1938). 
. H. Zımm und J. E. MAYER, J. chem. Phys. 12, 362 (1944). 


) 

Je 
3) B 

) I. LANGMUIR, Phys. Rev. 51, 753 (1937). 
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Jeizflache total dissoziiert und die gebildeten Metallatome ionisiert. Durch An- 
gen eines geeigneten Feldes werden die Atomionen von einem Kollektor ein- 
efangen und die hierdurch entstehende Stromstärke gemessen. Bei vollständiger 
ppaltung der Salzdämpfe und totaler Ionisation der Metallatome wird der 
onenstrom zum Kollektor dem Dampfdruck des Salzes proportional. Dabei 
auss jedoch das zum Kollektor angelegte Feld so bemessen sein, dass an diesem 
och keine Ionenbildung durch Stosswirkung hervorgerufen wird. Es bestehen 
uch noch andere Möglichkeiten einer zusätzlichen Ionenbildung, welche bei 
ieser Methode leicht zu positiven Fehlern der Salzdampfdrucke Anlass geben 
onnen. Bei optimalen Versuchsbedingungen (geeignete Wahl der Temperatur 
es Glühdrahtes und des Feldes zum Kollektor) lässt sich der Dampfdruck des 
alzes durch die Gleichung: 


p= [N 2 QamkT)" or]: (3) 
usdrücken. 

Hierin bedeuten: N die Avogadrosche Zahl, R die Distanz der Austritts- 
fnung des Dampfstrahls von dem Wolframfaden, m die Masse eines Dampf- 
10lekiils, À die Boltzmannsche Konstante, 7 die absolute Temperatur, 7 der 
ladius von der Austrittsöffnung des Dampfes, A die Planprojektion des ioni- 
erenden Wolframfadens, F die Faradaysche Konstante und À der zwischen 
em Wolframfaden und dem Kollektor gemessene Strom. 

Wir haben nun die Mitführungsmethode unter Verwendung von reinem 
tickstoff als Transportgas bei CsCl, RbCl und KCl im Gebiet kleiner Drucke 
>prüft, so dass ein Vergleich mit den obenerwähnten Daten möglich wurde. 

Bei der Verdampfung von Quecksilber im Vakuum hatte KNUDSEN?) beob- 
chtet, dass die gaskinetisch zu erwartende Verdampfungsgeschwindigkeit nur 
ut reinsten, frisch hergestellten Oberflächen erreicht wird. Schon geringe Ver- 
nreinigungen der Oberflächen genügten, um die Verdampfungsgeschwindig- 
eit auf 2/1000 des theoretischen Wertes herabzusetzen. Wie weit die Ver- 

mpfungsgeschwindigkeit der Alkalichloride durch ein Mitführgas von Atmo- 
»härendruck (in unserem Fall von Stickstoff) gehemmt wird, war nicht voraus- 
asehen. 
| Die Versuche von CocKROFT?) über die Kondensation von Kadmiumdämp- 
In haben gezeigt, dass zur Kondensation derselben eine charakteristische Über- 
ittigung erforderlich ist, um die Energie der Keimbildung aufzubringen. Zumal 
a gasbedeckten Oberflächen erweist sich diese Energie als recht beträchtlich. 
BECK, SMITH und WHEELER?) beobachteten bei der Kondensation von Nickel- 
ampf an Glas, die im Vakuum regellos erfolgt, dass sich in Gegenwart eines 
sringen Stickstoffdruckes die (110)-Fläche des Nickels parallel zur Glaswand 


1) M. KNUDSEN, Ann. Physik 47, 697 (1915). 
2) J. D. Cockrort, Proc. Roy. Soc. [A] 119, 293 (1928). 
3) ©. Berck, A. E. Suit und A. WHEELER, Proc. Roy. Soc. [A] 177, 62 (1941). 
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anwesenden Stickstoff verbunden sein diirfte. | 

Auch bei unsern Mitführungsversuchen erfolgte die Kondensation der Salz) 
dämpfe in der Form von gut ausgebildeten, separaten kleinen Kriställchen!] 
offenbar an diskreten aktiven Stellen der Oberfläche des Kühlers. Ob bei einer | 
derartigen Verlauf der Kondensation eine eng lokalisierte vollständige Ab! 
scheidung der Salzdämpfe aus dem Transportgas möglich ist, sollte durch 
unsere Versuche geprüft werden. Durch unvollständige Mischung des Salz! 
dampfes mit dem Transportgas und durch unvollständige Kondensation infolga 
von Nebelbildung können offenbar bei der Mitführungsmethode negative Feh) 
ler entstehen. 


| 


Experimentelles 


Figur 1 zeigt unsere Sublimationsapparatur. In die Quarzpipette von 15 m 
Weite ist die rund 1/20 Mol betragende Salzprobe eingefüllt. Mit zwei Sieber 
von 36 und 100 Maschen pro Quadratzentimeter wurde das Salz zuvor au 
möglichst gleiche Korngrösse gebracht. Von unten wird gereinigter und übe| 
Phosphorpentoxyd getrockneter Stickstoff in gemessenem Tempo eingeieiäl 
und durch eine zentral angeordnete, auswechselbare Quarzkapillare zum Mes 
gefäss für den Stickstoff abgeleitet. Die Temperatur der Dämpfe wurde be 
S mit dem Thermoelement 7, gemessen, das mit reinstem Zink und Kadmiun 
und mit der bei 637°C schmelzenden Mischung von 30,5% NaCl + 96,5% Na,SO 
geeicht worden war. Mit Hilfe eines Thermoregulators, der durch das Thermo 
element 7, betätigt wurde, konnte die Temperatur bei S auf + 1°C konstan 
gehalten werden. 

Mit einem empfindlichen Strömungsmesser wurde die gewünschte Strom 
geschwindigkeit des Stickstoffs eingestellt. Das Gas wurde in einem als Eudio 
meter dienenden, geeichten Kolben von 3135 cm? über Wasser aufgefangen und 
sein Volumen entsprechend der Temperatur des Rezipienten und dem herr) 
schenden Barometerstand auf 0° und 760 mm Hg reduziert. | 

Das Gas perlte durch eine Kapillare in gleichmässigem Strom in den Rezil 
pienten. Da derselbe nur 5 mm in die Sperrflüssigkeit eintauchte, herrschtd 
während der ganzen Versuchsdauer in der Apparatur Atmosphärendruck. Un! 
eine vollständige Sättigung des Stickstoffs mit den Salzdämpfen zu gewähr! 
leisten, wurde nur mit Stromgeschwindigkeiten des Stickstoffs von 3-20 cm3/mir 
gearbeitet, wobei die Füllung des Rezipienten mit dem Stickstoff Versuchs’ 
dauern bis über 24 h beanspruchen konnte. | 

Die Kondensation der Salzdämpfe erfolgte zur Hauptmenge im oberen Vier 
tel der 2 mm weiten Kapillare, meist in der Form von gut ausgebildeten kubi! 
schen Kriställchen. 

Das Sublimat wurde mit doppelt destilliertem Wasser aus der Kapillara 
herausgelöst und der Gehalt durch elektrometrische Titration mit 0,01-n bzw! 


ii 


| 
| 


| 


| 
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P,001-7 AgNO, in einem Volumen von 1-2 cm3 bestimmt, wobei die Salzmenge 
Ihuf 2-3 ug genau ermittelt werden konnte, während die Kondensate meist weit 
mehr als das Hundertfache betrugen. 

Zur Bestimmung des Dampfdruckes diente das auf Normalbedingungen 
jeduzierte Volumen des Transportgases, der Barometerdruck und das Gewicht 


T T1 
Kg 
7/7. Thermo- mV 
H20 | Regler Eis 
= G|Rohrofen 
Auffang- 
* Kolben 


Fig. 1 


es Sublimats, von dem wir annehmen, dass es im Gaszustand aus einfachen 
ikalhhalogenidmolekeln bestand. Von ZIMM und MAYER!) ist gezeigt worden, 
ass CsCl] in seinem Dampf bis 800°C weniger als 0,3%, Doppelmoleküle enthält. 

Da der Anteil des Salzdampfes am Gesamtdruck verschwindend klein ist, 
‘ann der Druck p des Salzdampfes durch 


b x Mole Sublimat 
C= Mole N, vom Transportgas 


(4) 


usgedrückt werden, wobei b den herrschenden Barometerstand in mm Hg 
edeutet. 
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Die von dem angewandten Stickstoffstrom mitgeführte Salzmenge betrugf 
jeweils nur einen sehr kleinen Bruchteil derjenigen Salzmenge, welche nach den 
Effusionsgleichung von KNUDSEN ins Vakuum verdampfen würde. Es erwieserpf 
sich denn auch die mitgeführten Salzmengen von der angewandten Stromge:] 
schwindigkeit des Stickstoffes unabhängig. 

In Figur 2 sind die gemessenen Drucke der Salzdämpfe gegen die reziprokeg 
absolute Temperatur 1/7 - 104 aufgetragen. Tabellen der gemessenen Druck; 


-109 Pmm Hg Tensionen von 


ie aged CsCl RbCl KCl 
o? Cäsium-, Rubidium- und Kalium- „“ ras 
chlorid Po ee VA 


0,57 


© Autor 
© G.E.Cogin und G.E. Kimball (1948) 

e B.H. Zimm und J.E. Mayer (1944) 

*].E. Mayer und J. Hölder-Wintner (1938) 
® A.Cohen (1938) 

e V. Deitz C1936) 

°K.K. Kelley (1935) 


104 


12,5 12 11,5 11 10,5 10 9,5 9 


werte enthält die Dissertation von WERNER!). Zum Vergleich mit unser 
Dampfdrucken sind in Figur 2 die Druckwerte der in der Einleitung erwahnter 
Autoren mit eingezeichnet. 

Zäsiumchlorid. Unsere Tensionswerte liegen in befriedigender Weise auf dei 
gezeichneten Geraden und schliessen sich auch richtig an die Tensionswerte dedl 
flüssigen Salzes nach den Angaben von KELLEY?) an. Die Tensionswerte vo | 
COGHIN und KIMBALL?), welche nach der positiven Ionenmethode ermittelt 
worden sind, liegen dagegen a höher und passen auch weniger gut z 4 


wi ir vermuten daher, dass die Drucke von CoGHIN und KIMBALL im Sinne dex 
positiven Fehlermöglichkeiten ihrer Methode zu hoch liegen, einer Temperatur 
differenz von rund 7°C entsprechend. 


1) W. WERNER, Diss. ETH. Zürich (1953). Eine verkürzte Tabelle der Messwerte soll dem!) 
nächst in den «Helvetica Chimica Acta» mitgeteilt werden. 
2) K. K. Keııey, U. S. Bur. Mines Bull. 383 (1935). 


8) G. E. Cocuin und G. E. Kimpatt, J. chem. Phys. 16, 1035 (1948). 
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Rubidiumchlorid. Die Übereinstimmung unserer Tensionswerte mit den 
Jaten von MAYER und HÖLDER-WINTNER!) kann als praktisch vollständig 
bezeichnet werden. Die Extrapolation der Druckwerte in Figur 2 bis zum Schnitt- 
ounkt mit der Tensionsgeraden des geschmolzenen Salzes nach den Angaben 
yon KELLEY entspricht dem beobachteten Schmelzpunkt von 988°K. 

Kaliumchlorid. Unsere Werte halten die Mitte zwischen den Daten von 
JEITZ?) und denjenigen von ZIMM und MAYER?) und stimmen mit diesen auch 
sut überein. Dies erscheint bemerkenswert, da die Messungen nach ganz ver- 
‚chiedenen Methoden erfolgten, nämlich nach einer absoluten Methode und dem 
Effusionsverfahren von KNUDSEN, ferner nach der Methode der positiven Ionen 
ınd nach der Transportgasmethode. 

Wesentlich höher liegen die älteren, weniger genauen und nun überholten 
Nerte von COHEN?) nach der Transportgasmethode. 

Die Tensionsgeraden von Figur 2 werden durch die Gleichung: 


1 a 
— logp (mm Hg) = FT: 104- a— b (5) 


ut dargestellt, wobei a und 5 die folgenden Werte erhalten: 


| | CsCl | RbCl | KCl 
a 0,997 1,020 1,107 


| b 9,942 9,643 10,151 | 


Aus den Tensionsgleichungen (5) werden die folgenden Sublimationswärmen 
1H mit Hilfe der Gleichung von CLAUSIUS-CLAPEYRON erhalten: 


| Sublimationswärmen 


| | CsCl | RbCl | KCI a 
| AH cup | 44,1 kcal 46,4 kcal 50,2 kcal | 


Sublimationstrennungen 


_ Es entstand nun die Frage, ob sich die beobachteten Druckunterschiede der 


| 


intersuchten Alkalihalogenide zu Sublimationstrennungen im Vakuum ver- 


| 1) E. Maver und IRMGARD HÖLDER-WINTNER, J. chem. Phys. 6, 301 (1935). 
2) V. Deirz, J. chem. Phys. 4, 578 (1936). 
3) B. H. Zimm und J. E. Mayer, J. chem. Phys. 12, 362 (1944). 
4) A. Conen, Diss. ETH., Zürich (1938). 
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werten lassen. Zur Ausführung der Versuche diente die Apparatur von Figur 3, | 
Das Sublimationsrohr aus Pyrexglas hatte einen Durchmesser von 4 cm. | 

Die Fläche des mit Normalschliff eingesetzten Luftkühlers befand sich 5 ml 
über der Substanz. Das 25 cm lange Sublimationsrohr wurde in einem elek 
trischen Tiegelofen auf der gewünschten Temperatur gehalten und die Sublima+ | 
tion in einem Vakuum von 1-3 - 10-5 mm Hg durchgeführt. | 

Der zeitliche Verlauf der Sublimation wurde zunächst mit je 1 g der reinen! 
Chloride bei 440°C geprüft, wobei die Kondensate als zusammenhängende, 
eisartige Schicht auf dem erweiterten Teil des Kühlers erhalten wurden. Diese} 
wurden mit Wasser weggelöst und nach dem Eindampfen und Trocknen beil 
180°C gewogen. 

Die Temperatur war so gewählt, dass der Druck des Restgases im Apparat} 
nur von der Tension des CsCl übertroffen wurde: 


| 


Bea 6810 Ho = le Wer Nikmz al nee 


Figur 4 zeigt den beobachteten zeitlichen Verlauf der Sublimation der} 
reinen Chloride. Danach sollte eine weitgehende Abtrennung des CsCl aus Ge- 
mischen mit KCl und RbCl möglich sein, sofern die Sublimation der reinen 
Komponenten nicht durch Mischkristallbildung beeinträchtigt wird. 

Nach HAVIGHURST und Mitarbeitern!) sollen bei Zimmertemperatur bis zu 
85 Molprozent KCl im Gitter von CsCl gelöst werden, wobei eine Erweiterung! 
des innenzentrierten CsCl-Gitters erfolgt. Bei 25°C vermag RbCl mehr als 
15 Molprozent CsCl, CsCl mehr als 11,5 Molprozent RbCl zu lösen. Im Misch- 
kristall von CsCl/RbCl vergrössert sich hierbei die Gitterkonstante von RbCl 
auf 6,585 A, während das innenzentrierte CsCl-Gitter zusammenschrumpft. 

Nach den röntgenographischen Messungen von THOMAS?) tritt vollständige 
Mischkristallbildung der Alkalichloride ein, wenn die Differenz der Gitterkon- 
stanten der beiden Komponenten kleiner wird als 5%, ihres mittleren Atomab- 
standes. Oberhalb von 445°C geht CsCl von der innenzentrierten in die flächen- 
zentrierte Modifikation über, welche nun ein viel grösseres Bestreben pese 
mit RbCl und KCl Mischkristalle zu bilden. 

Wie kürzlich erneut von DOROTHEA MEIER und TREADWELL?) gezeigt wor- 
den ist, lassen sich kleine Mengen von CsCl und RbCl von einem sehr grossen 
Überschuss an KCl trennen durch Fällung des letzteren mit Chlorwasserstoff- 
gas in der Kälte. Es gelang so, das Gewichtsverhältnis (CsCl bzw. RbCl) : Kal 
von etwa 1: 5000 auf mindestens 1 : 2 bis 1 : 5 zu verschieben, ohne dass erheb-' 
liche Verluste an CsCl oder RbCl durch Mischkristallbildung mit dem ausfal- 
lenden KCl entstanden sind. 


1) R. J. Havicuurst, E. Mack und F. C. BLAKE, J. Amer. chem. Soc. 47, 40 (1925). 
2) E. B. Tuomas, J. Amer. chem. Soc. 57, 823 (1935). 
3) DOROTHEA MEIER und W. D. TREADWELL, Helv. chim. Acta 34, 805 (1951). 
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Es war daher zu erwarten, dass sich CsCl aus Eindampfrückständen mit 
<Cl und RbCl teilweise in reinem Zustand absublimieren lässt, sofern das CsCl 
m Bodenkörper nicht ausschliesslich als Mischkristall vorliegt. Eine möglichst 
‘asche Abtrennung, also Sublimation im Vakuum, sollte hierfür besonders 
jünstig sein. 


Sublimationsgeschwindigkeit 
Sublimat von CsCl, RbCl und KCl bei 440°C 


100} 


Sublimationsrohr 
SEE EEE 90+ 


CsCl 
80! 
==> 70+ 
60 
50 
= 40! 
4 30! 
64 
y 
YW 20 
Y 
10 
#4 RbCI 
17 er  — —— AN 
= Bee Sublima= 
fer / ! 2 3 7 > 6 Fonszeit 


Fig.3 Fig. 4 


Sublimationsversuche mit Mischungen der Chloride. Äquimolare Mischungen, 
relche durch vorsichtiges Eindampfen von je 10 cm? 1-n CsCl mit je 10 cm? 
-n KCl bzw. RbCl erhalten worden waren, dienten als Ausgangsmaterial zu 
ublimationsversuchen im Vakuum in dem Apparat von Figur 3. Durch Zer- 
rücken der Eindampfrückstände im Achatmörser (nicht Zerreiben) und Sieben 
rurden die Salzproben auf möglichst gleiche Korngrösse gebracht und je 1 g 
er Mischungen zu den Versuchen verwendet. 

Die während der Sublimation konstant gehaltene Temperatur wurde so 
ewählt, dass nur der Dampfdruck des CsCl den in der Apparatur herrschenden 
estgasdruck übertraf. Es wurden Sublimationsversuche mit CsCl, KC] = 1:1 
of 430°C, 440°C und 480°C und mit CsCl, RbCl = 1:1 bei 430°C, 440°C, 
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455°C und 470°C ausgeführt, wobei ein Vakuum in der Apparatur voll 
(2 + 1)-10-> mm Hg aufrechterhalten wurde. 

Zur Ermittlung der Sublimationskurve wurden Proben von je 2-8% dei} 
vorgelegten Bodenkörpers (1g) absublimiert, die Menge und Zusammense 
zung derselben bestimmt und die Werte gegen die Zusammensetzung des B 
denkörpers aufgetragen. Figur 5 zeigt den Verlauf der Fraktionierung vom 
CsCl, KCl = 1:1 bei 430°C. Diese ist durch vier scharf getrennte Stufen gel 
kennzeichnet. Auf die beiden Fraktionen mit konstanter Die gewich shell 


folgt je eine Stufe mit linear abnehmendem Gehalt an CsCl. Die gewichtsmäss 
gen Anteile der Stufen sind aus der folgenden Tabelle zu ersehen. 


Sublimat Bodenkörper 
mg CsCl mg KCl mg CsCl mg KCI 


Vorgelegtes Salz . 


Ende der ersten Stufe: 
Fraktion von 100 Molprozent CsCl . . 9271 = 


Rückstand 


Ende der zweiten Stufe: 
Fraktion von 100-81 Molprozent CsCl. 100,5 HS 


Rückstand 


Ende der dritten Stufe: 
Fraktion von 80 Molprozent CsCl. . . 114,3 ail 
Rückstand 


Ende der vierten Stufe: 


Fraktion von 71,5-50 Molprozent CsCI 169,8 45,4 
Rückstand 


Durch Erhohung der Sublimationstemperatur auf 440°C und 480°C wurde 


vorerst das Gebiet des Sublimats mit 100 Molprozent CsCl stark verkiirzt a 


————— 


dann weiterhin die Sublimate der Stufe 3 auf einen Gehalt von 76 Molprozen! 
CsCl herabgedriickt, wie aus Figur 6 zu ersehen ist. | 

Figur 7 zeigt den analogen Verlauf der Sublimationen mit 1g CsCl 
RbCl = 1:1 bei den Temperaturen von 430°C und 440°C. Infolge der hie} 
leichter eintretenden Mischkristallbildung ist das Gebiet der Sublimate aus 
reinem CsCl ganz unterdrückt. Der Gehalt der Stufe 3 ist auf 62,5 Molprozer: 
CsCl herabgedriickt. | 

Ein ähnlicher Verlauf der Sublimation wurde auch bei 455°C und 470°C 
beobachtet. Der Gehalt der Stufe 3 hat sich dabei weiter gesenkt auf 55 bzw 
54 Molprozent CsCl. Nur kleine Unterschiede in der Herstellung und Körnund 


L 
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les Bodenkörpers können bereits den Verlauf der Sublimationstrennung deut- 
ich beeinflussen. 

Um grössere Trenneffekte durch die Sublimation zu erreichen, müsste offen- 
ar die Herstellung der Ausgangsmischungen nicht durch Eindampfen, sondern 
lurch möglichst rasche Fällung bei tiefen Temperaturen erfolgen, um die Bil- 
lung von Mischkristallen möglichst zu unterbinden. Nach der Abtrennung der 
us reinem CsCl bestehenden Sublimate müsste dann der Bodenkörper zur 


Sublimation von CsCl/KCl-Mischungen 


Mol%CsCl 
im Subl. a) Temperatur: 430°C 
100 Vakuum: — (281):10° 5. mm Hg 
à Pesci: 4.4-10°5 mm Hg 
1975 
90! Pec: 0.2:10 ~ mm Hg 
80} 
70! 
60} 
. O 
O 
so Mol %CsCl 
50 40 30 20 im Bodenkorper 
Fig. 5 


FAO Sublimation von CsCl/KCl-Mischungen 


im Subl. 
b)Temperatur:44022°C c)Temperatur:48 023°C 
Vakuum: (2:1: 10°5 mm Hg Vakuum:  (221).10°5mm Hg 
“5 ns 
100 Pesci: ca hee mm Hg 1007... Pesci: 38,7 En Hg 
Pkci: 0,2510 mm Hg x Peel: 1,75:10°°mm Hg 
90; 907 
80! 80! 5 
O 
707 701 
60! 60 
[ite s = > sou FOR +— 
50 
50 40 30 30 


50 .40 : : 
Mol % CsCI im Bodenkorper 


Fig. 6 
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| 


Zerlegung der inzwischen darin gebildeten Mischkristalle erneut aus wassriger} 
Lösung bei tiefen Temperaturen umkristallisiert werden. Versuche in dieserf 
Richtung sind in Aussicht genommen. Über die angewandten Analy senmetho-f 
den soll in anderem Zusammenhang berichtet werden. 


Tate Sublimation von CsCl/RbCt-Mischungen 


im Subl. 
100 a) Temperatur: 430+3°C 100 b) Temperatur: 440+3°C 
Vakuum: (2+1):10°° mm Hg Vakuum: (2t1)-10°° mm Hg 
-5 : “ns 
90 Pesch: 4,4:10° mm Hg 90 Pesci: 6.8 “A mmHg | 
Peper: 0.9:10°° mm Hg PRbct: 1.5.10°° mm Hg | 
80 80 | | 
70 70 
60 60 N 


50 40 30 50 . 40 A 30 
Mol% CsCl 1m Bodenkorper 


Zusammenfassung 


Es sind die Dampfdrucke von CsCl, RbCl und KCl nach der Mitführungs 
methode, unter Verwendung von Stickstoff als Transportgas, in den respektiven 
Temperaturbereichen von 507° C—635°C fiir CsCl, von 558° C-675°C fiir RbCl unc 
von 582°C-751°C fiir KCl bestimmt worden. 

Mit äquimolaren Gemischen aus CsCl mit KCl bzw. RbCl wurden Versuche 
zur Abtrennung des CsCl im Vakuum durchgeführt, wobei drei bis vier charak 
teristische Stufen auftreten, welche durch den Grad der Mischkristallbildung imi 
Bodenkörper bedingt werden. 

Ein Teil der benötigten Apparaturen konnte aus Mitteln des Aluminium 
Fonds Neuhausen angeschafft werden. Der Fondskommission sei hierfür ined 
Dank ausgesprochen. 


Summary 


The vapour pressures of CsCl, RbCl, and KCl have been determined with a 
transport method, using nitrogen as transport gas, the pressures having been) 
measured in the following ranges of temperature: CsCl from 507-635°C, RbCL 
from 558675 Cand IWClitrom 583227512 | 

Results of fractionated sublimations with equimolar mixtures of CsCl with! 
KCI, resp. RbCl are reported, which show three or four typical steps in the 
pressure curve, produced by a certain amount of mixed cristal formation in the 
residue. | 


(Eingegangen: 4. August 1953.) 
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Jber die kombinatorische und kontinuumsmässige Definition 
der Uberschneidungszahl zweiet geschlossener Kurven 
auf einer Fläche 


Von HERMANN WEYL, Princeton, N. J.!), und Zürich 


Auf einer zweiseitigen Fläche bezeichnet man als Charakteristik zweier ge- 
chlossener Wege «, 8 die algebraische Summe der Überkreuzungen von « über 
PF, wobei in dieser Summe eine Uberkreuzung von links nach rechts mit +1, 
‘on rechts nach links mit — 1 in Ansatz gebracht wird. Die Verkehrsregel des 
\Vorfahrrechts» beruht auf der Tatsache, dass eine Überkreuzung von « über p 
on links nach rechts zugleich eine Uberkreuzung von B über « von rechts nach 
| inks ist. Dies besagt, dass die Charakteristik ch(x, B) schiefsymmetrisch ist: 


ch(B, «) = —ch(a, B). (1) 


\Venn man die Möglichkeiten bedenkt, die der allgemeine Begriff der stetigen 
Kurve offen lässt, so ist es klar, dass die Definition in der obigen Form un- 
brauchbar ist. Die kombinatorische Topologie ergreift den Ausweg, dass sie sich 
‚uf eine Triangulation der Fläche stützt, statt beliebiger Wege zunächst nur 
Kantenziige ins Auge fasst und von da aus durch eine Art Approximation die 
(llgemeine Situation zu meistern sucht. Ihr darin folgend, werden wir zu einer 
‘ombinatorischen Definition der Charakteristik für beliebige geschlossene 
Vege gelangen. Freilich erscheint der Begriff dadurch an eine Triangulation 
ebunden. Um zu zeigen, dass er in Wahrheit davon unabhängig ist, werde ich 
ann eine andere kontinuumsmässige Erklärung der Charakteristik aufstellen 
‘nd zeigen, dass sie mit der kombinatorischen übereinstimmt. Das Verfahren ist 
ng mit demjenigen verwandt, das ich in meinem 1913 bei Teubner erschienenen 
3uch Die Idee der Riemannschen Fläche zur Einführung des Zusammenhangs- 
rades mit Hilfe der Integralfunktion benutzte. So wie die Integralfunktionen 
us einer « Topologisierung» der Integrale analytischer Funktionen entspringen, 
st die hier gegebene Kontinuumsdefinition der Charakteristik durch Topologi- 
ierung derjenigen Konstruktion entstanden, mit Hilfe deren ich an dem an- 
egebenen Ort die abelschen Integrale erster Gattung gewann. Zur naheren 
,usfiihrung schreitend, muss ich zunächst an die wichtigsten Grundbegriffe 
ler Topologie erinnern. 


1) Institute for Advanced Study. 
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Fläche 


Eine Mannigfaltigkeit besteht aus Elementen, die Punkte genannt werden 
Jedem Punkt p sind gewisse p enthaltende Teilmengen der Mannigfaltigke 
als Umgebungen von zugeordnet, die den zuerst von F. HAUSDORFF volt 
zählig aufgestellten Axiomen genügen müssen: | | 

| 


1. Zu zwei Umgebungen von p gibt es immer eine Umgebung von 4, die 1 

beiden enthalten ist; | 
2. liegt p in der Umgebung U, von fp, so gibt es eine Umgebung von p, die ganjf 

in U, enthalten ist; q 
3. zwei verschiedene Punkte besitzen Umgebungen, die zueinander punkt 

fremd sind. 

Mit Hilfe der Umgebungen lassen sich alle Stetigkeitsbegriffe definierer] 
insbesondere der Begriff der topologischen Abbildung (so heisst ein Paar zul 
einander inverser Abbildungen p>’, p’> >, die beide stetig sind). Einjf 
Mannigfaltigkeit wird als zweidimensionale Fläche bezeichnet, wenn sich jed| 
Umgebung topologisch auf das Innere E des Einheitskreises der (x, v)-Eben 
abbilden lässt. Dabei ist E natürlich selber als Mannigfaltigkeit dadurch def 
niert, dass als Umgebung eines Punktes #, von E das Innere eines jeden u 
Po beschriebenen, ganz in E gelegenen Kreises gilt. Eine Kurve (Weg) auf de 
Fläche % ist gegeben, wenn jedem Wert des in den Grenzen 0 <A <1 varue 
renden Parameters À ein Punkt (A) von % in stetiger Weise zugeordnet ist. Wi 
legen der Fläche die Bedingung auf, zusammenhängend zu sein; das heisst, wi 
nehmen an, dass jeder Punkt auf % mit jedem durch eine Kurve verbunde 
werden kann. Einer der wichtigsten Stetigkeitsbegriffe ist der der kompakte: 
Menge (eine Zeitlang, während das Wort kompakt in anderm Sinne verwend 
wurde, hiessen sie bikompakt). Eine Punktmenge M auf % ist kompakt, wen 
folgendes der Fall ist: Ist jedem Punkt p von M irgendwie eine Umgebung U(Z 
von p zugeordnet, so lassen sich stets endlichviele Punkte p unter den Punktes 
von M auswählen, deren zugeordnete Umgebungen U(ß) ganz M bedecke 
Für Flächen, die selber kompakt sind, ist der Name geschlossen in Gebrauch. I: 
diesem Sinne ist zum Beispiel die Kugeloberfläche geschlossen, die Ebene nicht 


Orientierung 


Sei A ein Punkt der (x, y)-Ebene, € eine nicht durch A hindurchgehend| 
Kurve in der Ebene. Wir bezeichnen mit 2x g(p) den Winkel, den der Strah 
Ap von A nach einem variablen Punkt p auf € mit einer festen, von A ausge 
henden Halbgeraden einschliesst. g(p) ist nur modulo 1 eindeutig bestimm 
Man kann aber die stetige Änderung von y(p) verfolgen, während p die Kurve 
durchläuft; der Zuwachs, welchen p dabei erfährt, wird eine ganze Zahl n sein 
Wir werden sagen, dass € den Punkt A im ganzen n-mal im positiven Sinn 
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mschlingt oder dass n die Ordnung von A in bezug auf & ist. Entscheidend 
ir das Vorzeichen von n ist, dass ein bestimmter Drehungssinn in der Ebene 
Is positiver zugrunde gelegt ist. Sind die Punkte A und B durch eine stetige, 
| nicht treffende Kurve miteinander verbunden, so hat B dieselbe Ordnung 
1 bezug auf © wie A. Es gilt der folgende fundamentale Satz: Es sei ein 
benes Gebiet © auf ein anderes 6’ topologisch abgebildet. Der Punkt A in 
» gehe durch diese Abbildung in A’ über. Zu einem gegebenen Drehsinn 0 in 
. gehört dann ein Bild-Drehsinn 0’ in A’, der so zu kennzeichnen ist: Wenn © 
‘gendeine A nicht passierende geschlossene Kurve ist, die in dem ganz zu © 
ehörigen Innern X eines Kreises um A verläuft, so stimmt die auf Grund von 
’ ermittelte Ordnung von A’ in bezug auf die Bildkurve €’ von € stets mit der 
uf Grund von 0 ermittelten Ordnung von A in bezug auf € überein. 

Hierauf beruht die Möglichkeit, einen Drehsinn 0 in einem Punkte p, einer 
gebenen Fläche % festzulegen, indem man ihn in dem topologischen Bild 
gendeiner Umgebung von £, festlegt. Ein den sämtlichen Punkten # von % 
ıgewiesener Drehsinn 0(p) wird stetig in py heissen, wenn er im topologischen 
enen Bild einer hinreichend kleinen Umgebung von #, überall als der 
leiche Drehsinn erscheint. Eine Fläche heisst zweiseitig oder orientierbar, wenn 
‚ch auf ihr ein einheitlicher Drehsinn festlegen lässt, das heisst, wenn sich jedem 
unkt ein solcher Drehsinn zuweisen lässt, dass derselbe überall stetig ist. 
Jurch diese Festlegung wird die Fläche zur orientierten Fläche. Indem wir eine 
)rehung im positiven Sinne als «Wendung linksum» bezeichnen, gelingt es auf 
ner orientierten Fläche (aber nur auf einer solchen), die Unterscheidung 
ischen links und rechts durchzuführen. Die Kugeloberflache ist zum Beispiel 
weiseitig, die projektive Ebene, die aus ihr durch Identifizierung antipodischer 
unkte entsteht, ist es nicht. Wir beschäftigen uns fortan nur mit zweiseitigen 
lächen. 


Integralfunktion 


Eine Kurvenfunktion F ist gegeben, wenn jeder Kurve y auf der Fläche % 
ine reelle Zahl F(y) zugeordnet ist. Aus einer von a nach b führenden Kurve y’ 
nd einer von b nach c führenden Kurve y” kann man die von a nach c führende 
lurve y=y’+y" zusammensetzen. Die Kurvenfunktion ist linear, wenn 
nter diesen Umständen stets 


| Fi + y") = Fly’) + Fly’) 


+. Die Kurvenfunktion F heisst kohomolog Null, F ~ 0, falls F(y) — O ist für 
ide geschlossene Kurve y. Alsdann existiert eine Punktfunktion /(p), so dass 
ir irgendeine von a nach b führende Kurve y die Gleichung 


| Fly) = (6) = (a) 
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gilt. Wir beschäftigen uns mit solchen linearen Kurvenfunktionen, die in 
kleinen überall kohomolog Nul! sind; das heisst, zu jedem Punkt p, soll ei 
Umgebung existieren, derart dass F(y) — 0 gilt für jede in dieser Umgebunt 
verlaufende geschlossene Kurve y. Derartige lineare Kurvenfunktionen möge 
Integralfunktionen heissen. Mehrere Integralfunktionen A,..., F, sind ine 
abhängig, wenn es nicht sämtlich verschwindende reelle Zahlen ¢,, ..., c, gibi 


so dass die Relation 
CF + De + c,F,~0 


besteht. Die Maximalzahl der linear unabhangigen Integralfunktionen a 
einer Fläche heisst ihr Zusammenhangsgrad (derselbe kann natürlich auch ur 
endlich sein). In dieser von mir 1913 aufgestellten, von jeder Triangulation u 
abhängigen Definition tauchte wohl zum erstenmal der Gedanke auf, die Homd 
logietheorie der geschlossenen Wege auf die « Kohomologietheorie » der Integsll 
funktionen zu gründen. Zwischen mehreren geschlossenen Wegen 7, ..., y; bd] 


steht die Homologie 


Bip oP ey pp 
wenn für jede Integralfunktion F die Gleichung 
Ey) rer = 0 


besteht. Führt man formal lineare Kombinationen c, y, + ++: + c,y, geschlo 
sener Wege y, als «Ströme» ein, so bilden die Ströme und die Integralfunktionel 
zwei zueinander duale Vektorräume. Der Zusammenhangsgrad ist zugleich di 
Maximalzahl der im Sinne der Homologie linear unabhängigen geschlossene 
Wege. | 

Ich will die Integralfunktion I’ beschränkt nennen, wenn es eine kompakti 
Teilmenge M auf % gibt, so dass F(y) = 0 ist für jede ganz ausserhalb M ve 
laufende Kurve y. Die zwischen geschlossenen Wegen y,,...,yı bestehend 
schwache Homologie 


| 


{ 


GY1+- +00 
bedeutet, dass 
Ci Fly.) + +--+ GE(y) = 0 


ist für jede beschränkte Integralfunktion F. So kann man denn auch vo 
einem schwachen Zusammenhangsgrad sprechen; er kann niemals grösser sei 
als der Zusammenhangsgrad. Zum Beispiel hat ein Kreisring in der Ebene der 
Zusammenhangsgrad 1, aber den schwachen Zusammenhangsgrad 0, indem ei 
zu den Rändern konzentrischer Kreis im Ring, obschon nicht homolog Nu 
doch schwach homolog Null ist. — Für geschlossene Flächen besteht natiirlic 
kein Unterschied zwischen Homologie und schwacher Homologie. 
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_ Ich komme jetzt zu dem für die kombinatorische Topologie grundlegenden 
egriff der Triangulation und fasse diesen Begriff etwas schärfer als in dem 
pen zitierten Buch. Ein ebenes Dreieck lässt sich am leichtesten mit Hilfe der 
1 seinen Eckpunkten 1, 2, 3 gehörigen Schwerpunktskoordinaten beschreiben. 
arum beginnen wir mit dieser Erklärung: Ein Dreieck A auf & ist durch eine 
etige Funktion p = A(&, &, £;) gegeben, die jedem Tripel von reellen nicht- 
sgativen Zahlen §,, &, £; von der Summe 1 in stetiger Weise einen Punkt p auf 
| zuordnet, in solcher Weise, dass verschiedenen Tripeln stets verschiedene 
nkte # korrespondieren. Von der Gesamtheit der den angegebenen Bedin- 
ıngen genügenden reellen Zahlentripel sprechen wir auch als von dem Zahl- 
reieck Z — Z.. £, = 0 definiert die Kante 1 des Dreiecks, (1, 0, 0) ist die Ecke 1, 
, 1/2, 1/2) die Mitte der Kante 1, (1/3, 1/3, 1/3) der Mittelpunkt des Dreiecks. 
a Z kompakt ist, ist auch sein stetiges Abbild A kompakt, und nach einem 
ichtigen Satz über die stetige Abbildung kompakter Mengen ist nicht nur die 
bbildung Z + A, sondern auch die inverse À > Z stetig. Man beachte, dass 
n Dreieck auf der Fläche nicht als Menge der zu ihm gehörigen Punkte defi- 
ert ist, sondern durch die Z auf A stetig abbildende Funktion A(é,, &, &). 

| Zur Triangulation einer Fläche gehört, dass auf ihr gewisse Punkte e als 
cken ausgezeichnet sind, die in gewisser Weise zu Paaren (= Kanten) (ef) und 
| Tripeln (= Dreiecken) (efg) zusammengefasst sind. Zu einem Paar (ef) gibt 
genau zwei Ecken g, so dass ef mit gein Tripel bilden. Zu einer Ecke e gibt 
| nur endlichviele von e verschiedene Ecken f = f,, ..., f, derart, dass (ef) als 
nte auftritt. Diese bilden einen Zykel, indem ef, die gemeinsame Kante der 
siden Dreiecke 


me = (2/7) und A,=(chhu) =] ..r; On 


. Zu jedem vorkommenden Tripel (efg) gehört eine stetige Funktion 


= Aurel Sp So) , 
2 jedem zulässigen, das heisst den Bedingungen 
NEO EINE 


niigenden Wertetripel (£,, &,, £,) einen Punkt p auf der Fläche so zuordnet, 
ss verschiedenen Tripeln verschiedene Punkte entsprechen. Die Funktion 
finiert das Dreieck A,,, der Triangulation. Die Bezeichnung ist so zu ver- 
shen, dass, wenn e/g im Index des Funktionszeichens A und zugleich als In- 
es der Variablen é,, &,, &, der gleichen Permutation unterworfen werden, der 
ert p der Funktion sich nicht ändert. Auf den beiden Dreiecken 4,;,, Aura 
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mit der gemeinsamen Kante ef gelte 


4 14160 & 0) Z Nate er 32 0) J 


Damit ist also die die Kante (ef) definierende Funktion p = 6,;(€,, €;) eindeutig erg 
klärt. Für jedes vorkommende Tripel (ef g) mit der Ecke e gelte A,,, (1, 0, 0) —}4 


derungen zum Ausdruck: Zu einem inneren Punkt eines Dreiecks 


Moe: & a 0, Sr — 0, = 


HAE 
gibt es eine Umgebung, deren Punkte keinem andern als diesem Dreieck angel 
hören; zu einem innern Punkt einer Kante 6,,: &, > 0, & > 0, gibt es eine U 
gebung, in der keine andern Punkte liegen als solche, die den beiden Dreiecken 
Aspg Aesy mit der gemeinsamen Kante ef angehören (Dreieckspaar) ; zu einen 
Eckpunkt e gibt es eine Umgebung, zu der keine andern Punkte als solchif 
gehören, die in dem zyklischen Stern der Dreiecke 


Ay oa As, LE A = A5, Fr 
um e liegen. 

Für die Folge nehmen wir an, dass die Fläche % in einer bestimmten Tri 
angulation £ vorliegt. 

Der Umstand, dass eine Fläche zusammenhängend ist, gibt sich jetzt in d 
kombinatorischen Eigenschaft kund, dass die Ecken sich in keiner Weise so n 
zwei Klassen teilen lassen, dass nur Paare und Tripel solcher Ecken vorko 
men, die der gleichen Klasse angehören. Eine Fläche ist dann und nur dami 
geschlossen, wenn das Schema der Triangulation nur aus endlichvielen Eckel 
(und darum auch aus nur endlichvielen Kanten und Dreiecken) besteht. Eu 
einheitlicher, auf der Fläche festgelegter Drehsinn gibt sich in jedem Dreiec! 
As, der Triangulation dadurch kund, dass ihm eine bestimmte der beider 
Indikatrizen (= Ecken-Reihenfolgen) efg = fge = gef oder gfe=feg=egf zu 
gewlesen ist; in solcher Weise, dass die Indikatrizen zweier in einer Kante z 
sammenstossender Dreiecke (e/g) und (efg’) kohärent sind. Die Indikatrix ef 
eines Dreiecks induziert auf den begrenzenden Kanten je einen Durchlaufungs 


sinn ef, fe, ge. Kohärente Indikatrizen der in einer Kante ef zusammenstossende 
beiden Dreiecke induzieren auf der gemeinsamen Kante entgegengesetzte Durc 
laufungssinne. Jedesmal ist hier eine Kontinuumseigenschaft (zusammenha 
gend, geschlossen, orientierbar) in eine kombinatorische umgesetzt; und ef 
ergibt sich daraus, dass die betreffende kombinatorische Eigenschaft von de: 
Triangulation unabhängig ist. 

Aus der Beschreibung geht ferner hervor, dass das Innere des um eine Ecke 
sich gruppierenden Dreieckssterns 4, + A, + --- + A,_, sich topologisch auf d 
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nnere eines ebenen regulären Polygons so abbilden lässt, dass die von e aus- 
ehenden, in den Dreiecken verlaufenden geradlinigen Strahlen in geradlinige 
trahlen in der Ebene übergehen («Strahlabbildung»). Da das Innere eines sol- 
hen Polygons einfach zusammenhängend, nämlich dem Inneren eines Kreises 
spologisch Äquivalent ist, gilt F(y) = 0 für eine jede Integralfunktion F und 
ine jede geschlossene Kurve y, die ganz im Innern des Dreieckssterns verläuft. 

Ein Kantenzug e, e, e, ... e, (der Lange n) ist eine Folge von Kanten unserer 
Tiangulation, in welcher der Endpunkt e, der (i-ten) Kante e, ,e, zugleich der 
infangspunkt der nächsten Kante e, e,., ist. Der Kantenzug ist einfach, wenn 
lle seine Ecken ép, e,, ..., e, voneinander verschieden sind. Er ist geschlossen, 
renn e, mit e, zusammenfällt. Statt der Kanten, welche die Ecken miteinander 
erbinden, kann man auch die Cokanten (sit venia verbo!) x* betrachten, deren 
de die Mittelpunkte z, 7’ der beiden Dreiecke A, A’ eines Dreieckpaars mit- 
inander verbindet; x* besteht aus der Strecke 7c in A, die von i zu der Mitte c 
er den beiden Dreiecken gemeinsamen Kante x läuft, und aus der Strecke ci’ 
ı A’. Da wir annehmen, dass unsere Fläche zweiseitig ist, können wir jedem 
reieck der Triangulation eine positive Indikatrix so erteilen, dass die beiden 
)reiecke eines Dreieckpaars stets kohärente Indikatrizen bekommen. Eine 


tante x = ee’ sei mit dem durch die Schreibweise angedeuteten Durchlau- 
ıngssinn versehen; von den beiden Dreiecken A, A’ mit der gemeinsamen 
cante ee’ sei A dasjenige, dessen positive Indikatrix auf x den Durchlaufungs- 


nn ee’ induziert. Wir sagen dann, dass die oben beschriebene Cokante x*, von 
nach :’ durchlaufen, die Kante x von links nach rechts (oder im positiven 
inne) überkreuzt. 


Ansatz des Problems 


Jetzt sind wir in der Lage, anzudeuten, wie wir das Problem der Charak- 
eristik in Angriff nehmen wollen. Wenn ß ein geschlossener Cokantenzug und 
ein geschlossener Kantenzug ist, so ist der Begriff der algebraischen Summe 
er Überkreuzungen von ß über « vollkommen klar. Wir hoffen, dass folgende 
atsachen wahr sind: Jede geschlossene Kurve ist sowohl einem geschlossenen 
fantenzug wie einem geschlossenen Cokantenzug homolog. Wenn immer «, «' 
wei zueinander homologe geschlossene Kantenzüge und ß, B’ zwei homologe 
eschlossene Cokantenzüge sind, besteht die Gleichung 


chip archipel 


amit ist es dann möglich, ch(B, «) für irgend zwei geschlossene Wege «, B 
adurch zu definieren, dass man « durch einen beliebigen zu x homologen 
schlossenen Kantenzug, B durch einen beliebigen zu B homologen geschlos- 
nen Cokantenzug ersetzt. Wir hoffen endlich, dass die so allgemein erklärte 
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Charakteristik das Gesetz der Antisymmetrie (1) erfüllt. Freilich haben wir und | 
den Nachweis dieses Faktums dadurch erschwert, dass wir die beiden Argul 
mente «, ß ungleichartig behandeln, nämlich für « Kantenziige, für 6 Cokanten; 
züge einsetzen. | 

Der Poincaresche Formalismus. Man erteile willkürlich jeder Kante x eine | 
bestimmten «positiven» Durchlaufungssinn und der zugehörigen Cokante Al 
einen solchen, dass sie x von links nach rechts überkreuzt. Ein geschlossenes 
Kantenzug « durchläuft jede Kante x in summa eine bestimmte Anzahl vor 
Malen x,, wobei eine positive Durchlaufung mit +1, eine negative mit —1 in 
Ansatz gebracht wird. Wir schreiben symbolisch « = & x, x und sprechen vor 
x als einem Zykel in dem Sinne, dass zwei geschlossene Kantenzüge « und a 
identifiziert werden, wenn sie gleiche Durchlaufungszahl, x, = x; , für eine jedé 
Kante x haben. Von den ganzen Zahlen x, verschwinden alle bis auf endlich} 


viele. Sei x = ee’. Wir setzen für eine beliebige Ecke a: e(a x) = +1, weni 
a=e’',é(a x) = —1, wenn a=e, e(a x) = 0, wenn a verschieden von e und 4 
ist. Die Bedingung der Geschlossenheit bedeutet, dass unser Kantenzug « uf 
irgendeine Ecke a ebensooft ein- wie ausläuft, und das drückt sich in der Glei 


chung aus: 
dD, ela A, (2 


Ist A irgendein Dreieck, so setzen wir e(x4) = 0, ausser wenn A eines de 
beiden Dreiecke A,, A, mit der gemeinsamen Kante x ist. Hingegen setzen wi 
e(xA}) = +1, e(x4,) = —1, wenn die positive Indikatrix von A, auf x den posi 
tiven, die von A, den negativen Durchlaufungssinn induziert. Es besteht fü 
jede Ecke a und jedes Dreieck A der Triangulation die Gleichung 


dD, elar) e(x A) = 0. (3 
# 
Ein geschlossener Cokantenzug kann als ein Cozykel  y, x* angesprochen 
werden, indem man angibt, wie oft er, y,-mal, in summa die Cokante x* inj 
positiven Sinne durchläuft. Die Geschlossenheit des Cozykels findet in deı 


Gleichungen | 
ce A) = 0 (# 


ihren Ausdruck. Dies ist die Weise, wie H. POINCARE uns gelehrt hat, das kom! 
binatorische Schema der Triangulation den Methoden der linearen Algebra zu 
unterwerfen. Schreibt man die Zahlen e(a x) als eine Matrix E, in welcher a de: 
Zeilen-, x der Spaltenindex ist, die Zahlen x, als eine Spalte x, die Zahlen YA 
als eine Zeile y, die Grössen e(%/A) endlich als eine Matrix E* mit x als Zeilen! 
und A als Spaltenindex, so lauten die Gleichungen (2), (3) und (4) im Matrizen 
kalkül beziehungsweise 


Ex=0, EE*=0, yE*=0. 
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Jer Cozykel ß — 2’ y, x* überschneidet den Zykel x = Ex, x so oft, wie die 
olgende Charakteristik angibt: 


EU BR EN ER Ae 


Algebraisierung der Integralfunktionen 


Eine Integralfunktion F ordnet jeder Cokante x* einen bestimmten Wert 
. = l°(x*) zu. Da der geschlossene Cokantenzug, der die um eine Ecke a herum- 
iegenden Elementardreiecke 


D Eee 


on Mittelpunkt zu Mittelpunkt miteinander verbindet, im Innern des einfach 
‚usammenhängenden Dreieckssterns verläuft, muss der Wert von F für diesen 
zug, das ist 
| Ze 2) J A (5) 
ein. Der Wert F(ß) der Integralfunktion F für den Cozykel B = & y, #* ist 
. y, f,. Ich behaupte zweierlei: 
. Durch die Bestimmungszahlen f, ist die Integralfunktion im Sinne der 
| Kohomologie eindeutig festgelegt. 
. Unter der Voraussetzung, dass sie den sämtlichen, den Ecken a entspre- 
| chenden Gleichungen (5) genügen, können diese Bestimmungszahlen beliebig 
| vorgegeben werden. 

Daraus folgt, dass es zu jedem Zykel x = 2x, x eine beschränkte Integral- 
unktion Æ, gibt (mit den Bestimmungszahlen /, = x,), so dass für beliebige 
eschlossene Cozykel ß = S'y, x* die Gleichung 


Ein = CRI, 0) 


esteht. Da der Wert Æ,(B) sich nicht ändert, wenn man f durch irgendeinen 
ım schwach homologen geschlossenen Weg ersetzt, überträgt sie die Definition 
er Charakteristik ch sofort von Cozykeln auf beliebige geschlossene Wege ß 
nd liefert das Gesetz 


ch(B, x) = ch(B’, «) 


ir irgend zwei geschlossene Wege B, ß’, die einander schwach homolog sind; 
ısbesondere ch(ß, x) = 0, wenn immer B~ 0. Jedoch bleibt das Argument x 
instweilen auf Zykeln beschränkt. Da die Gleichungen (5) ganzzahlige Koeffi- 
ienten besitzen, ist jede beschränkte Integralfunktion einer linearen Kombina- 
ion endlichvieler beschränkter Integralfunktionen kohomolog, deren Bestim- 
yungszahlen /, ganze Zahlen sind. Darum gilt auch die umgekehrte Tatsache: 
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A. Hat ein geschlossener Weg B die Eigenschaft, dass ch(B, x) — 0 ist für jeden 
Zykel x, so ist B schwach homolog Null. 

Um die beiden oben erwähnten Tatsachen betreffend die Bestimmungs 
zahlen einer Integralfunktion zu erweisen, haben wir an erster Stelle zu zeigent 
dass jeder geschlossene Weg y einem Cozykel homolog ist. Da jeder Punkt de) 
Fläche im Innern mindestens eines Dreieckssterns liegt, folgt aus den Grund} 
lagen der Analysis, dass sich y in endlichviele Teilbögen 


Vi» Va ce Yn (Vrs = V1) 


zerlegen lässt, deren jeder ganz im Innern eines Dreieckssterns verläuft. Aufl 
einanderfolgende Bögen, die im gleichen Stern liegen, vereinigen wir zu einen 
einzigen Teilbogen. Dann hat der Dreiecksstern 2, innerhalb dessen y, lieg 
ein Dreieckspaar mit demjenigen Stern gemein, in welchem y, liegt. Der End] 
punkt a, von y,, welcher zugleich der Anfangspunkt von y, ist, liegt in eine 
A, der beiden Dreiecke dieses Paars (liegt er in beiden, so nehmen wir für 
eines davon). Wir hängen dann an y, die in A verlaufende Strecke an, die vo 
a, nach dem Mittelpunkt z von A führt, und bringen dieselbe im umgekehrtex 
Sinne durchlaufene Strecke vor y, an. Sei F eine Integralfunktion. Durch da 
geschilderte Verfahren verwandeln sich die Bögen y,, yo, ... durch Hinzufügun 
je einer Strecke am Anfang und am Ende in Bögen yj, y4, ..., die je innerhal 
eines Sterns vom Mittelpunkt eines Dreiecks zum Mittelpunkt eines ander 
führen. Dabei bleibt die Summe 


| mall nm a i Ly 


ungeändert und damit auch der Wert von F(y), da ja die zwischengeschaltete 
Strecken, zweimal in entgegengesetztem Sinne durchlaufen, sich aufheben. Delf 
im Stern 2°; vom Mittelpunkt des Dreiecks A zum Mittelpunkt des Dreiecks Af 
führende Weg y; kann durch einen dieselben beiden Punkte verbindenden, in 
Dreiecksstern im einen oder andern Sinne herumlaufenden Cokantenzug y 
ersetzt werden, und wegen des einfachen Zusammenhangs des Sterns ist dabei 
F(y)) = F(yz). So erhalten wir schliesslich einen geschlossenen Cokantenzu 
y'=yı + y+ +++, der homolog y ist; denn er genügt für jede Integralfunk: 
tion F der Gleichung F(y) = F(y"). Ebenso ergibt sich, dass jeder geschlossen 
Weg homolog einem geschlossenen Kantenzug ist. 

Die zweite Tatsache, dass die Zahlen f, unter Einhaltung der sämtlichen Be: 
dingungen (5) beliebig vorgegeben werden können, ergibt sich etwa so. Für dix 
r in a mündenden Kanten x,,..., x, setzen wir f; = e(a x,) /,,, Dann ist did 
Summe /; + "+ /, = 0, und es lassen sich also Zahlen gy, ..., Spa (Cp = Bo) ae 
finden, dass /; = g; — g,_,. Im positiv umlaufenen Zykel der Dreiecke mit del 
Ecke a trennt x, das Dreieck A,_, von A,. Wir ordnen dann den innere1 
Punkten p von A, den Funktion wee g(p) = g; zu, den inneren Punkten p de 
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Kante x; den Wert 
1 
2 


Alois 


schliesslich dem Zentrum a den Wert 
g(a) a ee 


“ür eine Kurve y, die innerhalb dieses Sterns vom Punkte $ zum Punkte p' 
läuft, setze man 


F(y) = g(p’) — gp) . 


(in die Definition von g(p) geht eine willkürliche additive Konstante ein, die 
aber bei der Bestimmung von F(y) wieder herausfällt. Liegt der Kurvenbogen y 
nm zwei Dreieckssternen, die dann ein Dreieckspaar gemein haben, so ist der 
‘esultierende Wert /'(y) auch unabhängig davon, welchen dieser beiden Sterne 
man der Berechnung zugrunde legt. Ist schliesslich y irgendeine Kurve, ge- 
chlossen oder nicht, so teile man sie in endlichviele Bögen y; (¢ = 1, ..., n), 
eren jeder ganz in einem Dreiecksstern verläuft, und bilde dann 


ie een 

Dieser Wert ist von der benutzten Teilung unabhängig, wie man sofort sieht, 
wenn man zwei Einteilungen in Bögen überlagert. Auf diese Weise erhält man 
»ine Integralfunktion F mit den Bestimmungszahlen /,. 


Berechnung des Zusammenhangsgrades einer geschlossenen Fläche 


F ist dann und nur dann homolog Null, wenn sich jedem Elementardreieck 
A eine Zahl g, so zuordnen lässt, dass allgemein für die von A nach A’ führende 
„okante «* der Wert F(x*) = f, gleich gy, — g, wird; oder 


1 rap e(x A) BA = (6) 


[m Falle einer geschlossenen Fläche seien die Anzahlen der Ecken, Kanten und 
Dreiecke e, f und d. Alsdann hat man f Unbekannte /,, denen die e Gleichungen 
5) auferlegt sind. Da zwischen ihren linken Seiten nur eine Identität besteht, 
ämlich diejenige mit den Koeffizienten A, = 1, so ist die Anzahl der linear un- 
bhängigen Lösungen f — e + 1. Auf der andern Seite ist die Anzahl der linear 
ınabhängigen Lösungen, die aus (6) mittels beliebiger Zahlen g, hervorgehen, 
leich d — 1. Der Überschuss 


Bee nor Vet e iid 


AMP IV/31 
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ist darum die Maximalzahl h der linear unabhängigen Integralfunktionen, undif 

daraus folgt, dass diese «Eulersche Charakteristik» f — e — D + 2 von der Tri4} 

angulation der Flache unabhangig ist. | 
| 
| 


Ein Satz über primitive geschlossene Wege | 
Für geschlossene Flächen kann der Satz A in bemerkenswerter Weise ver-I 
schärft werden. Wir nennen einen geschlossenen Weg ß primitiv, wenn er nicht 
dern Vielfachen n y (n = 2 oder 3 oder 4 oder ...) eines geschlossenen Weges 
homolog ist. Ich behaupte: | 
A’. Zu einem primitiven Weg B gibt es einen Zykel a, für den ch(B, «) = 11s 
(der also von ß in summa genau einmal überkreuzt wird). 
Beweis. Zykeln x und Cozykeln B werden durch ihre f Durchlaufungszahler 
x, bzw. y, gekennzeichnet; die x, werden als Spalte x, die y, als Zeile y ge: 
schrieben und x und y als Vektoren in zueinander dualen Vektorräumen ange: 
sehen, für welche das innere Produkt 


eine invariante Bedeutung hat. Die Vektoren mit ganzzahligen Koordinate 
sollen Gittervektoren heissen. Werden die Koordinaten x, einer beliebigen uni 
modularen Transformation unterworfen (das ist einer linearen Transformation! 
mit ganzzahligen Koeffizienten, deren Determinante = +1 ist), so bleibt die 
Kennzeichnung der Gittervektoren als der Vektoren mit ganzzahligen Koordi 
naten erhalten. Werden die Koordinaten y, des Vektors y der kontragrediente 
linearen Transformation unterworfen, so bleibt auch der Ausdruck des inneren! 
Produkts der gleiche: | 


y y= Vi x An + Ve Xe v 


Man kann nach dem Verfahren, das von MINKOWSKI als Adaptation eines Gitters 
an ein enthaltenes bezeichnet wurde, eine unimodulare Transformation i 
x-Raum so ausführen, dass die den Gleichungen (2) genügenden «geschlossenen»! 
Vektoren (x,,..., x) durch das Verschwinden der E— / letzten Koordinaten! 


gekennzeichnet sind. Mit andern Worten: Wir bekommen / Zykel a, ...,&; so | 

1 

dass jeder Zykel sich in einer und nur einer Weise als eine Summe 3 x, «, mit 
i=1 

ganzzahligen Koeffizienten x, schreiben lässt. Man führe die kontragrediente} 


Transformation im dualen y-Raum aus. Wegen der Gleichung E E* — 0 fiir 
die Matrizen E und E* verschwinden nach dieser Transformation in jeder} 
Spalte von E* die letzten { — / Glieder, das heisst die letzten À — J Zeilen von) 
E* sind mit Nullen besetzt. Die die Geschlossenheit eines y-Vektors zum Aus- 
druck bringenden Gleichungen (4) im dualen Raum betreffen demnach nur die: 
Koordinaten y,, ..., y,; und nach einer geeigneten unimodularen Transforma- 
tion dieser / Koordinaten besagen jene Gleichungen, dass die letzten J — hi der! 


fol. IV, 1953 Definition der Uberschneidungszahl zweier geschlossener Kurven 483 


Aoordinaten y,, ..., y, verschwinden. Nachdem x,, ..., x, der kontragredienten 
fransformation unterworfen sind, nehmen die geschlossenen Gittervektoren 
m x-Raum die Form 


ee en OR 0) 
in, die im y-Raum die Form 
Riis Pars PL A aeons Vs) ; 
ind die Charakteristik wird 
ch(B, a) = y x = MY at: 4%: (7) 


Jer Cozykel 6 wird dann und nur dann homolog Null sein, wenn dieser Aus- 
ruck für beliebige ganzzahlige Werte von x, ..., x, verschwindet, das heisst, 
enn y; = "= y, = 0 ist. Wir haben also h Cozykel B,, ..., B, gefunden, so 
lass jeder geschlossene Weg f homolog einer eindeutig bestimmten ganzzahligen 
inearen Kombination y, B, + --- + y, ß„ derselben ist, und damit erweist sich 
ı als der Zusammenhangsgrad. f ist primitiv, falls y,, ..., y; den grössten ge- 


neinsamen Teiler 1 besitzen. Dann kann man aber ganze Zahlen x,, ..., x, und 
h 

lamit einen Zykel D x, «, finden, für welche (7) gleich 1 wird, und damit ist 
=a 


anser Satz bewiesen. 


Das Gesetz der Antisymmetrie 


Wir haben die Regel angegeben, nach welcher der Wert der zum Zykel 
= D x, x gehörigen Integralfunktion 


E,(ß) = ch(B, x) 


ür einen beliebigen Weg B zu berechnen ist. Hier spezialisieren wir nun zu- 
rächst auch f als einen Zykel Z y, x. Eine Kante x mit den beiden Endpunkten 
e’ zerlegen wir durch ihre Mitte c in die zwei Halbkanten (ze) — ce und 


— 


» 
by 


We’) = ce’, so dass 


n= D'ele x) (x e) . 


Die 7 in e einmündenden Kanten, wie die Halbkanten c,eé, numerieren wir in 
;yklischer Reihenfolge, e im positiven Sinne umlaufend, mit?=1,...,r. Es ist 
‚weckmässig, den Index i als einen solchen zu verstehen, der alle ganzen Zahlen 
lurchläuft, aber so, dass Werte 1, die einander kongruent modulo 7 sind, als 
leich gelten. Die den in e einlaufenden Kanten x, zugehörigen Zahlen x,, 
‚enauer also die Zahlen ee x,) X,, wollen wir, wie schon früher, mit x,, ..., x, 
>ezeichnen. Ihre Summe ist 0, und wir können darum Zahlen g, so bestimmen, 
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dass x, = g, — g, .. Der Beitrag zu F,,(8) = ch(B a), der von den in e mündender | 
Halbkanten (der «Spinne in e») herrührt, ist dann 


w,(B a) = pu Veli (cie). | 


Hier ist 


Eee - Ge oa a) eee 


| 
wo g der Mittelwert der 7 Zahlen gp, ..., g,_, ist. Da auch die Summe 2 y, = (| 
. | 
ist, können wir für diesen Beitrag schreiben: | 


1 
nn > Vi (& ar a) à 
n 


additive Konstante irgendwie gewählt werden, etwa gemäss g, — 0. Dann is 


1 ue 
w,(B a) = D DATE DE Y,%,=- 
= = 1 


pere? 1 


oe X Vs — : Dy X: Vs. (G 
ET 


=7 el are 


II 


Der von der Spinne in e herrührende Beitrag zur Charakteristik ist also eine 
halbganze Zahl. Wenn wir in der zweiten Formel die Indizes 7 und 7 vertau- 
schen, so folgt ohne weiteres das für die Verkehrsregelung so wichtige Geseta 
der Antisymmetrie 

w,(B a) = —w,(a ß). 


Setze einen Augenblick 
Inu mtl Se Sm. 


Aus unserer Berechnung geht hervor, dass Ly unabhängig davon ist, wo wir im, 
Zykel der Kanten, die in e hineinlaufen, mit der Numerierung durch die Zif- 
fern 1 bis r beginnen. Dies ist sofort zu verifizieren. Denn L,, entsteht aus L,,_ 
dadurch, dass man 

(Vitel Si FRE nr) Xm 
fortlasst und dafür 


Ym+r GA, Hl ajo eer Ste Xm N | 


hinzufügt, diese Terme sind aber beidegleich —y „x. Darumist L,= L, = 1, =. 
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Man mache sich klar, dass unsere Formel für die Schnittpunktmultiplizität 
v, der beiden Zykeln 8 und « in e dem entspricht, was man anschaulich erwar- 
‘et. Ein der Fahrbahn « folgendes Auto fahre längs der Strasse x, in die Kreu- 
zung e hinein und verlasse sie längs x, ; ein zweites Auto ß komme zur gleichen 
|2eit längs der Strasse x; auf die Kreuzung zu und verlasse sie längs x;. Dann 
jvird man erwarten, dass die Schnittmultiplizitat 0 ist, falls in der zyklischen 
Anordnung der in e einmündenden Strassen das Paar (x,, x;) das Paar (#3, #5) 
hicht trennt; man wird die Multiplizität + 1 erwarten, falls die beiden Paare 
pich trennen, und zwar sollte 1 herauskommen, wenn ß den Weg « in e von 
jinks nach rechts überkreuzt, — 1 im entgegengesetzten Falle. Es kann aber 
huch geschehen, dass die beiden Autos die Kreuzung längs derselben Strasse 
Irerlassen. Dann ergibt unsere Formel einen Wert + 1/2. In der Tat bleibt in 
jliesem Falle die Entscheidung, ob die eine Bahn die andere kreuzt, in e noch 
suspendiert. Erst wenn die Wege sich später in einer andern Kreuzung trennen, 
wird durch deren Beitrag + 1/2 entschieden werden, ob Kreuzung stattgefun- 
flen hat (falls nämlich die "Summe der beiden Beiträge nicht 0 ist), und wenn 
fa, in welchem Sinne. Unsere Formel umfasst in präziser algebraischer Form 
liese und alle andern Möglichkeiten. 

Natürlich muss die über die Ecken e erstreckte Summe der Beiträge w,(ß «) 
‘Ine ganze Zahl sein. Auch dies ist sofort zu verifizieren. Der möglicherweise 
jalbganze Anteil von w,, (1/2) & y, x,, ist ja gleich 


X iy 


1 
: > led) V Ble A) ae, 
= % 


ind darum ist die über alle Ecken e erstreckte Summe dieser Anteile 


1 ‘ ‘ c 
7 N ee) ¥,%, wegen N eX(en)=2 gleich )'y, x,. 
€,2 [4 # 


Das für Zykeln «, B nunmehr erwiesene Gesetz der Antisymmetrie (1) er- 
Inôglicht es uns, in ch(B, «) die Beschränkung von x, und nicht bloss von ß, auf 
reschlossene Kantenzüge aufzuheben. Seien nämlich &,, «|, zwei geschlossene 
<antenzüge, welche dem geschlossenen Weg « schwach homolog sind, und ß, 
‚in Zykel, der schwach homolog dem geschlossenen Weg ß ist. Dann gilt a, — % 
iind darum 


h(B:, %) = —ch(a,, oy) - ch (4, B:) B ch(ß,, a) | 


olglich ch(ß, &,) - ch(ß, x). Man kann demnach ch(f, «) eindeutig dadurch 
ilefinieren, dass man den geschlossenen Weg « durch irgendeinen ihm schwach 
1omologen Zykel (x, oder x) ersetzt. Sind «,, 8, zwei Zykel, die beziehungs- 
veise den geschlossenen Wegen «, 8 schwach homolog sind, so gilt dann 
h(B, «) — ch(B,,%). Das Gesetz der Antisymmetrie bleibt für beliebige «, 8 
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erhalten. Das Ziel einer universellen Definition der Charakteristik ist damit 
erreicht. Immerhin ist zu beachten, dass diese Definition sich auf eine festdl 
Triangulation & der Fläche % stützt. Soll dies in Evidenz gesetzt werden, sd 
schreibe man ch; statt ch. | 

Ist die Fläche geschlossen und h ihr Zusammenhangsgrad, so könnerff 
irgend h voneinander linear unabhängige geschlossene Wege yj, ..., y, als eindf 
Wegebasis benutzt werden, indem jeder geschlossene Weg « homolog einen 
linearen Kombination x, y, + -:: + x; y, ist. Für dieses a und B~ y; ÿy1 + "II 
+ Vy yp, ergibt sich 


ch(ß, a) An Se ch(y;, V5) . 


Der Satz A besagt, dass diese schiefsymmetrische bilineare «Charakteristiken- 
form» nicht ausgeartet ist und dass somit ihre Determinante d = dets,; nich 
verschwindet. Dies kann aber für eine schiefsymmetrische Form nur danr} 
stattfinden, wenn die Dimension h gerade ist. Darum ist der Zusammenhangs | 
grad h einer geschlossenen zweiseitigen Fläche stets eine gerade Zahl; die ganz 
Zahl h/2 heisst Geschlecht. Die Zahlen x, sind nicht notwendig ganz, doch folgt 


aus den Gleichungen 


dass sie ganze Zahlen dividiert durch d sind. Durch den schärferen Satz A’ und 
seinen Beweis hat sich gezeigt, 1. dass die geschlossenen Wege eine Integritäts- 
basis y,, ..., y, besitzen, so dass in der Homologie | 


Am 4 Vi + Mare -- Xp Vn 


für jeden geschlossenen Weg « die Koeffizienten x, ganze Zahlen werden, und 
2. dass bei Zugrundelegung einer solchen Basis d = 1 wird. Aus dem letzter} 
Umstand folgt, dass man die Integritätsbasis so wählen kann, dass die Charak | 
teristikenform die kanonische Gestalt | 


(Yq Ke — Ya Hi) 4 tes (Yn-ı Xn — Vn Xn-1) 


annimmt (RIEMANNS «kanonische Rückkehrschnittpaare»). 

Wir haben jetzt alle wesentlichen Eigenschaften der Charakteristik beisam 
men und méglichst einfach kombinatorisch abgeleitet. Um aber nun festzu 
stellen, dass die Charakteristik in Wahrheit von der Triangulation, auf die sich! 
ihre Definition stützte, unabhängig ist, benutze ich eine ganz andere Definitio | 
derselben, die für die funktionentheoretischen Anwendungen viel geeigneter ist 
und mir durch diese Anwendungen nahegelegt wurde. Zur Vorbereitung stelleri 
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nr zunächst fest, dass die Charakteristik sich nicht ändert, wenn die Triangu- 
@tion © In gewisser elementarer Weise einer Unterteilung unterworfen wird. 
Unterteilungen 


Sind a; = (&;1, &», %;3) drei (nicht in einer Geraden liegende) Punkte (¢ =1, 
) im Zahlendreieck Z: mit den Ecken 1, 2, 3, so wird durch die Substitution 


Ù 


D 


M = 0, Ne = Y, ms = 0, Unters bye UE ae 


fn Zahlendreieck Z, als das Teildreieck von Z; mit den Ecken a,, dy, a, fest- 
elegt. Eine Triangulation ©’ ist eine Unterteilung der Triangulation £, wenn die 
tlementardreiecke von £' Teile der Elementardreiecke von € sind. Wir wollen 
lier aber nur zwei ganz spezielle Typen von Unterteilungen betrachten. Ist a 
jin Punkt von Z;, so zerlegen wir Z. in die drei Dreiecke 23a, 31a, 12a. Ist a 
Sicht im Innern von Z:, sondern etwa auf der Kante 23 gelegen, so fällt hier 
Jas erste Dreieck, 23a, fort. Ist a ein innerer Punkt des Elementardreiecks A 
er Triangulation ©, so führen wir die angegebene Teilung nur in diesem Drei- 
2k aus. Ist aber a ein Kantenpunkt, so muss sie in den beiden an diese Kante 
astossenden Dreiecken bewerkstelligt werden. Diese «Elementarteilung erster 
rt» wird dazu benutzt, um einen Punkt a, der noch nicht Eckpunkt ist, zu 
‚nem Eckpunkt der Triangulation zu machen. Die «Elementarteilung zweiter 
t7t» ist die Normalteilung, durch welche Z: in die vier Teildreiecke (23c}), 
31c,), (12c,), (cy, Co C3) zerlegt wird, wo 

ee ee 

uf der Fläche wird diese Normalteilung in allen Elementardreiecken A der 
egebenen Triangulation ¢ gleichzeitig ausgeführt. Durch Iteration dieses Pro- 
»sses der Normalteilung erhält man Triangulationen, die schliesslich «beliebig 
in» werden. 

Geht die Triangulation £’ aus £ durch einen der beiden Elementarprozesse 
ervor, so ist ein ¢-Kantenzug zugleich ein ¢’-Kantenzug, und aus der Formel 
3) für den Beitrag w, geht ohne weiteres hervor, dass, wenn «, f irgend zwei 
eschlossene £-Kantenzüge sind, die Gleichung 


| che, (B, a) = ch;(B, 2) (9) 


bsteht. In der Tat, wird das Strassennetz einer Stadt durch neu angelegte 
trassen erweitert, so kann man diese sowie die etwa dadurch neu entstehenden 
‘reuzungen ignorieren, solunge niemand die neuen Strassen benutzt. Die Glei- 
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chung (9) überträgt sich dann aber durch Homologie auf beliebige geschlossen} 
Wege «, B; und in derselben Allgemeinheit gilt sogar die Regel | 


ch (6 al ch. (Aa) (1 


für eine Triangulation £*, die durch wiederholte elementare Unterteilungen aul 
& entsteht. 


Die «Kontinuumsdefinition» der Charakteristik 


zu welcher wir jetzt übergehen, benutzt keine Triangulation, sondern die Be 
deckung einer Fläche mit Umgebungen und die topologische Abbildung de} 
Umgebungen auf das Innere von Kreisen. Es sei x eine gegebene geschlossen! 
Kurve auf %. Durch endlichviele Teilpunkte 


il 
werde sie so in Bögen 


D = OS OS MD aS oe 


geteilt, dass der Bogen x, in der Umgebung U, eines Flächenpunktes liegt, un 
diese Umgebung sei durch die topologische Abbildung A, auf das Innere E d 


K das Innere eines zu E konzentrischen Kreises von einem Radius o, der kleinejf 
als 1, aber doch so gross ist, dass die beiden Punkte 0, /, oder vielmehr ih 
durch die Abbildung A — A, erzeugten Bilder noch in X liegen. Wir spreche} 
von K als der «geschrumpften Umgebung U = U;». Für einen von 0 und / vei 
schiedenen Punkt p in E sei 2x y(p) der Winkel, um den man den Strahl pif 
im positiven Sinne drehen muss, damit er in die Lage pl kommt. ( ist gleich 
Pi — Po, wenn 27 Po, 2% 9, die Winkel bedeuten, welche die Strahlen pO, 
mit der positiven x-Achse bilden.) w(p) ist nur mod 1 bestimmt. Doch auf de 
Peripherie À von K ist (pf) eine eindeutige stetige Funktion (deren Wertif 
absolut kleiner als 1/2 sind). Diese kann man leicht als eine eindeutige stetig 
Funktion w(p) auf die ganze gelochte Fläche % — K so ausdehnen, dass sil 
ausserhalb einer kompakten Teilmenge von % verschwindet (zum Beispiel 
ausserhalb einer konzentrischen Kreisscheibe K,, deren Radius > o, aber < | 

ist). Wir haben dann auf ganz § eine mehrdeutige stetige Funktion v(ß), die i 
K gleich y(p) ist und deren Werte für irgendeinen nicht in X gelegenen Puni 


p von & die Zahlen sind, die sich von #(p) um eine ganze Zahl unterscheiden! 
B 1 : | 

1) Für die funktionentheoretischen Anwendungen ist es zweckmässig, dass zu v(p) noch irgena 
eine ausserhalb einer kompakten Menge verschwindende eindeutige stetige Funktion hinzugefüs 
wird. 
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jst 6 irgendeine nicht durch 0 und 7 hindurchgehende Kurve, so kann man die 
tetige Änderung von v(f) längs dieses Weges verfolgen und erhält einen ein- 
jeutig durch 8 bestimmten Zuwachs s,(ß). Dies liefert eine (beschränkte) Inte- 
jralfunktion s, auf % mit den singulären Punkten O0 und 7; das heisst eine 
ntegralfunktion auf der «punktierten Fläche», die aus § entsteht, wenn man 
lie beiden Punkte (0 und 7 heraussticht. Da v(p) mod 1 eindeutig ist, ist S1(B) 
ir eine geschlossene (nicht durch 0 und 7 hindurchgehende) Kurve ß eine 
anze Zahl v; diese gibt an, «wie oft der Weg f in summa im positiven Sinne 
fwischen 0 und / hindurchgeht». Von der besonderen Konstruktion der Funk- 
‚on u(p) ist » unabhängig, da ja die Differenz der beiden, aus zwei verschie- 
enen Wahlen von u(f) entspringenden mehrdeutigen Funktionen v(p) ein- 
jeutig ist. 

Indem wir dieselbe Konstruktion für jeden der Teilbögen «, = 07, &, = 12, 
}. von « ausführen, erhalten wir eine beschränkte Integralfunktion 


| 


§ == Sach eo mn Cle Cr 


ut den Singularitäten 0, /, 2,.... Nach dem, was am Anfang bei Einführung 
jes Drehsinns über die Invarianz der Ordnung gegenüber topologischen Ab- 
Douce gesagt wurde, sind diese Singularitäten aber jetzt zu hebbaren Sin- 
ularitäten geworden. Dies bedeutet, dass sich zum Beispiel um 7 eine — keine 
fer von / verschiedenen Singularitäten enthaltende -— Umgebung u, abgrenzen 
}sst, derart, dass für jede in u, verlaufende und 7 nicht passierende geschlossene 
Kurve y die Integralfunktion s den Wert 0 hat!). Daher existiert eine in allen 
junkten p von u, ausser in / definierte Punktfunktion y(p), so dass für eine 


de zwei Punkte p und #’ verbindende, in u, verlaufende Linie y, die nicht 


s(y) = p(’) — v(p) 


t. Der Umstand, dass wir an die Integralfunktionen keine Stetigkeitsforderun- 
jon gestellt haben, ermoglicht es uns, die Singularitat im Punkte / einfach dadurch 
(1 beseitigen, dass wir der Punktfunktion y daselbst irgendeinen bestimmten 
Jert geben, zum Beispiel y(/) = 0. Dann ist die Integralfunktion s(f) für 
feliebige Wege B definiert; ihr Wert für eine geschlossene Kurve ß aber ist stets 
Ine ganze Zahl. Diese ganze Zahl s,(ß) — s(ß, «) bezeichnen wir jetzt als die 
harakteristik s. Sie hängt von « und ß ab. In ihre Berechnung geht aber ausser 
er Kurve « noch eine bestimmte Einteilung der Kurve « in Teilbögen «, ein, 
Irner die Einbettung jedes Teilbogens x; in eine Umgebung U, und deren 
bpologische Abbildung A, auf E. Es bleibt zu zeigen, dass das Resultat von 


liesen Hilfskonstruktionen unabhängig ist. 


| 1) Denn 1 hat in beiden Abbildern A, und A, in bezug auf jede solche Kurve dieselbe Ordnung. 
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Gleichheit der Charakteristiken ch und s 


Die Schritte, welche nötig sind, um die Ubereinstimmung der Charakte 
ristik s mit der früher auf Grund einer Triangulation ¢ definierten ch; zu erp 
weisen, sind die folgenden. 

1. Durch mehrere Elementarteilungen erster Art verwandelt man ¢ in einy 
feinere Triangulation, in welcher die Teilpunkte 0, 7, 2, ... zu Eckpunkten get 
worden sind. Indem man darauf den Prozess der Normalteilung hinreichend 
oft ausführt, bekommt man eine Triangulation £* von solcher Art, dass sich 
O und 7 innerhalb der geschrumpften Umgebung A durch einen einfachen 
£-Kantenzug «4 — Oab...el verbinden lassen und Entsprechendes auch fü} 
die andern Teilbögen gilt. Da «, — x, eine in K verlaufende geschlossene Kurv! 
ist, gilt x, — «4 > 0, und darum ist der geschlossene Kantenzug 


! 


RS TDs less 
aL =O Se Sn ee 


homolog « = & +-:- + %,. Wir operieren weiter mit dieser Triangulation si 

2. Ein einfacher Kantenzug wie «| zerlegt die Fläche % nicht; das heisst, ] 
zwei nicht auf «| gelegene Punkte können durch eine & nicht treffende Kurv 
miteinander verbunden werden. Es folgt daraus auch, dass in der abgeschlossef 
nen Kreisscheibe X (die aus K durch Hinzufügung seiner Peripherie & entsteht 
jeder nicht auf «; gelegene Punkt # von der Peripherie aus auf einem x; nich 
treffenden Wege erreicht werden kann. Durch stetige Fortsetzung längs diese 
Weges erhält man von den auf À herrschenden Werten von y aus einen be 
stimmten Wert (p) in p. Dieser ist unabhängig von dem Weg in K, der voy 
k aus zu p führt. In der Tat, sind y,, y, zwei Wege, die von den Punkten g 
bzw. q, auf À zu p führen, so durchlaufe man y, rückwärts von p nach q,, daraul 
den Bogen g, 9, auf À und schliesslich den Weg y, von g, nach p. So entste 
eine geschlossene Kurve € in E, und unsere Behauptung ist, dass = 9, — gy 
stetig längs © fortgesetzt, zu seinem Ausgangswert zurückkehrt oder dass | 
und 7 dieselbe Ordnung in bezug auf € haben. Das ergibt sich aber daraus, dad 
0 und 7 durch die € nicht treffende Kurve «/ verbunden sind. Man erhält als 
eine in der längs «; aufgeschnittenen Fläche § eindeutige stetige Funktion v(p} 

3. Den «Sprung» von v über eine Kante x der Triangulation ¢* kann maj 
dadurch bestimmen, dass man je einen inneren Punkt p, #’ im Innern de 
beiden längs x zusammenhängenden Dreiecke A, A’ der Triangulation wähl 
diese innerhalb A + A’ durch eine Linie y verbindet, und dann 


sy) — { v(6’) — v(p) } 


bildet. Der Sprung über eine jede nicht zu a gehörige Kante ist 0. Indem ma! 
den Dreiecksstern um 7 herum betrachtet, findet man mit Hilfe der Strahlah 
bildung dieses Sterns, dass der Sprung über die letzte zu «} gehörige Kante el 
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“eich 1 ist; darauf, mittels des Dreieckssterns um e, dass der Sprung über die 
jorletzte Kante gleich dem über die letzte Kante, also auch — 1 ist; und so 
‚rt. Ist daher B* ein geschlossener Cokantenzug, so ergibt sich als Wert s,(ß*) 
fe Anzahl von Malen, die 8* in summa die Kanten des Kantenzugs «| im posi- 
jven Sinne überschreitet. 

7 4. Durch Addition über i=1,2,...,n findet man daraus die Gleichung 


s,(B*) = ch(B*, a’) , 


io die Berechnung der Charakteristik ch sich natürlich auf die Triangulation 
* stützt. Ist jetzt 3 eine beliebige geschlossene Kurve und ß* ein ¢*-Cozykel, 
Pr homolog f ist, so folgt, da s, auf der linken Seite eine Integralfunktion ist 


ad «= «a, 


S,(B) = chzs(B, a) . 


| 5. Endlich macht es die Gleichung (10) möglich, von der Triangulation £* 
if die ursprüngliche £ zurückzugreifen: 


s(P,&) = ch,(6,«) : 


on links nach rechts gelesen, lehrt diese Gleichung, dass s(ß,«) von den an 
e Kurve « anschliessenden Hilfskonstruktionen, die bei der Definition von 
8, x) benutzt wurden, unabhängig ist; darauf lehrt sie, von rechts nach links 
lesen, dass die Charakteristik ch- von der Triangulation £ unabhängig ist. 
le Eigenschaften von ch;, vor allem die schiefe Symmetrie, übertragen sich 
:rmöge dieser Gleichung auf s(ß, «). 

X Zur Bestimmung der Charakteristik stehen somit zwei Wege offen: der eine, 
combinatorische», benutzt eine Triangulation und approximiert die geschlos- 
nen Kurven im Sinne der Homologie durch Zykeln (Kantenzüge) der trian- 
ilierten Fläche. Der andere, «kontinuumsmässige», fragt, wie oft eine ge- 
hlossene Kurve zwischen zwei «nahe gelegenen» Punkten 0 und 7 hindurch- 
‚ht, und bestimmt diese Anzahl, indem sie die beiden Punkte in eine Umge- 
ıng einschliesst und diese topologisch auf das Innere eines ebenen Kreises ab- 
lidet. Auf Grund der zweiten Definition erkennt man übrigens leicht, dass 
e Charakteristik immer dann Null ist, wenn die beiden Wege «, ß sich nicht 
I>ffen. Es fragt sich, ob sich nicht aus der zweiten Definition die wesentlichen 
lgenschaften der Charakteristik direkt ableiten lassen, ohne den Durchgang 
jirch eine Triangulation. Dies ist in der Tat, wenigstens wenn man die Mannig- 
Itigkeit als differenzierbar annimmt, leicht möglich; durch die Ausführung 
leses Gedankens bin ich zu der Überzeugung gekommen, dass für die Theorie 
xr Riemannschen Flächen und der Funktionen und Integrale auf ihnen das 
jeranziehen der kombinatorischen Topologie ein Umweg ist, der sich nicht 
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lohnt. In einer in Vorbereitung begriffenen neuen Auflage meines alten Buche 
über Riemannsche Flächen wird dieser Erkenntnis Rechnung getragen werderk 

Es lag mir daran, an diesem einfachen Begriff der algebraischen Schnitt 
punktszahl zweier geschlossener Kurven auf einer zweiseitigen Fläche zu zeige 
welche Schwierigkeiten der Mathematiker bei der präzisen Fassung solche 
Begriffe antrifft und durch welche Methoden er sie überwindet. Ich hoffe, dies 
Ausführungen sind nicht ganz fehl am Platze in einem Heft, das dem Andenke 
PAUL NIGGLIS gewidmet ist, des Mannes, der so viel für die saubere Fassung dé 
kristallographischen Grundbegriffe getan hat. | 


Summary 


The characteristic of two closed curves on an oriented surface is, roughl) 
speaking, the algebraic sum of their intersections, counting a crossing from le 
to right as + 1, a crossing in the opposite sense as — 1. To make this definitio} 
precise, combinatorial topology replaces the surface by an aggregate of 0-, 1- an} 
2-cells and first assumes one curve to be a chain (joining the 0-cells), the othe 
to be a co-chain (joining the 2-cells). The idea of homology (as defined by mea 
of ‘integral functions’) and the law of antisymmetry then serve to pass fro 
these specialized to arbitrary curves. This definition is here contrasted wit! 
another that arose from ‘topologizing’ the procedure by which the author in hi 
Idee der Riemannschen Fläche (1913) constructed the Abelian integrals of th} 
first kind: it makes no use of triangulation, but instead of the coverage of t | 
surface by neighborhoods and their topological mapping onto circular disk] 
Finally the paper indicates the steps by which one proves the coincidence of bot} 
definitions. 


(Eingegangen: 2. September 1953.) 
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Zur Struktur von Hagelkörnern 


Von R. List und M. DE QUERVAIN, Weissfluhjoch, Davos!) 


Bei einem Gewitter mit Hagelschlag (24. Juni 1953) wurden auf dem Weis: 
fluhjoch Hagelkörner aufgefangen und verschiedene Typen davon untersucht. | 
Der Hagelschauer war durch folgende meteorologische Daten gekennzeichnet 


Ort: Weissfluhjoch (2670 m ü. M.) ob Davos. 
Allgemeine Wetterlage: Feuchtlabilität, Kaltluft in der Höhe, allgemein gewittes 
haft; nachfolgende Frontgewitter. Vorliegender Hagelschlag gehörte der alif 
schliessenden Kaltfront mit Gewittern an. | 
Temperatur: Absinkend von 13.20 h bis 21.30 h von 6,1° auf MRS, 


1) Eidgenössische Kommission zum Studium der Hagelbildung und Hagelabwehr (Forschungtf 
stelle Weissfluhjoch). 
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ewôlkung: Cumulonimbus mit Altostratus 8-10/10. Bald nach dem Hagel- 
schlag Station im Nebel. 

ind: Um 15.30 h aus Nordwesten mit 4 m/s, bis 17.20 h bis 11 m/s anwachsend 
und auf Norden drehend; nach kurzer Flaute böige Winde aus Süden mit 
bis 22 m/s (17.23 h bis 17.35 h), mit Hagelschlag, dann Drehung nach West 
bis Nordwest und Abklingen des Windes auf 5 m/s (18.40 h) 
iederschlag: 10.50 h bis 16.02 h: Regen 0,9 mm 
17.23 h bis 17.35 h: Hagel ohne Regen, dann etwas mit Regen 

vermischt 31 mm 
17.35 h bis 04.10 h: Regen mit Schnee 


Die aufgefangenen Körner, die zum Teil in den Figuren 1 bis 3 abgebildet sind, 

ssen sich morphologisch wie folgt klassieren: 

| Kugelige Körner aus transparentem Eis (Figur 1, Korn 3). 

|} Kugelige bis eiförmige Körner mit opakem Kern und (dünner) transparenter 

| Schale (Figur 1, Korn 5). 

| Kugelige Formen, in stumpfen Kegel auslaufend (Figur 1, Korn 1). 

| Kugelige, opake Körner mit transparenter Kalotte (Figur 2, Körner 7 und 9). 

Opake traubige, «nierenartige» Formen (Figur 2, Körner 6 und 8). 

Unregelmässige, teils ebenflächig begrenzte, durchsichtige Körner (Figur 1, 

| Korn 4). 

Kugelkalotten (Körner 10 und 12) und Schnitzformen (Körner 11 und 13), 

transparent bis teilweise opak (Figur 3). 

_ Um über den innern Aufbau der gesammelten Hagelkörner nähere Aufschliisse 

‘ erhalten, wurden nach folgendem Verfahren von einzelnen Haupttypen Dünn- 

hnitte hergestellt. 

| Das zu untersuchende Hagelkorn wird in eine gegenüber H,O indifferente 

üssigkeit (Phthalsäurediäthylester), deren Erstarrungstemperatur einige Grade 

ıter dem Gefrierpunkt von Wasser liegt, eingebettet. Bei einer Temperatur von 

20°C wird dann mittels einer Kreissäge eine Scheibe von 0,2-0,4 mm Dicke aus 

‚m Korn geschnitten. Durch Verflüssigen und Lösen des Einbettungsmaterials 

‚rd ein transparentes Präparat für die mikroskopische Analyse gewonnen. 

| Die Dünnschnitte wurden so gut wie möglich durch das geometrische Zentrum 

wie durch eventuell vorhandene Symmetrieachsen der Hagelkörner gelegt. Sie 

igen in durchfallendem weissem Licht, abgesehen von der Anordnung der Luft- 

äschen, keine auffallenden Strukturmerkmale; im polarisierten Licht jedoch 

srden, ähnlich dem Formenreichtum des äussern Aufbaues, verschiedene Struk- 

rtypen sichtbar. Die Körner erweisen sich dabei als polykristallines Gefüge. 

| Nach der Grössenverteilung der Kristallite lassen sich folgende Unterschei- 

ingen machen (siehe die Figuren 5, 7, 9, 11, 13 und 15): 

| Dünnschnitt, ein einziges grosses Korn enthaltend, dem zwei kleinere an- bzw. 

| eingelagert sind (Figur 9). 

| Dünnschnitte mit zwei Gruppen von Gefiigebestandteilen von deutlich ver- 

schiedener Korngrösse: 

\a) mit fächerartigem Aufbau, die kleinen Gefügebestandteile zusammenge- 

| ballt im Fächerursprung, die grossen daran angelagert (Figuren 5 und 15); 

|b) mit radialsymmetrischer Anordnung der beiden Gruppen, im Zentrum 

| kleine Gefügebestandteile (0,1-1,5 mm 8), daran angelagert grössere 
(1,5-4,0 mm @), zum Beispiel Korn 8; 

_c) Übergangsformen von a zu b; | 

‚d) Dünnschnitte, bei denen ein deutliches Zentrum kleiner Gefügebestandteile 

im obigen Sinne fehlt (Figuren 7 und 13). 
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Hagelkorney des Hagelschlages vom 24. Juni 1953 auf dem Weissfluhjoch || 


MaBstab 1,3:1 1 


Fig. 1, Körner 1 bis 5 Fig. 2, Körner 6 bis 9 


Fig. 3, Körner 10 bis 13 


Fig. 4, Korn 1 Fig. 5, Korn 1 


Diinnschnitte von Hagelkörnern in durchfallendem bzw. polarisiertem Lichi 


Maßstab 3,6:1 


| 
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Die Kategorie 2d dürfte davon herrühren, dass der Schnitt neben dem ver} 
hältnismässig kleinen Gefügekern vorbeiführt. Bei Hagelkôrnern, die kein 
äussere Symmetrie aufweisen (Kugelgestalt oder ausgezeichnete Achse), wird di 
Anhäufung kleiner Kristalle nur zufällig vom Schnitt getroffen. | 

Zur gleichen Folgerung führt auch die Betrachtung der Blaschenstrukturen| 
insbesondere wenn wir von den Diinnschnitten der Hagelkörner 1 und 14 (Figuren 
4 und 12) ausgehen. — Diese lassen vermuten, dass sich die Bläschen auf einen 
Kegel anhäufen, dessen Spitze im Bereich der kleinen Gefiigebestandteile liegt 
Figur 4 würde dabei einen Schnitt parallel zur Kegelachse (Hyperbelast) und 
Figur 12 einen solchen senkrecht zur Achse darstellen (Kreis). Andere untersucht 
Schnitte mit ellipsenförmiger Anordnung der Bläschen erhärten diese Annahnıe 
Bei den Körnern mit radialsymmetrischer Anordnung der Gefügebestandteil 
gruppen (Typus 2b) sind solche Bläschenreihen nicht wahrscheinlich, da bevon 
zugte Häufungsorte dafür fehlen. | 

Ausgehend von bekannten Wachstumserscheinungen an Eis kann vermute! 
werden, dass die Bläschenreihen, die ohne sichtbare Beziehung zu den einzelner 
Kristallen angeordnet sind, Wachstumsrichtungen innerhalb des Hagelkornes anı 
geben. Die beiden Gruppen von Gefügebestandteilen können somit als zwei Gene 
rationen angesprochen werden. Ausgesprochen schalig angeordnete Bläschen 
haben eine andere Bedeutung, wie folgender Versuch nahelegt: Verschieden 
natürliche Hagelkörner wurden, an einem Faden hängend, durch wiederholte 
Eintauchen in Wasser künstlich vereist. Die tiefe Temperatur der Körner un 
deren Umgebung (— 35°C) hatte zur Folge, dass der Gefrierprozess von der Korni 
und der Wasseroberfläche zugleich ausging, wobei die Bläschen an die Stelle del 
Zusammentreffens der gegeneinanderwachsenden Eisschichten geschoben wurder 
wie aus den Figuren 16 und 17 hervorgeht. | 

Aussagen über die Bildung der untersuchten Hagelkörner zu machen, dürft} 
schwierig sein, besonders bleibt die Entstehungsgeschichte des «Einkristalia 
(Korn 4) im dunkeln. Bei den Kôrnern 6 und 8, die, äusserlich betrachtet, auf 
kleineren Körnern zusammengewachsen erscheinen (Figur 2), deutet ihr krista} 
liner Aufbau (zum Beispiel Figur 11) eher auf einheitliches Wachstum. (Daf 
Linie, die in Figur 10 von der Einschnürung nach rechts oben verläuft, rührt vol] 
einem Bruch des Präparates her). Ob die Körner 10 bis 13 Splitterformen dai 
stellen oder ob sie so gewachsen sind, lässt sich den entsprechenden Diinnschnitte 
nicht entnehmen. Die Körner mit kegelförmiger Anordnung der Bläschen sin! 
möglicherweise aus konischen Graupeln entstanden, was die Ansicht von H. I¢ 
RAEL!) bestätigt. | 

Diese Bemerkungen zeigen, dass auf alle Fälle noch grössere und weitgeheïl] 
dere Untersuchungen notwendig sind, um sichere Angaben über Entstehum 
und Wachstum von Hagelkörnern zu machen. 


Summary 


lected for crystallographic investigation. Thin sections cut out of several spec! | 
mens and inspected in polarized light reveal in all cases but one a polycristallirf 
structure of the hail stones. The normal pattern ot the sections consists in 
number of small crystals forming likely the centre of growth and in an adjaceuf 
or surrounding group of larger crystals. | 
(Eingegangen: 14. September 1953.) 


1) H. IsrAEL, Neuere Anschauungen und Versuche zur Erklärung der Hagelbildung, Die Uni 
schau in Wissenschaft und Forschung, 13. Heft (Juli 1953) 
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Eine praktische Methode zur Transformation 
von Kristallstereogrammen in gnomonische Projektion 


Von ROBERT L. PARKER, Zürich!) 


Kugelprojektionen sind in der Kristallographie und Kristalloptik ein viel- 
yerwendetes Hilfsmittel zur Veranschaulichung räumlicher Lagenbeziehungen 
fınd zur graphischen Lösung rechnerischer Aufgaben. Als besonders wertvoll er- 
aveisen sich in diesem Zusammenhang die stereographische, gnomonische, ortho- 
frraphische und flachentreue azimutale Projektion. Auch wurde gelegentlich auf 
Mie Möglichkeit hingewiesen, gewisse Zylinderprojektionen zu verwenden. Wäh- 
end die stereographische Projektion heute ganz vorwiegend mit Hilfe eines 
iquatorialen Netzes (sogenanntes Wulffsches Netz) ausgeführt wird, sind die 
iMethoden zum Entwerfen gnomonischer Projektionen weniger einheitlich. Das geht 
huch aus der Vielseitigkeit der von Zeit zu Zeit vorgeschlagenen Hilfsmittel 
inervor, wie Netze diverser Orientierung, Spezialmaßstäbe, Transporteure, Ta- 
hellen usw. Von den genannten Projektionsarten erweist sich die stereogra- 
bhische als die für kristallographische Zwecke im allgemeinen vielseitigste, doch 
bleiben die Zusammenhänge zwischen gnomonischer Projektion und dem die 
iKristallflächenentwicklung beherrschenden Rationalitätsgesetz von unübertrof- 
ener Einfachheit. So stellt sich denn bei der Bearbeitung eingemessener Kristall- 
tlachenkomplexe öfters das Bedürfnis ein, von einer angefertigten stereographi- 
schen Projektion zu einer gnomonischen zwecks Indizierung der Flächenlagen über- 
fugehen. Dieser Schritt geschieht üblicherweise so, dass jedem stereographischen 
Punkt [mit Azimut @ und Zentralabstand d= Rtg (o/2)] ein gnomonischer 
Punkt (mit Azimut g und Zentralabstand d’= R’tgo) zugeordnet wird. Ein von 
F. RINNE?) veröffentlichtes stereognomonisches Netz kann zur Erleichterung 
ieser Konstruktion herangezogen werden. 

| Die hier zu erläuternde Methode zur Ausführung dieser Transformation be- 
uht auf folgender Überlegung: Bringt man aut eine stereographische Projektion 
(mit Radius = R) eine gnomonische (mit Radius = R’) so zu liegen, dass die 
entren beider übereinstimmen, so wird jeder Pol des ersten Entwurfes, für 
welchen die Beziehung gilt 

1 rr’ 
8 ER tgo, 


mit seinem äquivalenten Pol im zweiten Entwurf zusammenfallen. Derartige 
Punkte liegen offenbar in beiden Projektionen auf einem Kleinkreis um das 
Zentrum, so dass gesagt werden kann, die aufeinandergelegten Projektionen 
haben einen Kleinkreis gemeinsam. Wird der stereographische Radius konstant 
gleich 10 gehalten, so entsprechen sich zum Beispiel folgende Werte von R’ dem 
gnomonischen Radius und von o dem Winkelradius des korrespondierenden Klein- 
Kreises: 

| Re DRS SUR 3,00 2,00 usw. 

0: 60,00° 64,42° PSA" Abie 


1) Mineralogische Sammlung ETH. 
2) F. RINNE, Z. Krist. 65, 83 (1927). 


ZAMP IV/32 
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Ist aber der korrespondierende Kleinkreis beider Projektionen festgelegt, so erfolgt | 
die Transformation eines beliebigen Pols P der stereographischen Projektion i 
den entsprechenden Pol P’ der gnomonischen Projektion (oder umgekehrt) gemäss 
der in Figur 1 angedeuteten Konstruktion, die sich folgendermassen begründe 
lässt: Der Pol P und der zu suchende Pol P’ liegen auf dem gleichen Durchmesserff 


| 
ou Re essa 
des Entwurfes, weil dieser in beiden Projektionen in gleicher Weise vom Azimu ii 
der Fläche bestimmt wird. Punkt P liegt ausserdem auf einem bestimmte | 
Grosskreis der stereographischen Projektion, der den korrespondierenden Klein Î 
kreis in a und b schneidet. Diese Punkte gehôren aber als solche auch der gnomo | 


nischen Projektion an, und in letzterer wird der Grosskreis durch a und 6 durch!) 


W 


Fig. 1 


die Gerade ab ersetzt. Der Schnittpunkt dieser Linie und des erwähnten Durch- 
messers ist also die Lage des gnomonischen Punktes P’. | 

Aus der Geometrie von Figur 1 geht hervor, dass die für die darzustellende} 
Fläche geltenden Positionswinkel g und g an den angedeuteten Stellen abgeiesen | 
werden können. Daraus folgt, dass der Punkt P’ auf Grund vorgegebener Posi-| 
tionswinkel leicht gefunden werden kann, ohne dass P vorher eingetragen werden 
muss. Die Konstruktion kann also ausser zur Transformation der stereographi-| 
schen in die gnomonische Projektion auch zur selbständigen Konstruktion einer | 
gnomonischen Projektion mit Hilfe des stereographischen Netzes verwendet) 
werden. | 

Aus den beschriebenen Beziehungen leitet sich die Môglichkeit ab, sämtliche | 
Flächen eines Kristalls in einer kombinierten Projektionsfigur zur Darstellung zu | 
bringen. Bis zu und mit einem frei wählbaren Grenzkreis (dem korrespondierenden 
Kleinkreis von oben) erfolgt die Darstellung gnomonisch, ausserhalb dieses | 
Kreises und bis zum Grundkreis stereographisch. Figur 2, die die Flächenent- | 
wicklung eines Topaskristalls wiedergibt, zeigt den Aspekt einer solchen Dar- | 
stellung. 

Obgleich die Pole im äusseren (stereographischen) Gebiet einer nach Art und | 
Maßstab von der inneren abweichenden Darstellungsweise angehören, so lassen 
sie sich mehrheitlich ebenfalls auf Grund des gnomonischen Maschennetzes indi- | 
zieren. Das Verfahren hierzu zeigt Figur 3. Aus dieser geht hervor, dass im Gebiet | 
der stereographischen Projektion die Teilgebiete a,b,c,d in bezug auf ihre 
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rellung zum Grenzkreis unterschieden werden können. Für a gilt, dass jeder 
ankt auf zwei Grosskreisen liegt, die Fortsetzungen des gnomonischen Maschen- 
Es darstellen. Daraus ergibt sich die Stellung des Punktes im Maschen- 
gstem und folglich auch das Symbol. Punkte in den Gebieten b und c liegen je 
jut einem Grosskreis wie unter a, und ausserdem auf einer Diagonalen des Ma- 
fhensystems. Sie sind somit ebenfalls indizierbar. Im Gebiet d liegen die Punkte 
pr auf einer solchen Diagonalen und sind somit nicht voll indizierbar. Auch für 
Île auf dem Grundkreis liegenden Pole gilt, dass sie nur von einer solchen Diago- 
jtlen getroffen werden. Weil aber der letzte Index in diesem Fall Null ist, kann 
Ir alle solche Lagen das Symbol voll aufgestellt werden. 


! Im praktischen Gebrauch hat sich diese Konstruktion sehr gut bewährt. Die 
»mbinierten Darstellungen von der Art der Figur 2 bieten den entschiedenen 
orteil gegenüber gewöhnlichen gnomonischen Diagrammen, dass sie alle Flächen- 
ple eines Kristalls in miteinander koordinierten Lagen zur Wiedergabe bringen. 


Summary 


A method is described for transforming crystal stereograms into gnomonic 
"ojection. It is based on the fact that both projections have a small circle in 
»mmon. The construction can also be used for the direct construction of gno- 
lonograms if the positional angles of the faces are known. Combined gnomono- 
fereograms connected by the common small circle may also be drawn. 


ingegangen: 6. Juli 1953.) 
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Kammeis, eine anomale Wachstumsform der Eiskristalle 


Von SAMUEL STEINEMANN, Weissfluhjoch, Davos?) 


Mit der Eindringung des Frostes in den Boden ist oft die bekannte Bu | 
nung des Kamm- oder Stengeleises verbunden [1] bis [6] 2) D1e Bedingungen sind} 
iibereinstimmend die, dass durch die vorangehende Witterungsperiode (in unl 
rem Falle waren es zwei Tage mit andauerndem Nebelregen bei Temperaturen 
knapp über 0°C) der Boden vollkommen durchnässt wird oder dass die Wasser! 


Fig. 1 
Kammeis in der Natur (1:2 verkleinert). 


zufuhr in die obersten Erdschichten durch Grundwasser ausgiebig geschieht. Dif 
Lufttemperaturen liegen knapp unter dem Nullpunkt, aber nicht tiefer aT 
-- 5°C, ansonst die wasserliefernden Poren an den Basen der Stengel, die ander} 
weitig nicht in Kontakt mit der Schmelze kommen, geschlossen werden und dal 
Wachstum aufhört. Am Morgen, an dem die Beobachtung gemacht wurd 
herrschte auf dem Weissfluhjoch eine Lufttemperatur von — 1,5°C; die mittler‘ 
Temperatur der vorhergehenden Nacht, in der das Kammeis entstand, mag etwi 
— 2°C gewesen sein. Die damals herrschende, sehr niedrige Feuchtigkeit von nuff 
— 15% ist sicher nicht von Bedeutung gewesen. Das Wachstum geschieht of 
periodisch während der Nächte; am Tage tritt eine Schmelzung ein, oder da! 
Wachstum schreitet bei höheren Temperaturen nicht weiter fort. In diesen Fällen 
resultiert dann eine sichtbar stufenweise Ausbildung. Das Wachstum einer Peril 
ode beträgt bis zu 4 cm. 

Kammeis ist oft von einer gefrorenen Erdschicht bis zu einer Mächtigkeit vor 
einigen Zentimetern überdeckt, die von den unterliegenden Kristallen abgehobei 
wird. Das Gewicht einer solchen Schicht betrug in unserer Beobachtung 5 g/cm% 
was bei der allerdings etwas gewagten Annahme, dass die Hälfte dieser Fläche al. 


1) Eidgenössisches Institut für Schnee- und Lawinenforschung, jetzt: Laboratoire suisse dl 
Recherches horlogéres, Neuenburg. 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite 506. 
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jJuerschnitt des Kammeises auftritt, zu einer Kraft von 10 g pro Quadratzenti- 
jieter effektive Fläche führt. Die Arbeitsleistung einer während der Nacht um 
| cm vordringenden Kammeisschicht berechnet sich so zu 20 000 erg pro Quadrat- 
jentimeter effektiven Eisquerschnitt. Andere Beobachter sprechen sogar von 
Jehobenen Steinen bis zu 2 kg. > 


Fig. 2 


Grobe Bündel des Kammeises in polarisiertem Licht (natürliche Grösse). 


> 


Fig. 3 


Feine Fibern des Kammeises in polarisiertem Licht (natürliche Grösse). 


Es ist natiirlich nicht zu erwarten, dass die einzelnen Fibern, die teilweise 
ekriimmt und vielfach stufenformig gebaut sind (Figuren 2 und 3), aus Einkri- 
tallen bestehen, wie auch DoENITZ [3] beobachtet. Dünnschliffe (Figuren 4 und 5) 
nd auch die strenge Formregelung der prismatisch-stengeligen Kristallite mit 
inem Verhältnis der Quer- zur Längsdimension von im Mittel rund 0,2 zeigen 
ies sehr deutlich, indem sich die grössere Dimension in die Längsrichtung legt. 
ie Beobachtungen von KENNGOTT [1] und DOoENITZ [3] beschreiben die Fibern 
ls hexagonale Prismen. Damit würde sich die Längsachse der Kristallite mit der 
age der optischen Achse identifizieren. Wenn auch an einzelnen Stengeln hier 
urchaus scharfe Begrenzungen auftraten, die aber nicht als von hexagonalem 
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Habitus bezeichnet wurden, so ist die Mehrzahl der Kristallite doch allotriomorph} 
befunden worden. Es gibt wohl eine Form von stengeligem Eis, das in einem! 
evakuierten Gefäss aus der mit einer dünnen Eisschicht bedeckten Wasserober- 1 
fläche herauswächst, einkristallin ist und hexagonalen Habitus hat [7]. Das} 
Wachstum ist aber als solches aus der Dampfphase dort gentigend erklart. 
Plastische Deformation kann die Krümmungen der Eisstengel (Figuren 2 und 3)\f} 
sicher erzeugen, wie ROSSMANN [6] meint. Die in solchen Krümmungen liegendeniff 
Kristallite zeigen aber keine undulösen Auslöschungen, was die Folge einer nach- 
träglichen plastischen Deformation ist. Die Krümmungen scheinen so nur einer) 
Wachstumsbehinderung zu folgen. 


Fig. 4 Fig. 5 
Querschnitt eines Bündels des Längsschnitt eines Bündels des Kammeises zwischen 
Kammeises zwischen Polaroiden Polaroiden (2fach vergrössert). 


(2fach vergrössert). 


Der modus operandi der Entstehung des Kammeises muss analog sein wie bei 
den faserigen Formen an Gips, Kochsalz, Alaunen usw. Für diese findet SCHMIDT 
[8], dass die Fibern an ihren Basen wachsen und so aufgestossen werden; denn durch 
Einhüllen der oberen Enden zur Verhinderung einer kapillaren Aktion von Hohl- 
räumen und Oberfläche kann das Wachstum nicht gestoppt werden. Für das} 
Wachstum aus der Schmelze, die der Boden ständig nachliefert, sprechen die Form- 
regelung, die Querdimensionen der Kristallite, die ungefähr den Porenabständen| 
entsprechen, und intrakristalline Lufteinschlüsse (es bestehen auch interkristalline) 
der Mikroaufnahme Figur 6. Nur GABRAN [9] meint, dass es über die Dampf- 
phase geschieht. 

Während der Entstehung des Kammeises besteht ein Temperaturgradient, der 
die Lage der Stengelachsen einnimmt. Das gilt natürlich nur makroskopisch, denn 
bei diesem Gemisch von Komponenten ungleicher Wärmeleitfähigkeit (Wasser, 
Luft, Erdteilchen, Eis) scheint von Fall zu Fall auch eine windschiefe Richtung 
in Frage zu kommen. 

Innerhalb der grossen Variationsbreite der Eiskristalle kennt man die Zusam- 
menhänge zwischen der Lage des Temperaturgradienten und der optischen Achse, 
Das Eis einer Seeoberfläche hat die optischen Achsen seiner Kristallite als ratio- 
nale Kristallrichtung normal zur Oberfläche, die auch die Richtung des Tempe- 

raturgradienten ist. Auch in einem Rohr, das in eine Kältelösung getaucht wird, 
liegen die optischen Achsen der entstandenen Kristallite bevorzugt radial, ob das! 
Bad nun eine höhere oder tiefere Temperatur hat, das heisst, der Effekt ist we- 
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ntlich unabhangig von der Kristallisationsgeschwindigkeit. Die Fensterblumen, 
ren gekriimmte Form durch einen eigentiimlichen Verzweigungsprozess wah- 
nd des Wachstums entsteht, sind in ihren Teilen ebenso orientiert, dass die 
tische Achse in die Lage der Normalen zur Unterlage und also des Temperatur- 
adienten einregelt. Auch in der Kristallisation über die Dampfphase bei der 
mstruktiven Metamorphose des Schnees, die zu den hochmetamorphen Formen 
:cherkristall, Prisma usw. führt, geht die Selektion in der Richtung einer Paral- 
stellung der optischen Achsen der Kristalle und des Temperaturgradienten [10]. 


Fig. 6 


<roaufnahme eines Längsschnittes von Fibern zwischen Polaroiden, mit Einschlüssen von Luft 
in der Längsrichtung und einem grösseren Partikel Erde (Vergrösserung 20fach). 


Für Eis ist die optische Achse die Richtung der grössten Warmeleitung [11]. 
ıch der Regel, die für die Synthetisierung von Kristallen aus der Schmelze all- 
mein gilt und die für gute Resultate zu beachten ist [12], besteht die Wechsel- 
rkung zwischen dem kristallographischen System des entstehenden Kristalls 
cht isotrop) und der Lage des Wärmeflusses darin (Blaseneinschlüsse erlauben 
sen im Falle des Eises zu identifizieren), dass die Achse grösster Wärmeleitung 
t der Richtung des letzteren zusammenfällt. Der Temperaturgradient ist natür- 
h zu diesem parallel. | 
Für die Dünnschliffe waren die Proben nach einem Anschliff durch eine 
Shte Schmelzung auf Objektträgern angefroren worden und auf eine Dicke von 
5-0,2 mm im Kühlraum bei —30°C von Hand abgeschliffen worden. Die Ana- 
e zur Strukturregelung mit dem Universaldrehtisch verlangt einerseits nicht 
dicke Proben, da Interferenzfarben stören und sich die Korngrenzen über- 
‚ken; andrerseits macht sich bei dünnen Proben die schwache Doppelbrechung 
nerkbar. Wenn die Anschmelzung nicht mit besonderer Sorgfalt durchgeführt 
d, kann direkt auf dem Objekttrager eine sekundäre Schicht entstehen, die 
Täuschungen führt, da sich die optischen Achsen ihrer Kristallite in die Nor- 
le stellen. | | a 
An zwei Schnittrichtungen wurde die Analyse ausgeführt. Der eine Schnitt lag 
r zur Wachstumsrichtung, für den andern spannen die Längsrichtung und die 
sste Querdimension der vielfach wie Bänder aussehenden Bündel die Schnitt- 


504 Kurze Mitteilungen - Brief Reports - Communications brèves ZAM 


ebene auf. Die Azimutgrössen der Achsenlage sind immer exakt, Poldistanzey 
werden mit fallender Neigung gegen die Schnittebene sehr unexakt. Diese Tatsache 
ist fiir die Beurteilung der beiden Schnittrichtungen wichtig, indem der Lang 
schnitt vorteilhafter ist, da das Azimut fiir diesen Fall mehr Gewicht hat. Für beidy | 
Falle wurden je zirka 150 Kristallite ausgemessen und aufgetragen. Von den Langs} 

schnitten sind die Resultate in Figur 7 zusammengestellt und nach SCHMIDT aus} 


| | 


(auf gleiche Fléchal 


reduziert) 


Anzahl in fe 
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Fig. 7 Fig. 8 
Lage der Polausstiche in stereographischer Mittelwert der Verteilung der 
Projektion, ausgezahlt nach ScHMIDT. Polausstiche in Breitenzonen. 
© (Nordpol): Pol der Wachstumsrichtung. 8 -—-=—-= 10°-Zonen, AbszissenmaBstab rec! 


— 30°-Zonen, Abszissenmaßstab link 


gezahlt, wobei, um eine bessere Mittelung zu erhalten, auf eine Flache von 49 
bezogen wurde. Die Resultate der Querschnitte sind etwas weniger deutlich; e 
wird vermutet, dass dort die besprochene sekundäre Schicht, die bei der An} 
schmelzung entstehen kann, sich starker auswirkt. Der Langsschnitt ist stabiled 
und kann so leichter angepresst werden. Die Häufung nahe des Pols der Schnittil 
ebene in der Figur 7 ist wahrscheinlich auch eher dem zuzuschreiben als einer Aus 
richtung der optischen Achsen senkrecht zur grösseren Querdimension der Bündel 

Das Resultat ist eine, allerdings nicht ausgeprägte, Gürtelregelung. Die opti 
schen Achsen der Kristallite bevorzugen nicht die Richtung der Stengelachse 
Die Auszählung nach Breitenkreisen in Prozent, wobei auf Flächengleichhei 
reduziert ist, stellt den Sachverhalt klar dar (Figur 8). 

Für die feinere Auszählung liegt die Schwankungswahrscheinlichkeit nur für 
die unmittelbare Nähe des Äquators innerhalb der Messungen, für die gröbert 
Auszählung von 30°-Bereichen ist die letzte Summe gegen die Pole zu vollkommer 


i 
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nbestimmt. Ein sekundäres Maximum ist nicht zu bemerken, wobei die kleine 
nzahl der ausgemessenen Kristallite in Betracht zu ziehen ist. 

| Die sukzessive Verfolgung der Polausstiche aneinandergrenzender Kristallite 
bigt, dass zwischen diesen vielfach eine Verbindung besteht, indem sich diese in 
prüngen von unter 15° als gut verfolgbare Linien darstellen. Die Sprünge sind 
ber selten so klein, dass man von einem Verzweigungsprozess sprechen könnte, 
ie er an Eiskristallen oft auftritt [13]. Die Unterscheidung einer bodennahen 
chicht und einer oberen Partie des Kammeises — letztere entspricht der ersten 
eit des Wachstums — gibt im wesentlichen dasselbe Ergebnis. Ein Bruch der 
‘tistallite während ihres Vordringens ist ausser acht zu lassen, da die Beobach- 
ıngen nicht Kristallite in ihrer Längsrichtung erfassten. Man kann sich mit 
ieser Tatsache vielleicht an die häufigen Beobachtungen an den atmosphärischen 
‚isteilchen halten, die vonschiefen Aufwachsungenan die basalen Platten sprechen. 
Bemerkenswert im Zusammenhange mit den Entstehungsbedingungen des 
sammeises ist die Tatsache, dass im Temperaturbereich von 0° bis — 2,5°C prak- 
sch keine anderen Keime als Eisteilchen selbst existieren [14] [15]; an denen 
ann aber nur eine Unterkühlung von sicher unter 0,1°C auftreten [15]. Von 
- 2,5° bis — 5° C existieren nur wenige Stoffe, die als Keime für eine spontane 
(ristallisation dienen können [14] [15]. Da das Kammeis in diesem Bereiche ent- 
teht, kann die Beobachtung der Zusammenhänge der Polausstiche durchaus 
sell sein. Die Bedingungen, die im Falle der Schmelze zu einem Verzweigungs- 
organg führen, sind unbekannt; für die Fensterblumen aber können sie für die 
Interlage angegeben werden [16]. 

Mit der ausgeführten Untersuchung ist man nicht in der Lage, über die Neben- 
chsen, die röntgenographisch bestimmt werden müssten, etwas auszusagen. Ein- 
eine, ganz feine flachstengelige Fibern waren wohl öfters so, dass man sie als 
lauptäste eines Dendriten erkennen konnte, eine Verallgemeinerung dieser Ein- 
elbeobachtungen geht doch nicht an. Es kann nur gesagt werden, dass die 
Vachstumsrichtung nicht mit der optischen Achse der Kristallite zusammenfallt, 
ass sogar eine Selektion in dem Sinne zu bemerken ist, dass die optischen Achsen 
ie Senkrechte zur Wachstumsrichtung einnehmen. Eine Formregelung besteht 
arin, dass prismatisch-stengelige Kristallite sich in die Fiberachse richten. Die 
egel für Schmelzen, dass der Temperaturgradient mit der Achse der grössten 
Värmeleitung, also der optischen Achse, zusammenfällt, ist nicht erfüllt. 

In der Mineralogie sind viele stengelige Formen bekannt, deren Gesetzmässig- 
eiten sich ordnen. NıiGGL1[17] beschreibt den Komplex: «. . .Mit innertexturellen, 
urch die morphologischen Verhältnisse des Minerals weitgehend bedingten Er- 
heinungen machen die Begriffe: stengelige bis faserige, blätterige und kôrnige 
is dichte Aggregatstruktur bekannt. Inihnen kommt noch die Wachstumstendenz 
es Einzelindividuums zur Geltung. Durch besondere Umstände bei der Bildung 
gibt sich im einzelnen eine verschiedene gegenseitige Orientierung der Individuen 
einander, ...». Oder auch über orientierte Aufwachsungen [18]: «Oft beruht die 
ientierte Aufwachsung in offene, von Lösungen erfüllte Hohlräume (zum Bei- 
iel Drusen, offene Spalten) auf einer für den Stoffansatz günstigen Keimauslese 
AoELLER). Einzelne oder in lockerer (schütterer) Verteilung aufgewachsene Kri- 
alle weisen meist in bezug auf die Ansatzfläche keine bevorzugte Stellung auf; 
st bei starker Besetzung durch Kristalle macht sich für die grösseren, weiter- 
‚wachsenen Kristalle eine deutliche, durch Selektion zustande gekommene Re- 
lung bemerkbar. Inmanchen Fällen, jedoch nicht durchgehend, ist als sogenannte 
rusenregel beobachtbar, dass die im Wachstum begünstigten Kristalle die Rich- 
ing grösster Wachstumsgeschwindigkeit steil bzw. senkrecht zur Ansatzfläche 
jentiert haben (HoLzNER). Nicht selten ragen auch schärfste Kanten oder Ecken 
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in den freien Hohlraum hinein. Es sind also oft rationale Kristallrichtungen senkif 
recht zur Ansatzfläche zu finden (KALB)...». 

CORRENS [19] [20] erklärt die Kraftwirkungen wachsender Kristalle, die ve 
schiedentlich als mystische Kristallisationskraft (N1GGL1) auftritt, damit, dass ejf 
die Bilanz der Grenzflächenenergien zwischen Kristall-Unterlage und der Summf 
von Unterlage-Lösung und Lösung-Kristall betrachtet. Ist letztere Summ 
kleiner als die Grenzflachenenergie fest-fest, so kann Lösung bzw. Schmelz 
zwischen die festen Teile eindringen und der Kristall gegen eine Kraft wachse | 
Die Grenzflächenenergie gegen einen bestimmten Stoff ist eine anisotrope meet 
schaft des Kristalls, so dass eine Möglichkeit des anomalen Eiswachstums untei 
Umständen darin zu suchen ist, dass für Prismenflachen die Energiebilanz positiv 
fiir basale Null oder negativ ist. Dass Prismenflachen energiereicher sind, besta 
tigen die Resultate aus der Rekristallisation von verformten Eisproben, inde 
Korngrenzenverschiebungen an Prismenflächen am häufigsten sind [21]. 
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Summary 


Fibrous ice is a form of frost in soils. The fibers grow in the underlying} 
melt and are pushed upward. The habit is sometimes described as hexagonal 
prisms. This could in general not be verified, and an analysis with the universal 
stage showed that the optical axis of the crystallites lie preferentially perpendicular 
to the direction of growth and so to the temperature gradient. This is an anomaly 
in the growth of crystals from a melt. 
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